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1000°lerce Yillik Tarihin Derinliginden Gelen Ses

“Tarih yazmak, tarih yapmak kadar miihimdir. Yazan yapana sadik kalmazsa degismeyen
hakikat, insanlig1 sasirtacak bir mahiyet alir”

M. Kemal ATATURK, 1931.

“Buiyiik Giza Piramiti’ndeki r gizemini arastirirken ATA 'min Tarih hakkindaki sozii ¢alismayt
sekillendirdi diyebilirim. Ciinkii ‘olaylar daima bize gosterildigi gibi degildir, her olayin ger-
cek bir goriintiisii vardir. Onemli olan bir olayin gercek gériintiisii ne ise, onu ortaya ¢i-
karmaktr’ diisiincesinden hareketle uyanikligim sayesinde m gizemini ¢ozdiim ve ayni diisiin-
ceyle imkdnsiz gibi goriinen bir seyin icinde r'yi sorgulayarak ¢alismayt tamamladim. Bu ise
adeta ‘Oliimden sonra yasam var mi?’ diye sormak gibidir. Oliince anlarsiniz.”

Mathquake, 27.09.2004 04:23.
D. PAMURTL LWL

Dijital olarak imzalayan
DERYA DERYA PAMUKTULUM

PAM U KTU LU M Tarih: 2023.07.16

01:54:02 +03'00
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Biiyiik Giza Piramidi, yapisinda var olan ilging bir iliskiye sahiptir: Bir kenarinin uzunlugu-
nun yiiksekligine oran1 11/7°dir. Eski Misir uygarligini arastiranlar ve mistik goriiniisii benim-
seyenler yiizyillar boyu bunun anlamini ve neden bdyle oldugunu varsaydilar; ¢linkii bu yak-
lagiklik, eski Misirlilarin bildigi anlagilan © degerinden 6nemli 6lgiide daha iyi idi. Ne var ki,
Herodot, piramidin her yanal yiizey alaninin, bir kenarinin uzunlugu, piramidin ytiksekligi
kadar olan bir karenin alanina esit olacak sekilde yapildigin1 yazmisti. Bu esaslara gore yapi-
lacak her piramidin otomatik olarak n’ye yaklagacagi gosterilebilir.

David Blatner, Pi Coskusu, Pi’nin Tarihcesi: Erken Donem, Sayfa 13.

David Blatner’in son ciimlesi

, Mathquake, 08.07.2004 22:09 Giris Calismasi’nda da oldugu gibi bir gerce-
gin altin1 ¢izmektedir. Clinkli diinyadaki biitiin piramitler incelenirse, m ile iliskilendirilmis
bir¢ok piramit oldugunu goriiriiz ki bu, gizem olmaktan ¢ok matematikle ilgilidir. Bu tiir pi-
ramitlerin (7t Piramitleri) basinda Biiyiik Giza Piramiti gelmektedir.

Mathquake Biiyiik Giza Piramiti’ndeki & i¢cin Uzun Yiiriiste

5 Temmuz 2004’te Giyasiiddin Cemsid Mesut El-Kasi’nin “Risate fi Muhit-iil Daire (Trea-
tise on the Circumference of the Circle, Daire Cevresi Uzerine Bilimsel Inceleme), Tem-
muz-1424” galismasinin 580. yili nedeniyle Istanbul’da el yazmalari olan bazi kiitiiphaneleri
aradim. Ciinkii yabanc1 kaynaklara gore de bu calismanin Istanbul’daki bazi kiitiiphanelerde
oldugu belirtiliyordu. Bu ¢alisma i¢in daha onceden “Pi Kronolojisi’ne Giren Ilk ve Tek
Tiirk Matematik¢i Guyasiiddin Cemsid Mesut El-Kasi’yi Calismasinin 579. yildoniimiinde
Anwyoruz, 13 Temmuz 2003 01:48 de bir yayin yapmistim ama bu sefer e/ Kasi’nin ¢aligma-
sin1 Arsimet’inki gibi bugiinkii neslin anlayabilecegi sekilde ve miimkiinse daha iyi bir su-
numla tanitmakt.

Maalesef el Kagi’nin ¢alismasini tiim aramalarima ragmen bulamadim, ama yine de iimidimi
kesmeyerek son bir kez internette derin bir taramayla aradim. Tabii ki internette  ile ilgili bir
arama yaptigim i¢in konuyla ilgili olmayan kaynaklar da giriyordu araya. Bunlardan biri de
Erich von Diiniken’in sitesiydi: http://www.daeniken.com.

Bu sitenin girisinde “Erich
von Diiniken on Expedition
(Khufu  Pyramid, Giza,
Egypt)” baslig1 ve bu basligin
istiindeki (yandaki) resim
oldukca dikkatimi ¢ekmisti.
Cinkii bu resim Erich von
Diiniken’i simdiki haline
gore ¢ok daha gen¢ gosteri-
yordu ve ilk kitab1 Tanrilarin
Arabalart (Chariots of the
Gods, 1968)’dan bu yana 26
kitabindaki teorilerini kanit-
lamak i¢in yasim kadar za-



https://archive.org/details/joyofpi0000blat_u0g2
http://www.daeniken.com/
https://www.nadirkitap.com/tanrilarin-arabalari-70-basim-erich-von-daniken-kitap24735239.html
https://www.nadirkitap.com/tanrilarin-arabalari-70-basim-erich-von-daniken-kitap24735239.html
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man harcamisti!

Gizemlerin ustas1 Erich von Diiniken Biiyiik Piramit’teki matematiksel gizemler hakkindaki
goriisleri ve bulgularm espirili bir sekilde sdyle dile getirir: “Rastlanti mi? Oyle olsa gerek.
Aksi halde, eski Misirlilarin, ekvatordaki devir hizini bildiklerini ve hesaplarina saniyeyi ol¢ii
olarak aldiklarini varsaymamiz lazim gelir. Isin asil sasirtict yani, rastlantilarin tek tek kar-
stmiza ¢ikmayp dev bir kiil olusturmalaridir. Matematik konusunda ¢ok usta bir tanidigim
(iinlii piromitolog Charles Piazzi Smyth), Biiyiik Piramit ile ilgili tartismall verileri bir bro-
siirde (Dur Inheritancein the Great Pyramid (Biiyiik Piramit’teki Mirasimiz), 1864) yayin-
lamisti. Soyle ki:

1. Taban ¢evresinin, yiiksekliginin 2 katina béliinmesinin ©=3.14 sayisini vermesi bir
rastlantt midir?

Erich von Diiniken, Tanridarin Arabalari (Chariots of the Gods), 1968, 70. Baski, Boliim 7: Piramitler neden
bugiin durduklar yerde insaa edildi?, Sayfa: 82.

Teorem 1: Kare tabanli Biiyiik piramitin tabanina ait bir kenarinin uzunlugunun 2 katinin
yiiksekligine oran1 m=3.14.

2. Giza'min 3 piramiti aralarinda bir Pisagor ti¢geni olusturacak bi¢imde diizenlenmig-
lerdir. Bu ii¢cgenin kenarlarinin birbirlerine gére orantisi 3:4:5 dir.

Erich von Diiniken, Sfenks’in Gozleri (Die Augender Sphinx), Nil’in kiyisindaki eski iilkeye yoneltilmis yeni
sorular, 1989, 2. Baski, B6liim 3: Adi1 Olmayan Diinya Harikasi, Raslantilar Daima Isin Icinde, Sayfa: 152.

Teorem 2: Giza piramitleri (3,4,5) Pisagor licgeni diizenindedir.

3. Piramitin yiiksekligiyle ¢evresi arasindaki oran bir dairenin yari¢apryla ¢evresi ara-
sindaki oramin dengidir. Dort kenarlar diinyanin en biiyiik ve en ¢arpict iiggenleridir.

Erich von Diiniken, Sfenks’in Gozleri (Die Augender Sphinx), Nil’in kiyisindaki eski iilkeye yoneltilmis yeni
sorular, 1989, 2. Baski, Boliim 3: Adi1 Olmayan Diinya Harikasi, Raslantilar Daima Isin Icinde, Sayfa: 152.

Teorem 3: Piramitin ¢evresi ve yiiksekligi arasindaki oran, dairenin ¢evresi ve yarigapi ara-
sindaki orana esittir.

7’nin Biiyiik piramitin ingasinda bir rol oynadigina inaniyorsaniz, piramitin tabaninin ¢evresi-
nin yaris1 ve yiiksekligi arasindaki oran dairenin ¢evresinin ¢apina oranina esittir. Bu yiizden
tabanin cevresi ve yliksekligi arasindaki oran dairenin ¢evresi ve yarigapi arasindaki iliskiyi
gostermeli. Orada sir yok veya...?

4. Piramitle hem kiirenin hacmi hem de dairenin yiizeyi hesaplanabiliyor.

Erich von Diiniken, Sfenks’in Gozleri (Die Augender Sphinx), Nil’in kwyisindaki eski' iillkeye yoneltilmis yeni
sorular, 1989, 2. Baski, Boliim 3: Adi1 Olmayan Diinya Harikasi, Raslantilar Daima Isin Icinde, Sayfa: 152.

Teorem 4: Biiylik Piramit’in alan1 ve hacmi sirasiyla dairenin alani ve kiirenin hacmi ile
orantilidir.


https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/tanrilarin_arabalari.pdf
https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
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5. Piramitin herbir yanal yiiziiniin yiizol¢iimii piramit yiiksekliginin karesine esittir (M.O.
450 civarinda, Herodotus).

Erich von Diniken, Sfenks’in Gozleri (Die Augender Sphinx), Nil’in kwyisindaki eski' iillkeye yoneltilmis yeni
sorular, 1989, 2. Baski, Boliim 3: Adi1 Olmayan Diinya Harikasi, Raslantilar Daima Isin Icinde, Sayfa: 152.

Teorem 5: Biiyiik piramitin herbir yanal yiizliniin alani, yiiksekligi iizerindeki karenin alanina
yaklagiktir.

Bu matematik ve geometrik raslantilar siralamasi alabildigince uzatilabilir. Keskin zekali
diistintirler bu konuda kalin ciltler kaleme almislar, bunlar, aym derecede keskin zekalr bas-
kalar: tarafindan ciiriitiilmiistiir. Piramitlerde (ya da baska antik eserlerde) matematik denk-
lik arayanlar bundan sonsuz sayida ornekler bulacaklardir. Simdi basinda oturdugum yazi
masasiyla kozmik mikyaslar arasinda séyle ya da béyle bir baginti vardwr. Keops piramitin-
den garip sayilar ¢ikaran rakam sihirbazlari ve matematikgiler bu yiizden ciddiye alinmaya-
caklar mi?”

Bu konuda bir yandan 2002 Agustos’unda yaklasik 1 ay siiren Argimet’in “Daire Cevresi
Ol¢cmesi, Onerme 3” (D. PAMUK TULUM, Daire Cevresi Ol¢mesi, Onerme 3: Tiirk-Yunan
Dostlugu 2002 icin Yeni Bir Versiyon, 1. Albiim: -Tiirk-Yunan Me-
todu Ver. 1.0, The Mathquake, 31.08.2002)” ¢calismasini orijinalligini muhafaza ederek yeni-
den yorumlarken, diger yandan da bu problemin yaniti i¢in kafamda gizli bir antreman yapi-
yormugum da farkinda degilmisim. Bu ger¢ege ancak 8 Temmuz 2004, 13:00’da ulagtim. Bu-
nun i¢in

Giris Calismasi’n1 yaptiktan sonra

Acilis Calismasi’nda bu gergegi agikladim. Boylece nasil ki M.O. 550 civarinda Yahudiler
tarafindan derlenen Incil’in Eski Ahit’in Krallar Boliimii 7:23 suresinde m’nin degeri 3 olarak
gecmesi Incil’in sahte oldugunu gosteriyorsa, bu calisma da bize simdiye hi¢ farkedilmemis
bir gergegi gdstermektedir.


https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
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Erich von Diiniken, Sfenks’in Gozleri (Die Augender Sphinx), Nil’in kwisindaki eski iilkeye yoneltilmis yeni
sorular, 1989, 2. Baski, Boliim 3: Adi1 Olmayan Diinya Harikasi, Biiyiik Suskunluk, Sayfa: 157.

Bas (Biiyiik) firavun Khufu (M.O. 2589 — 2566, Eski Imparatorluk, 4. Siilale), daha ¢ok Yu-
nanca Keops ismiyle taninan Sneferu’nun oglu ve halefi, mimar Hemon’a (Hamon, Hemiu-
nu) (Sneferu’nun torunu oglu, Khufu’nun kuzeni) yeni bir piramit planlamak i¢in sordu. S6-
zl edilen bu yap1 Hemon’un basyapiti idi: Khufu’nun (Keops) Piramiti (Biiyiik Piramit).

Hemon’un kare tabanli Biiylik Piramit i¢in buldugu ¢6ziim su:

— == 280 - - - =)

w,
;
440

Boyutlar Eski Misir Olgiileri Giiniimiizdeki Olgiiler
Taban 2a, =440 RC (Royal Cubit)  230.38 M (Metre)
Yiikseklik a, =280RC 146.6 M
Yanal yiizeydeki ta- ~
bana ait yiikseklik a; 2356 RC 186.4 M
Kose Jal +al =418RC 218.86 M

a 1
Egim Seked(a, ) = 7-a—‘ =5 o, = 51°50'34"

2

Iste bu verilere gore,



https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/sfenksin_gozleri.pdf
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4a, _ 4x220 _ % =3,14(2857142857)

a, 280

I

T

sonucuna derhal ulasilmas1 glinlimiiz bilim adamlarini saskina ¢evirmistir. Ciinkii Eski Misir-
lilar 7 i¢in bu derecedeki yaklasik bir degeri deneysel bir yolla ya da kaba tahminlerle bulmus
olamazlardi! Aslinda dairenin ¢evresinin karenin ¢evresine ¢ok yakin olmasi bunu agik bir
sekilde ifade etmektedir. Fakat bu soru simdiye kadar hep yanitsiz kalmisti. Ciinkii bu konuda
herhangi bir aydinlatici ipucu ile karsilagilmamasti!

Su bulgunun elimizdeki tek ipucu oldugu sdylenebilir:

Bulgu: 52 derecelik ag¢1 piramit insaatcilar1 i¢in dairenin kare haline getirilmesine iliskin
“Kutsal Geometri” probleminin ¢6ziimiinii saglayan bir unsur olmustur. Bu egimde, yani 51
derece 50 dakikalik bir agida yapilmis bir piramitin yiiksekligi ile tabandaki ¢evre uzunlugu
arasindaki oran, bir dairenin yaricap1 ile ¢evresi arasindaki orana yaklasiktir. Bu sonucla Bii-

yiik Giza piramitinin ingasinda 7 = 27—2 degerinin kullanilmis olmasi giiniimiiz bilim adamla-

rinin sasirtict buldugu bir gergektir.

Gergekten de bu sonug¢ tipki Fermat'in Son Teoremi’ndeki gibi goriiniiste basit ve derhal
¢ozlime ulasilmasina ragmen matematiksel olarak pek ikna edici degil. Onun i¢in bu sonucu
en dogru bir sekilde agiklayabilmek, ancak derin matematiksel diisiinceleri ortaya koyabil-
mekle miimkiin olur ama ne yazik ki Eski Metotlar da bilinmedigi i¢in su anda bu miimkiin
goriinmemektedir!

Simdi Béliim 1°de Biiyiik Giza piramitindeki gliniimiiz bilim adamlarin1 sagkina ¢eviren bu
sonucu ilk defa 1586’da Alman matematik¢i Ludolph van Ceulen’nin dairenin g¢evresini ka-
renin ¢evresine esit alarak m icin buldugu degeri de veren yepyeni bir geometrik ¢aligsma igin-
de bulacaksiniz. Ayrica bu ¢alismadan hareketle genel olarak tabani diizgilin n-kenarl bir ¢ok-
gen olan piramit i¢in © sayisini arastirilabilirsiniz!
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Hemon’un Genellestirilmis Metodu

’ten ’e Dogru
Azg day Aon
Az i B Ax
/1(1 2a, %3
L~ N
e 2a, | Ja. | 245
8
\H{"&l?l N /
1Dk
Ay @ 2 —92/ Az
.'&.31 -H;j' W .'&'.32

Sekil 1

Sekil 2
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Sekil 2’ye (Sekil 1) gore A A,NA,A, = {Hz} noktasinin O noktasiyla birlestirilmesiyle
A, D,NOH,={E,} (Pembe renkli nokta), [OH,]N{MaviRenkli Cember}={F} (

) ve {Mavi Renkli Cember} N[A, D, = {Gl} ( ) noktalar1 birbirine ¢ok
yakin oldugu oldugundan bu 3 noktaya yakin dyle bir H, noktas1 vardir ki,

| D H, = DE, = aoa| OH] = OF] = a, =| OGI |
yaklasimlar1 gegerli olur.

Bu kez A,A, NA;A,,={H,} noktass O noktasiyla birlestirildiginde AHDlﬂOH3={E$1)} ve

[OH,1N {Mavi Renkli Cember} = {Fl(l)} noktalarinin birbirine ¢ok yakin olmasi nedeniyle
IDH, 5| DE{’ [=a,,|OH, 5| OF" =2,

ve A, D,NOH,={E,}, [OH,]N{YesilRenkliCember}={F,}, {YesilRenkliCember}N[A,D,]={G,}

noktalar1 da birbirine ¢ok yakin oldugu oldugundan
|D,H, [=|D,E, |=a,,| OH, || OF, |= a, = OG, |
yaklagimlar1 gegerli olur.

Sonugta metot bu sekilde devam ettirildigi takdirde dyle bir H_noktas: vardir ki, m=0,1,...,n i¢in

|OH__, |2|OF, |=...=OF" ™ |2|0G, , |=...50G" ™ |=a_

4D, H,_, 2D, E 4D E" ™

m+1 m+1 |; . m+1"—"m+1 |

yaklasimlar1 mevcut olur. Burada E@I -E, ,E% = anl,G(Of)l =G, dir.

n-1°"n-1 n

gl gl ) Glom) g 2. sekilde Biiyiik piramitin tabani olan

A ALA A, karesini CM’de 1:4188.8 (RC (Royal Cubits)’de 1:80) 6l¢eginde Cabri Geometry II Plus

PC, Version 1.2.5, Cabrilog, 2001-2004 programiyla diizleme aktardigimda, elde edilen seklin ¢dziiniir-
ligiinii maksimum seviyeye ¢ikarmama ragmen E,,F,G,,H, noktalari tek nokta olarak goriilmiistii ki, bu

durum E,F,G,,H, noktalarinin birbirine ¢ok yakin olmasindan kaynaklaniyordu!

Gergekten de gerekli hesaplar yapilirsa E |, F, G, noktalar arasindaki uzakliklar Biiyiik piramitte
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| EF =280 —#\/317 RC=0.2150971965...RC=11.2624892115...CM

|EG, |= 280\/4438 _1542231197 SRENESL RC =0.2735899839...RC=14.3251715618...CM
1210

|G,E, |= —T+ 100+/3 RC = 0.3479378997...RC=18.2180284306...CM

ve 2. sekilde

|E,F, |=0.0026887149...CM
IF.G, |=0.0034198747...CM
|G,E, |=0.0043492237...CM

dir.

Benzer sekilde E" ™ "™ G0 H noktalar: arasindaki uzakliklar da hesaplanirsa n degeri artik-

ca sifira, dolayisiyla birbirlerine yaklasirlar. O halde biz bu noktalarin varligin1 aralarindaki uzakliklar
nedeniyle niimerik olarak biliyoruz ama geometrik olarak da gorebilmek icin ¢ok kii¢iik boyutlarda cali-
san geometri programlarina (Cabri Geometry ve diger biitiin geometri programlarin bu ¢alisma igin yeter-
siz kaldig1 agiktir) ihtiyag oldugu bir gercektir.

Sonugta M.O. 450 civarinda “Keops piramitinin her bir yanal yiiziiniin alan ile yiiksekligi iizerindeki
karenin alani aymdir” sdziiyle tarihi bir gergege 151k tutan Herodot’un sayesinde E,F,G, noktalarini tek

bir noktada, H, noktasini goriiriiz. Bu nedenle H,,H,,...,H_,... noktalarina “Hemon noktalar:” denilebi-
lecegi gibi “Herodot noktalart” olarak da anabiliriz.

Su halde EU™ E"™D GO noktalan arasindaki uzakliklar nedeniyle H, noktalar igin

m m

A A A A
ODH, ~OD,H, ~OD,H, ~...~OD H, oldugundan

elde edilirki, a,_,a,,a, ,, sayilar1 arasinda

n-1°
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iliskisi vardir. Bu iligskiye gore a,, a,, ile a ,, ’in geometrik ortalamasina yaklasiktir demektir. Hero-

dot’un verdigi bilginin tam karsilig1 ise bu yaklagimin esitlik halidir ki, bu ise ancak n sonsuz i¢in gegerli
olur. Bu durumda da Oklit'in “Yiikseklik Bagintis1” ortaya cikar.

Hemon’un Dizisi ve Spirali (Tekerlegi)

A
Her n tam sayis1 igin OD _H, dik iicgenindeki Pisagor bagintisindan

veya

dizisi (serisi) elde edilir ki, bu dizi Hemon’un Dizisi olup Genellestirilmis Fibonacci Dizisi’nin 6zel bir
halidir. O halde genellestirilmis Fibonacci dizisinde gecerli olan biitiin 6zellikler Hemon dizisinde de ge-
cerli olup asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonuclar

Sonuc¢ 1 (Hemon dizisinde baslangi¢ degerlerinin degistirilmesi): m ve n tam sayis1 i¢in

(6) H, (H Hm+l) =H, .. (HovH1)

m?

oldugundan
10
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(7) a2, =H,., (a3.a3) = H, (a2,
esitlikleri nedeniyle baslangic degerleri degistirilebilinir.
Sonug 2: n tam sayis1 i¢in
(8) Ay —8, Fa, 58, T8, =4,

yaklasimlar1 vardir.

Ispat: Bu yaklasimlar

2 2 2 () 2 2 (.2 2 2 2
(an+l_an—l) _an+1_2a a, +an l_an+l 2an+an—1 _(a _an)_(an_a )

n+1""n-1
(4) (4)
2 2 2 ~
no1 Tdp =8, 3 = A Ta, =83

Ve

2 G, 2 2 2 2
(n+l+a ) a’, +2a_a  +a  =~a’ +2a +a’ = (n+l+a )+(an+an_l)

n+l
W, 2 W,

+ay, =2, =>a,,+a, =a,,

n+2 n+3

esitliklerinden kolaylikla bulunur.

Sonu¢ 3 (Hemon dizisinde ortalamalar): m ve n tam sayist i¢in a__, ile a_,; ’lin genel ortalama formiilii

_I_
(9) gn (an,3,an+3) = \/?

seklindedir. Bunlardan bazilarina ait yaklagimlar

2 2
n-2

ﬁ’g—l (an—3,an+3)§ - 9g0( no3s n+3);an_2’

2

an+l’(g1 (an—S’_an+3) =a ) gz( n-3» n+3) = 2ai+1 —a,,

I

(10) g_z (an—3’ an+3)

I

g] (an—B H an+3 )

seklinde verilebilir. Burada g ,’ye kareli ters ortalama, g ,’e harmonik ortalama, g,’a geometrik
ortalama, g ’e aritmetik ortalama ve g,’ye kareli ortalama denilmektedir ve genel ortalamaya ait

yaklasim da Waring 6zdesligine gore z, ve z, herhangi iki karmagsik say1 olmak iizere

11
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7' +2z) = Z(—l)k dy (zlz2 )k (zl +z, )mfzk

oldugundan

(12) g (an_3,an+3) ~m (—l)k om-2k-l 2k nm-2k

k,m“n-2%n+1

seklinde elde edilir.

Sonugta bu ortalamalar arasinda

(13) a,,<..<g,<g <g,<g <g,<..<a

n+3
esitsizlikleri gegerli olur.
Sonuc¢ 4 (Hemon dizisinin indirgeme formiilii ve ¢oziim formiilii): Genellestirilmis Fibonacci dizisin-

de gecerli olan biitiin 6zellikler Hemon dizisinde de gecerli oldugundan (5)’teki diziye ait indirgeme for-
miilii

(14) ai = Fn—lag +Fn312
ve genel ¢oziim formiilii de

0" (a2 + a7 )= (=0) " (a7 —¢”'a?)
NG

(15) a2 =

seklindedir. Burada ¢ sayis1 altin oran1 temsil etmektedir, yani

1+/5
(16) o= ;>

Sonug¢ 5 (Altin oranla ilgili Hemon spiralinde yaklasimlar ve limitler): Altin oran i¢in Hemon spira-
linde

, 5, @

2 4 2 2 2\ _ .4 2 2
a,=a,.,a,, = a,=a,.,4a,,=3,,4 (an—l + an) =a,,4 + a4,

oldugundan

(17) al—a’ a’-a' =0

12
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yaklagimi elde edilir.

Benzer sekilde

oldugundan

bir ikinci yaklagim daha mevcut olur.

Su halde (17)&(18)’den

a a +1l ~
19) o= [p, 0t = ¢
an—l an—l
sonugclar1 ortaya ¢ikar ve n sonsuz i¢in limite gecilirse (15)’ten

(20) B moey fp B _noe

n-1 n-1

ve genel olarak da i ve j tam sayilar1 i¢in

(21) Jeet s g

n+j
sonucu ortaya ¢ikar.
Ote yandan Hemon spiralinin uzunlugu ve bu spiralle olusan kapali seklin ¢evresi ve alani

(22) Un =, +iak, Cn = Un +an+2’ An — i a4y

k=0 k=0 2

i¢in
Un+1 / i—j+ n+1 1 + n—w | gi-j+
(23) anﬂ' (1+\/7) | 3 n+j (l+¢\/7) J 3 an+Jan+J+1 ,(I) "
2
veE
U i C i n—o i-j A i n—ow i-j
(24) n+i , n+i N (I) J’ n+i 4>¢ ]
n+j n+j An+j

limitleri vardir.
13
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Sonuc 6 (Pi ve altin oran arasindaki iliski): Sekil 2’den de goriildiigii tizere her n dogal sayis1 igin
(25) 2ma, =4.2a

iligkisi dairenin g¢evresinin karenin g¢evresine yaklasik oldugunu gostermektedir. Bu bilginin ilk olarak
Biiyiik piramitte verildigi sanilmaktadir, ancak bilimsel olarak ac¢iklanamadigi i¢in w kronolojisinde yer
almaz. Ciinkii Biiylik piramitin tabanina ait bir kenarin uzunlugunun yaris1 a, =220RC ve yiiksekligi

a, =280RC i¢in

2ma, =4.2a, :>7c§ﬂ=4x220=2
a, 280 7

esitliklerinden

22
26) m=z—
(26) n=2

sonucuna derhal ulasiimasini giiniimiiz bilim adamlar1 heniiz agiklayabilmis degiller! Oysa M.O. 250 ci-
varinda Sirakiizlii Arsimet, “Daire Cevresini Ol¢mesi” ¢alismasinda birim capli dairenin i¢ine ve disia
diizgiin 6-genler cizerek, kenar sayilar1 2’ye bdliinen poligonlar ile dairenin ¢evresini diizgiin 6-gen, 12-
gen, 24-gen, 48-gen, 96-genler ile 6lgmeye calismis ve en sonunda dairenin ¢evresi igin

(27) §=3&<n<3l=2
71 71 7 7

cifte esitsizligini vermistir.

Arsimet’in calismasi 7 i¢in yapilan ilk teorik ispat olup gilinlimiize kadar bir¢ok matematik¢inin elinden
gectiginden metodu ve (27) disinda orijinalligini kaybetmistir. Ayrica ayni seyin bu ¢alismada da gecerli
oldugu goriilmektedir. Yani giiniimiiz bilim adamlarinin bu ¢alismada agiklayamadig1 bir nokta var: Ar-
simet, “3’iin karekokiiniin 265/153 'ten biiyiik, ama 1351/780 den kii¢iik” oldugunu sdyler!

Ote yandan bu konuda kaynaklara bakildiginda, Eski Misirlilarin 7 igin (26)’daki yaklasimi verdiklerine
pek inanilmamaktadir. Cilinkii bu derecedeki yaklasik bir deger empirik (deneysel) bir yolla ya da kaba
tahminlerle bulunmus olamazdi. Dolayisiyla bu soru simdiye kadar yanitsiz kalmis ve herhangi bir aydin-
latict ipucu ile karsilasilmamistir. Fakat bu problemin ¢6ziimii i¢in ¢ok zayif da olsa iyi yaklasimlar mev-
cuttur. Bu konuda Fermat’in Son Teoremi’ni kanitlayan Andrew WILES’a NOVA tarafindan “Kanittan
ne kastediyorsunuz?” sorusuna karsilik “Matematiksel bir kanitta birsiirii, ama birstirii, neredeyse dogru-
lugu kusku gotiirmeyen adimdan olusan mantiksal bir zincir vardwr. Eger yazdiginiz kanit gercekten dog-
ruysa kimse hi¢bir zaman onun tersini kanitlayamaz. Eski Yunanlilar zamaninda yapilmis ve bugiin hala
gecgerli olan kanitlar var” yanitin1 vermistir.

Simdi Eski Misirlilarin piramitlerin insasinda kullandiklar1 Seked (Egim) Teorisi ile bu problemin ¢o-
ziimiine gegebiliriz.

Oncelikle (20)’den b_,,b _,b . ’ler Hemon dizisinin elemanlar1 olmak iizere

n-1%>~"n® “n+l

14
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b —® b+ n—
(28) bn - ﬁ\/& = —¢

i¢cin

olacak sekilde Hemon dizisine haiz c_,,c,,c,,,  ler vardir. Oyleyse bu bagintiya gére b’ ve b,

C, »C,,C,,, in doguranlari olmak iizere

n—-1° n+l

=b?

n+l

(30) ¢,, =b;_,c
olarak alinabilir ve bu elemanlar arasinda (3)&(4)’ten

(31) ¢l =c, ¢

n+l
ve
2 2 2
(32) ci +co =cp,,

bagmtilar1 gegerli olur.

Su halde (14)’ten b’_, ve b ’in indirgeme formiilleri
(33) by, =F,,b; +F _b;, b} =F, by +F b}

seklindedir. Burada Biiyiik piramit i¢in c,_, =b’_ =55,c,, =b. =89 degerleri s6z konusu oldugundan

> ¥n+l

b; ve b’ baslangis degerleri (33)’deki denklem sisteminin ¢dziimiinden

89F, , —55F, 89F, , —55F,.
A B e
n-1 n-2"n n-1 n-2"n

bulunur ve bu sonuglarda gerekli sadelestirme islemleri yapilirsa istenen elde edilir.

Buna gore her m ve n tam sayilar1 olmak {izere

(35) E,F

mTn+l

F.F =(-1)'F

m+1"n m-n

ve

n-m- n+m m

(36) F: -F, ,F,,.=(-1)"" F

15
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formiilleri (34)’te kullanilirsa,

(35)

89Fn—1 _55Fn = Flan—] - FIOFn = _(_1)“71 Flo-(n—l) = (_1)1172 Fll—n
(35) n-2 n-3
89Fr1—2 _55Fn—l = _(_1) FIO—(n—Z) = (_1) F12—11

ve

F2,—F, F = (<) R = (o)

esitlikleri gecerli olur. Buradan (34)’teki baslangi¢ degerleri

1 n72F B 1 nf3F B
bo = ( ) n; =F_,.b/ = _( ) nflzz =F,,
(-1) (=)
nedeniyle
(37) bé = Fll—ni'bl2 = F12—n

olarak bulunur. Bu ise istenendir!

Simdi b] ve b’ baslangis degerlerinin tablosunu sdyle verebiliriz:

n bé =k, bl2 =k,
-2 233 377
-1 144 233
0 89 144
1 55 89
2 34 55
3 21 34
4 13 21
5 8 13
6 5 8
7 3 5
8 2 3
9 1 2
10 1 1

Iste bu baslangi¢ degerlerine gore su dik iiggenler s6z konusu olur:

16
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45 G0
Y2 E

e, I B, B, 3 B,
Burada baslangi¢ degerleri olarak Hemon’un hangi dik iiggenle basladigini Biiyiik piramitteki bulgulara
gore degerlendirebiliriz. Ornegin, (1,2,\/§ ) ve (3.,4,5) dik tiggeni Khufu’nun odasinda vardir (ki ilk dik

licgene gore %(1, 2, \/g) ticgeninin C = %(1 +2+ \/g) = %(3 + \/g) = gcl)2 cevresiyle Khufu’nun odasin-

daki m bulunmaktadir ki bu © degeri piramittekinden daha iyidir) ama bunlar i¢inde en kolay olani

(1, 1, J2 ) dik tiggenidir. Ciinkii bu dik liggen bir kenar uzunlugu 1 br olan bir karenin bir kdsegeni boyun-
ca 2’ye boliinmesiyle derhal elde edilir. O halde baslangi¢ degerleri n =10 igin

(38) by =F =1=F, =b;
olarak alinabilir. Bu durumda (33)’ten
b2, =F ,+F_ =F,bl=F  +F =F,_,
oldugundan n =10 i¢in
(39) cy(=b5 =F,)=55.c,, (=b}, =F,)=89
degerleri bulunur ki (31)’den
iy = ¢y, =F, F, =55%x89 =4895 = c,, = /4895
ve (32)’den

C; +0120 :c121 30120 :(:121 _Cg :F121 _F120 :(Fn _FIO)(Fll +F10)(:F9F12)

=(89-55)(89+55)=34x144(=4896) = c,, = 1234
olur ve genelde de m=1,2,...,20 i¢in

(40) ¢,y = F,F

m- 21-m

yaklagimlar1 s6z konusu olur.
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Bu yaklasimlara gore tablo asagiya ¢ikarilmistir:

FmF217m \Y FmF217m

m
1 6765 82.249620059912738785...
2 4181 64.660652641308841030...
3 5168 71.888803022445713830...
4 4791 69.217049922688846130...
5 4935 70.249555158733923473...
6 4880 69.856996786291922585...
7 4901 70.007142492748552406...
8 4893 69.949982130090640932...
9 4896 69.971422738143605650...
10 4895 69.964276598847214837...

Sonugta bu yaklasimlardan da goriilecegi tizere
(41) c,, =70

yaklasimi gegerli olur ve Biiylik piramitteki

Aqq 2a, Asa

H,  a=220RC  Ds

dik tiggenin kenar uzunluklar
(42) a, =4c, =220RC,a, =4x 70(; 4010) =280RC, a, =4c,, =356RC

olarak elde edilir. Simdi bu sonugla birlikte (25)’ten (26)’ya nasil gecildigi ¢ok acik bir sekilde goriilmek-
tedir.

18
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Eski Misirlilarin piramitlerin insaatlarinda kullandiklar1 egim i¢in Seked Teorisi yukaridaki ca-

lismadan baska bir sekilde matematiksel olarak aciklanamamistir. Ciinkii

L surekli kesirler kullanilma-

dan tam (rasyonel) sayilar dizisiyle elde edilemez. Ancak Fibonacci, Tribonacci, Tetranacci ve m. merte-
beden Fibonacci dizileri generating function ile tam katsayili sonsuz bir serinin katsayilar1 olarak iireti-

lebilirler. Benzer ama daha karmasik sekilde NE) sayisina da tam katsayili sonsuz serilerin katsayilarinin

oranlariyla rasyonel yaklagimlarda bulunabilinir. Bunun i¢in

26. MatriX’te Arsimet’in Kesfi ve : Arsimet'in 3’lin Karekokiine Rasyonel Yaklasimlar
icin Modern Bir Yaklasim (http://dpamuktulum.tripod.com/archives/26/15012003.htm), Mathquake,

15.01.2003

calismasindaki NE) i¢in

2.1. iki Ozel Serinin Katsayilarinin Oranlari ile NE) icin Rasyonel Yaklasimlar

Tanim: |X|<\/2—\/§ icin
0! 2\/_X \/_X

n 3 2-2x +x*

Tan X —2x

Ms

|><
\.»—t
m

serilerinin katsayilar1 i¢in

oldugunu gostermistim.

Sonugta (25)’te limit alma islemi gecersek,

a
2na, =42a = n=4Lim—" = —

n—o an \/5

nedeniyle

4

Jo

olarak bulunur ki, bu sonu¢ ancak Altin Piramit’te ortaya ¢ikar.

(43) s

1

1586’da Alman matematik¢i Ludolph van Ceulen “Daire-Cap Iliskileri” iizerine yaptig1 bir ¢alismada 1

i¢cin

(44) m=+/320-8
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degerini bulmugtur ki, bu sonug (43) ile aynidir. Ludolph van Ceulen bu degere ulagsmak icin ispatta dai-
renin ¢evresini karenin ¢evresine esit almigtir!

Yine daire-¢ap iliskisi lizerine ¢alisma yapan Fransiz matematikg¢isi Vieta da 1593’te & igin

(45) m="5%

18+\/K(: ¢j

degerini bulmustur. Vieta da Ceulen gibi dairenin ¢evresini karenin gevresine esit almistir. Bu degerin de
firavun Khufu’nun odasinda oldugu soylenir!

Yapilan arasgtirmalardan goriilityor ki, bir dairede “Daire-Cap liskileri” iizerinde ilk medeniyetlerden
bugiine kadar bir¢cok ¢alismalarda bulunanlar olmustur. Bu ¢alismalar devamli olumlu yone dogru gelis-
me gostermistir!

Son olarak bu sonucu asagidaki giizel Bas ile kapatalim.

Pi ve Altin Oran Arasindaki iliski I¢in Giizel Bir Bas: Asagidaki Bas’ta (Sézsiiz Kamt) d,,d,,...,d,

Hemon dizisinin elemanlar1 olmak lizere

(46) CDaire = CDEFGKaresi

iliskisinden (43)’lin bulunmasi son derece kolaydir ve genelde ayni iliski

(47) nd, =4d,_,

n

icin de gecerlidir. Ciinkii herbir dik liggenin kenar uzunluklari i¢in

(48) (d, 5.d, .d,)=/" (dy.d,.d,) (\f fnz[nl)

sirali tigliileri mevcuttur.
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Sonuclar:

o d , .
1. Dairenin yari¢ap uzunlugu r = 7“ olmak {izere a i¢in

(49) Jdr <a< d02+r

cifte esitsizligi vardir. Buna gore

(50) \/g <Tan™'J§ < ¢‘:\7$2

elde edilir ve (50)’de
1
51) Tan"'\/¢ =2Tan"' —
= o

0zdesligi kullanilirsa

1[0 pan L0742
(52) 2\/;<Tan d4< 8\/$
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bulunur ki, dairenin ¢ap:r d, i¢in asagidaki dik tiggen s6z konusu olur (ki bu dik ticgenin M kdsesi daire-
nin merkezi olarak gdzoniine alinabilir):

d42

[ 26/

e

2. m i¢in diger metotlar da kullanilirsa son derece dikkat ¢ceken su yaklagimlar verilebilinir:

(53) m<64Tan = < N2 g (00 g 4

>

Ciinkii bu yaklagimlarin ondalik ag¢ilimlarina bakilirsa, birbirine olduke¢a yaklagik olduklart goriiliir:

64Tan6—7z1 =3.1441183852459042627...

4+¢\/§

2

=3.1441228056353685952...

10 @ —7=3.1443852136822275010...

4. 3.1446055110296931442...

7o

A
Sonuc¢ 7 (Pi ve altin oran arasindaki iliskinin altin piramitteki i¢ acilarla bulunmasi): OD _H_ dik
licgeninde

a_ M a .
Cota, =1~ —"=Sina,
a, a

n n+l

yaklasimi gegerli oldugundan o, =a,f, =P icin
(54) Cota = Sina. < Tanf = Cosf

olur. Bu yaklasim Herodot’ un verdigi bilgi disinda Biiylik piramitin egimi, yani sekedi hakkinda da bilgi
vermektedir.
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Su halde n sonsuz i¢in yani ’te a ve P acilar igin

-1

§=a+B=Tan‘l\/$+Tan‘lﬁ=2Tan"lﬁ+Tan ﬁ

nedeniyle

i 1 1
(55) —=Tan'——+2Tan' —
2 Jo oo
0zdesligi gegerli olur. Bu 6zdeslik 1996°da Wetherfield tarafindan

T 41 o1
—=2Tan" —+Tan —=
2 2 202
seklinde verilen 6zdeslige cok benzemektedir.
Simdi (55)’te ters tanjant i¢in Gregory’nin serisini kullanirsak,
(-1)"] 1 2

1 4 1 3
— = 2n+l + 2n+l
F | B (o)
0 _1 n X
= L ( ) ( : + : ]: Lz ! |:(2F3n+1 _Fn)¢_(2F3n+2 _Fn“)}

0= n+1 d)_n ¢3n+1

I

2
Jo

[\

i¢cin

yine ayni sonug yani (43) elde edilir.
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M. Mertebeden Hemon Dizisi

Baslangig degerleri a],a’,...,a’ | reel sayilar igin

NgE

(56) Hn(aé,af,.. a’ )=

% m-1

2 .2 2
H, (ao,al I | )

% m-1

,
0

dizisine “m. mertebeden Hemon dizisi” denir. Daha agik bir sekilde, bu dizi k=0,1,...m i¢in

m-1

H (a(z),alz,...,a2 ) =a’_, oldugundan

(57) a2=Ya,

=~
1l
—_

seklindedir ve bu dizi m. mertebeden genellestirilmis Fibonacci dizisinin 6zel bir hali oldugundan, m.
mertebeden genellestirilmis Fibonacci dizisinde gegerli olan biitiin 6zellikler m. mertebeden Hemon dizi-
sinde de gecerli olur.

Su halde (56) dizisinin ardisik iki terimi i¢in

2 .2 2
H, (ao,a1 ,...,amfl)

(58) anl(aé,af,...,az ) 7x

m-1

olacak sekilde dyle bir x_ =x pozitif reel sayis1 vardir ki,

Xn — z Xn—k

k=1

karakteristik denklemin her iki yan1 x™ " ile ¢arpilirsa

(59) x" = me’k

k

m

halini alir ve bu denklem de kisaca
(60) x™!—2x"+1=0
seklinde yazilabilir. Bu denklemin her m pozitif tam sayis1 i¢in yalanc1 x =1 kokii hari¢ 1<x <2 olacak

sekilde daima pozitif bir reel kokii vardir. Buna gore (60) denkleminin x_,, =1 kokii hari¢ (56) nin genel
¢Ozim formiili n=0,1,...,m—1 i¢in

(61) H, (a,a7,22,) = 3 byxt”
k=1

denklem sistemindeki b,,b,,...,b, katsayilar1 bulunarak ayni1 denklemde yerine konmasiyla elde edilir.
24
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Burada (59) denkleminden m =1,2,3,4 i¢in pozitif reel kokler

x, =1

_1+\/§

X, 5

1+319-333 +319+3433
3

3

11+4i/—65+32\/1689 _4§/65+32\/1689

(62) 4x,-1= +
v 3
22_4i/—65+3\/1689 +4i/65+3\/1689

2 2, 26

3
11+4i/—65+3\/1689 _4i/65+3\/1689
2 2
3

olarak bulunur. Bu degerlerin tam olarak bilinmesi (58)’deki limit i¢in son derece dnemlidir.

Ote yandan diger m’ler igin (59) denkleminin cebirsel ¢dziimii mevcut degildir, dolayisiyla koklerin yak-
lasim metotlarindan biriyle bulunmasi gerekir. O halde bu koklerden bazilarinin ondalik agilimlarini asa-
g1da bir tablo halinde verebiliriz:

m X

1 1

2 1.618033988749894848...
3 1.8392867552141611325...
4 1.9275619754829253042...
5 1.9659482366454853371...
6 1.9835828434243263303...
7 1.9919641966050350211...
8 1.9960311797354145898...
9 1.9980294702622866986...
10 1.9990186327101011386...
11 1.9995104019782854914...
12 1.9997555009373175367...

L=
(98]

1.9998778327115455400...
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Indirgeme Formiilii: Baslangig degerleri F,,F,...,F_, Fibonacci sayilariyla

9 T m-1

(63) H,(F,.F....F,)=F,=0,H,(F.E,...F,)=F =1..,H __ (K.FE,...F,_,)=F

12+ m-1 >t m-1
Ve
(64) H,(H,.H,,...H, )=H,=ay,H, (H,H,,...H, ,)=H, =a],..,H_ (H,H,..H,_)=H _ =a;

icin (56)’ya gore

(65) H, (F,.E,...F,,)=>_H,, (F.E,..,F, )

k=1

ve

M=

(66) H, (H,,H,,...,H,)=> H,_, (H.H,...H, )

x
0

H (aé,af,.. a’ )’nin a;,a,,..,a’  'nin bir lineer kombinezonu olarak yazilabilmesine “Indirgeme

*2 “m-1

Formiilii (Bagintis1)” denir. O halde bu indirgeme formiilii

m-1
(67) al=> c.a;

k=0

formunda olmak tizere katsayilar asagidaki tablo yardimiyla son derece kolay bir sekilde bulunur. Bu tab-

loda k=0,1,...,m—1 igin Hn—(m—1+k) ’lar (65)’ten elde edilen elemanlardir.

azm—l a12n—2 ai alz a(z)

Hn—(m—l) 1 1 1 1 1
o) 1 1 I 1 0
i) 1 1 I 0 0
Hn—(m—1+m—l) 1 0 O 0 0

Bu tablodan k =0,1,....m—1 i¢in ¢, katsayisi an( ’lar ile ai "nin bulundugu siitunlardaki elemanla-

m—l+k)

rin karsilikli carpimlarinin toplami oldugundan
k
(68) C = ZHH*(H]*I‘Fi)
i=0

elde edilir ve bu formiilden kolaylikla su iki sonug elde edilir:
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oldugundan

ve

oldugundan

bulunur.

BOLUM 1:

Col = H —(m-1+i) = ZHn—m+2—i Hn—m+2
i=0 i=1
(69) Cm 1 = Hn—m+2
k k-1
C = an—(m—Hi) = Hn—(m—1+i) + Hn—(m—1+k) =Ct Hn—m—k+1
i=0 i=0

(70) ¢, —c,, =H

n—-m—k+1

(65) dizisine m =2 i¢in “Fibonacci dizisi”, m =3 i¢in “Tribonacci dizisi”, m =4 i¢in “Tetra-
nacci dizisi” ve genel olarak m i¢in olanina da “m. mertebeden Fibonacci dizisi” denir.
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“Arsimet’in Metodu” olarak da bilinen Argimet'in “Daire Cevresi Ol¢mesi”ndeki 6nermeleri asagidadr:

Onerme 1: Dairenin alani, dik {iggenin alanma esittir ki, bu dik licgenin dik kenarlarindan biri dairenin
yaricapina ve digeri de ¢evresine esittir.

Onerme 2: Dairenin alanmin karenin alanina orani ki, karenin dairenin ¢apina esit kenariyla 11:14’e yak-
lasiktir (ki bu tabii ki “z, 22/7 kesrine yaklasiktir” demektir).

Onerme 3: Dairenin ¢evresi ¢apinin 3%’inden biiylik ama 3%[2 3%) ’sinden kiigiiktiir. Arsimet bu

esitsizlikleri birim ¢apli daire lizerinde diizgiin 96 kenarli kirisler ¢okgeni ve tegetler cokgeninin gevresini
yaklagik olarak hesaplayarak elde etti!

. . . : . 10
Arsimet’in bu 6nermedeki acik ifadesi sdyledir: “Herhangi bir dairenin ¢evresinin ¢capina orant 3ﬁ 'in-

den biiyiik ama 3% 'sinden kiigtiktiir”’

Onerme 2’nin EKleri:

1) Dairenin ¢evresinin karenin ¢evresine orant ki, karenin dairenin ¢apina esit kenariyla 11:14’e yak-
lagiktir.

2) Dik dairesel koninin hacminin piramitin hacmine oran ki, yiikseklikleri ayni olan koni ve pirami-
tin tabanlarinda karenin dairenin ¢apina esit kenariyla 11:14’e yaklasiktir.

Tabii ki bu son iki 6nermede de “z, 22/7 kesrine yaklasiktir” sonucu gegerli olmaktadir.
Onerme 3’iin kanitin1 “Daire Cevresi Olcmesi, Onerme 3: Tiirk-Yunan Dostlugu 2002 icin Yeni

Bir Versiyon, 1. Albiim: Arsimet’in Metodu MV-Tiirk-Yunan Metodu Ver. 1.0, The Mathqguake,
31.08.2002” galigmasinda gostermigtim.

Ote yandan bu 3 énermenin kamitlar1 “Thomas L. Heath: Archimedes' On The Measurement Of The Circ-
le, Cambridge University Press, 1897 kaynaginda verilmektedir. Bu kaynagin 93. sayfasinda Onerme 2
icin su bilgi verilir:

Proposition 2. The area of a circle is to the square on its diameter as 11 to 14.

[The text of this proposition is not satisfactory, and Archimedes cannot have placed it before Proposition
3, as the approximation depends upon the result of that proposition.]

Burada dikkat edilirse Onerme 2 Onerme 3’ten once verilmeliydi. Ciinkii 6nermelerin verilis sekline
gore Onerme 2 Onerme 3’ten sonra verilmeliydi; Onerme 2’nin i¢indeki bilgi buna hiikmediyor yani.
Zaten Onerme 2’nin hemen altindaki Heat’in agiklamasi da bunu agike¢a dile getirmektedir!

Iste 2002 Agustos’unda hicbir agiklama getiremedigim bu celiski “Daire Cevresi Olcmesi, Onerme 3:
Tiirk-Yunan Dostlugu 2002 icin Yeni Bir Versiyon, 1. Albiim: Arsimet’in Metodu MV-Tiirk-Yunan Metodu
Ver. 1.0, The Mathquake, 31.08.2002” ¢alismasin1 yaparken dikkatimi ¢ekmisti. Hatta “Pi Kronolojisi’ne
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BOLUM 1:

Giren Ilk ve Tek Tiirk Matematik¢i Guyasiiddin Cemgsid Mesut El-Kagi’yi Calismasinin 579. yildonii-
miinde Anwyoruz, 13 Temmuz 2003 01:48” calismasinda bu yonde siiphelerim oldugunu bildirmistim.
Son olarak Erich von Diniken’in sitesinin girisinde yer alan “Erich von Diiniken on Expedition (Khufu
Pyramid, Giza, Egypt)” bashgmin istiindeki resmine bakarken bu celigki tekrar kafamda canlandi ve
Biiyiik piramitteki Pi Gizemi’nin Arsimet’in “Daire Cevresi Ol¢mesi”ndeki Onerme 1&2’yi kullanarak
aciklanabildigini 8 Temmuz 2004, 13:00°da gordiim ve o giinden beri orijinal metodu yani Hemon’un
Metodu’nu aramaya bagladim. Ancak bu konudaki ger¢ekler ne olursa olsun Arsimet'in kendi zamanina
kadar gelen bu ve benzeri ¢alismalar toplayarak, ¢alismasinda sistematik olarak inceledigi gergegini de
unutmamak gerekir. Bu nokta da Argimet amcaya destegim tamdir, ama biiyiik bir birikimi de kasith veya
kasitsiz olarak bir kigiye mal etmek en basta insanliga sigmaz!

Su halde Onerme 1, Onerme 2 ve eklerinde gecen 11:14 kesrini dogru kabul edip Biiyiik piramitteki Pi
Gizemi’ni tam olarak agiklayabiliriz. Ancak burada dikkat edilmesi gereken bir nokta vardir: Biiytik pi-

ramitin yapiminda kullanilan 7= % degeri asagida her elde edilisinde farkli bir numaraya tabii tutula-

caktir. Ciinkii asagidaki her ispat toplu olarak bir biitlin i¢inde degerlendirilebilecegi gibi, ayr1 ayri olarak
da degerlendirilebilir. Ayn1 sey sonuglar i¢in de gegerlidir.

1) Alan Hesabiyla: Sekil 2’ye gore Keops piramitin taban1 olan A,;A,A;A,, karesinin kdselerinden bir
daire (kirmizi renkli daire) gectigi diisliniiliirse, Arsimet'in Metodu’na gore kirisler dortgeni olan
A, A ,A;A,, karesi ile kirmizi renkli dairenin ve ondan ¢ok daha yakin olan mavi renkli dairenin gevre-

leri ve tegetler dortgeni olan A, A, A,;A,, karesi ile mavi renkli dairenin alanlari birbirine yakin olur.

Su halde Onerme 1’e gore mavi renkli dairenin alami, bir dik {icgenin alanma esittir ki, bu dik iicgenin
dik kenarlarindan biri dairenin a, br yarigapina ve digeri de A A ,A ;A,, karesinin ¢evresi 4x2a, br’ye

esit oldugundan
_4a,  4x220 22

(71) CMaviRenkliDaire = CA11A12A13A14 Karesi — 27'532 =4x 2al = n= = -
a, 280 7

nedeniyle

22
72 > —
(2) n=Z

bulunur. Bu sonug, bize & sayisi icin kare kullanilarak ¢evre hesabiyla Arsimet'in metodunun degisik
bir versiyonunu gostermektedir. Fakat (71) ile elde edilen (72)’deki sonuca bakilirsa, bu yeni yaklagim
metodunun Argimet’in metodundan ¢ok daha iyi oldugu goriilmektedir. Ciinkii Arsimet’in metoduyla
ayni sonuca ulasabilmek i¢in mavi renkli daireye ait diizgiin 96 kenarl tegetler cokgeniyle yaklasmak
gerekir. Ancak mimarli§inin yaninda ayni zamanda bir matematik dehasi olan Hemon bunun yerine kendi
metoduyla ayni sonuca daha ¢abuk ulasmaktadir!

Su halde bu sonugla Onerme 1’¢ gore

(T) a2 X CA]1A12A13A14 Karesi __ 4a

a2 x CMaviRenk]iDairc
= ADik Uggen = 2 2

MaviRenkli Daire

A

19
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BOLUM 1:

oldugundan
(73) AMaviRenkliDaire = 48’18'2
elde edilir. Buradan Onerme 2’ye gore

A

~

) daa, _a, 220 11

(2a,) a, 280 14

MaviRenkli Daire (

1N

Ay AyAyA,, Karesi
1¢1Nn

A aviRenkliDai 11
74 MaviRenkli Daire ~
(74) 14

Ay Ay Ay Ay, Karesi
sonucu elde edilir.

iste Arsimet’in Onerme 2’si de bu gercegi dile getirmektedir. Simdi burada “Arsimet acaba Onerme 3 i
kamtladiktan sonra mi bu sonucu Onerme 2’de kullandi, yoksa ampirik (deneysel) yolla elde edilmesi
olduk¢a zor olan bu sonucu daha énceden mi biliyordu? Ornegin Keops piramitinden” sorusunu diisiin-
menin tam zamanidir. Ciinkii bu konuda Onerme 3’{in son kamtmi verdigimden beri baz1 kuskularim
vard1 ve bu ¢alismayla artik bu kugkulara son vermek istiyorum. Eger bu kanitin derin bir sekilde analizi-
ni yaparsaniz neden bazi kugkulara sahip oldugumu rahatlikla gorebilirsiniz!

Sonugta (74)’ten kolaylikla

E — AMaVi Renkli Daire ~ H
4 AA21A22A23A24 Karesi 14
nedeniyle
22
(75) n=—=
7

yine ayni sonu¢ bulunur.

Alternatif Coziim: Ikinci ¢dziim i¢in dairenin alan formiiliinden yararlanirsak,

(73) 4a 4X 220 22
Ay oo ~4aa =>mal=4aa, >N —L= =
MaviRenkli Daire = 192 2 ™2 a, 280 7

nedeniyle su yaklasim elde edilir:
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Sonuc 8: Genel olarak

(77) CDalre O,a, = CA L= 2Tcan = 4X 2an71 =

Ao Ano1pA(nos Karesi

4 (19 4
= —a“*l = 1=4Lim o T 2

an n—»o0 an N \/$

nedeniyle

bulunur. O halde bu sonugla Onerme 1’¢ gére

X .
a, x CDaire(O,an) (77)a, (;A(n?l)lA(H)ZA(IFI)}A(H)4 Karesi

Daire(O,an) = ADikﬁggen = 2 = 2 = an—lan
oldugundan
(79) ADalre(O a,) = 4an—lan
elde edilir. Buradan da Onerme 2’ye gore
ADaire(O,a") (79) 4an—lan a, ADaire(O,a“) ~pa Qg (9 1
= > = = Lim =Lim =—
AAHIAHZAHSAMKaresi (Zan) a, no® AA ApA A, Karesi "% o

i¢in

ADalre(O a,)
80) Li ~—
( ) nl)rol;l A 1ALLA A, 4 Karesi \/_

sonucu elde edilir.
Sonugta (80)’den kolaylikla

T ADaire(O a,)
—=Lim

4 n—e AA 1ALLA A, Karesi V(I)

~

nedeniyle

yine ayni sonug¢ bulunur.
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Alternatif Céziim: Ikinci ¢6ziim i¢in dairenin alan formiiliinden yararlanirsak,

(79) 4 (19) 4
Api(oa,) =42, 8, = ma, =4da_a, >N Ny T r =R
o a, now . \/5
nedeniyle
4
(82) ns—
Jo
bulunur.

2) Cevre Hesabiyla: Aymi hesabi gevreler igin de yaparsak Onerme 2’nin 1. ekine gore

CMaViRenkliDaire (ll) CA“AleBAMKaresi _ al _ 220 _ 11

CAZIAZZABAZAKaresi CA2]A22A23A24Karesi a, 280 14

oldugundan

CMaviRenkliDaire 1 1
83 ~—
( ) 14

Ay AyAyA,, Karesi

elde edilir ki, bu sefer Arsimer'in Onerme 2’sini gevre hesabiyla bulduk. Yine buradan kolaylikla

CMaVi RenkliDaire 1 1

T
4 CA21A22A23A24 Karesi 14
i¢in

22
84) =2
(34) n=2

bulunur.
Cevre hesabiyla Alternatif Coziim (71)&(72)’de gosterilmistir.

Sonug¢ 9: Genel olarak

CDail'C(O,an ) (7~7) CA(!I*I)IA(n—l)ZA(nfl)SA(nfl)A Karesi a4

CAH]AHZAMAMKaresi CAn,A,,ZAn3An4Karesi a,

oldugundan
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(85) CDaire(O,a“) _a,

AL A LA A, 4 Karesi a,

elde edilir ki yine Arsimer'in Onerme 2’sini ¢evre hesabiyla bulmus oluruz. Yine buradan kolaylikla

T CDaire(O,a ) a ., a, (19) 4
i =l o 4L im 2 = ——=
4 CAnlAnzAn3An4Karesi a, n—o d, \/$
i¢in
4
(86) n=—
Jo
bulunur.

Genel olarak ¢evre hesabiyla Alternatif Coziim (77)&(78)’de gosterilmistir.

3) Hacim Hesabiyla: Yarim bir kiirenin i¢ine tam oturtulmus dik dairesel bir koni gézoniine alinirsa,
koninin hacmi yarim kiirenin hacminin yarisi, dolayisiyla (tam) kiirenin hacminin 4’te 1’1 olur. Arsimet
de ayni diisiinceyle dik bir silindir i¢gine tam oturtulmus kiireyi gdzoniine alarak kiirenin hacminin silindi-

rin hacminin 3'te 2'si oldugu diisiincesiyle kiirenin hacmini hesaplamaisti.

Simdi benzer ama biraz daha karmasik bir iliskiyi Onerme 2’nin 2. eki i¢in gdsterelim.

Koni(T,,0,a,) konisi (tepe noktas1 T, ve tabam Daire(O,a,) dairesi) ile T,A, A,,A,;A,, piramitinin

(tepe noktas:t T, ve tabant A, A,,A,,A,, karesi) ylikseklikleri ayni oldugundan hacimlerinin orani alanla-

rinin oranina esittir. Buna gore

Koni(Tn ,O,az) ADaire(O,az) (7~4) l l

" 14

HTnA21A22A23A24 Piramiti AA21A22A23A24 Karesi

nedeniyle
H oni a 11
(87) Konil, Oa) o~ 22
T, A1 A AyzA,, Piramiti 14
elde edilir ve sonucta
E _ HKoni(Tn ,0,a,) ~ E
4 H 14

T, Ay ApAyA,, Piramiti

oldugundan
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bulunur.

Ayni iliski T,A|A,A ;A , piramiti ile Koni(T,,0,a, ) konisinin hacimleri i¢in de gegerlidir:

2
HTnA”AleHAMPiramiti _ AA”AIZABAMKaresi (E) (231) _ a’l _ 220 _ 11

~ 4aa, a, 280 14

Koni(T,,0,a,) ADaire(O,az)

nedeniyle

(89) HTnA”AleBAMPiramiti ~ 11

14

Koni(T,,0,a,)
Dolayisiyla bu iligskiden & i¢in yine ayni sonug elde edilir.

Sonug 10: Genel olarak Koni(T,,0,a, ) konisiile T A ;A ,A ;A , piramitinin yiikseklikleri ayni oldu-

gundan hacimlerinin oran1 alanlarinin oranina esittir. Buna gore

HKoni(Tm,O,an) ADaire(O,an) (79) 4an,1an A

~

= 2
HTmAnlAnzAnaAn4 Piramiti AAnlAnzAnzAM Karesi (2an ) an

nedeniyle

(90) HKoni(Tm ,O,an) ~ an—l

ToAL AL A A, 4 Piramiti n
elde edilir ve sonugta
YL HKoni(Tm,O,a") a, T a9
—= = = —=Limm ==
4 Hi s aoaa,piemic s 4 now a, ¢
oldugundan
4
(91) T —
o
bulunur.
Ote yandan ayni iliski T Ay A pApAp Piramiti ile Koni(T,,0,a, ) konisinin hacimleri igin

de gecerlidir:
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2
HTmA(n—l)lA(n—l)ZA(n—])3A(n—l)4 Piramiti _ AA(n—l)]A(n—])ZA(nfl)3A(n—1)4 Karesi (7:)) (2an—l) _a

n-1
HKoni(Tm,O,an) ADaire(O,a“) 4an—lan a,
nedeniyle
HTmA(u—l)IA(n—l)ZA(n71)3A(n—1)4 Piramiti a .
(92) =~
Koni(T,,,0.a,) an
elde edilir ve sonugta
* H
i a4 _ T A Ao An-1pA(no Piramiti ~ a, ., — E ~ Lim a (?) 1
T a, HKoni(Tm ,0.a,) a, 4 noe o a, \/5
oldugundan
4
(93) T ﬁ
bulunur.
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Bu boliimde de 2. mertebeden Hemon dizisindeki 6zelliklerle piramitlerin alan ve hacimleri arasindaki
iligkileri sonuglar halinde verelim. Bu iligkileri incelerken tarih¢i Herodot tarafindan verilen yaklagimi da
kullanacagiz.

Asagidaki sonuclarda gecen TA: Piramitin Taban Alani, YA: Piramitin Yanal Alani, BA: Pirami-
tin Biitiin Alan1 ve H: Piramitin Hacmi demektir.

Sonug 11: TnflA(n—l)lA(n—l)zA A(]H)4 piramitinin taban alani (2211171 )2 oldugundan

(n—1)3

n

TATkAklAkZAUA“Piramiti = Z(zak )2 = 4231% = 42 H, = 4(Hn+2 - Hz) = (2an+2 )2 - (232 )2
k=1 k=1 k=1

TA,

2B (ns2) A ns2)2A (ni2)3A(ns2)4 Piramiti

k=1

-TA

T,A» A5 A A, Piramiti

esitliklerinden

( ) : ‘, T Ay ApA A, Piramiti — T“JrzA(mz)I A(n+2)ZA(n+2)3A(n+Z)4 Piramiti T,Ay Ay Ayz Ay, Piramiti
k=1

elde edilir.

Sonuc¢ 12:

n n

n n
Z TATZHA(ZH)IA(ZH)ZA(Zk,mA(Zk,MPiramiti = Z(zaZk—l )2 = 42 agk—l = 42 H, = 4(H2n - Ho) = (2a2n )2 - (230 )2
k=1 k=1

k=1 k=1

=TA

TyuA2m)1A 222 (2m)3A (204 Piramiti TyAg1ApAgsAg, Piramiti

oldugundan

(95) >’ 1A =TA

o ToaiAipAkpA kA k-4 Piramiti T2nA(20)1A20)2A (20)3A (204 Piramiti ToAg1AgAg3Ag4 Piramiti
=1

elde edilir.

Sonuc 13:

n

n n n
ZTATZkA(Zk)IA(Zk)zA(Zk)3A(2k)4Piramiti = Z(Zazk )2 = 4Za§k =4) H, = 4(H2n+l —-H, ) = (232n+1 )2 - (231 )2
k=1 k=1

k=1 k=1

TonnA@nmiA@ni)2A2n1)3A (20414 Piramiti TiA| A1 A3A 4 Piramiti

oldugundan

(96) > TA

k=1

TokA 1A 2K)2A 26038 (214 Piramiti. Toni1iAns)1A2n1)2A (2041)3A (20414 Piramiti TiA| A pA3A 4 Piramiti

elde edilir.
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Sonuc 14:

ZTAszAklAkZAMAMPiramiu Z 2ak _16Zak _16ZH _16(H H, 1_H0H1)
) k=1 o

=(2a,)" (2a,.,) = (22,)"(22,)

=TA,;

WALA LA A, Piramiti Tn+lA(n+l)1A(n+l)2A(n+l)3A(n+l)4 Piramiti ToAg1AgAg3Agy Piramiti T A A A3A , Piramiti

oldugundan

2
(97) Z TA TeAwiAioArs Ay, Piramiti TATnAnIAnZAHEAn4 PiramitiTATn+1A(n+1)1A(n+1)2A(n+1)3A(n+1)4 Piramiti
k=1

-TA

ToAgAgpAgAg PiramitiTATlA] 1A A A, Piramiti
elde edilir.
M.O. 450 civarinda Herodot, “Keops piramitinin her bir yanal yiiziiniin alani ile yiiksekligi tizerindeki

karenin alani aymidir” (bkz. “Tarih”, S. 143, Keops-Piramitler, 124. “beher (yanal) yiizii 800 yiiz Pleth-
ron boyundadir, kare bi¢cimindedir, yiiksekligi de aynidir”’) sdziiyle

ar, Tn-CL

Renayz
0a; 2ag
Rinaya 2aga Rinays

sekildeki mor renkli ikizkenar tiggeninin alani ile kirmizi renkli karenin alaninin ayni sdylemistir; daha
dogrusu yaklasiktir.

Simdi bu yaklasimdan hareketle piramitleri alan ve hacimleri arasindaki iliskileri inceleyelim.

Sonuc 15:
(3)
YA, A (A oA (s e Piramiti = 4a, a,, = (2a ) =TAr \ A A, Piramit
nedeniyle su yaklasim gegerli olur:
(98) YATH_IA(M)lA(H,I)ZA(H)SA(I,,IMPiramiti = TATnAnlAnZAMAMPiramm-

Sonug 16:

(3) 2 (4)

2 2
BA, Ay A 1A (1A gy Piramiti (2an—l) +4a, 8,2 (23 ) + (2an) = (2an+1) = TATMA(M)IA(nH)ZA{MBA(m]MPiramiti

n

nedeniyle
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elde edilir.

Sonuc¢ 17:

nedeniyle

elde edilir.

BOLUM 1:

( ) TortA iy Anotp A (no1)3A (no1)s Piramiti = Tt A 1A ns)2Ame1)3A (n41)4 Piramiti

n

4, 04,

H . ..=—a“ a ~—a“a =H N
TnflA(n—l)lA(n—])ZA(n—l)SA(n—1)4Plramltl 3 n—-1%n = 3 n“n-2 T, 3A 1A LA A, 4 Piramiti

( ) ToctA oy Aot A norp Aoy Piramiti = 55T, AL AL A5 A, g Piramiti
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Ahmes Papiriisi’ndeki 7’nin Sirri

T — =y En eski matematiksel metinlerden biri olan Rhind Papirii-
rﬁﬁﬁ, 11.’1 }_;_@j—ﬁ:ﬁ:i;;fiﬁ;ﬁ" sii’'ne (ki Rhind Papiriisii’nlin adi, 1858’de Luksor’da bu
31”-"" _%ﬁwhé}l dokiimani satin alan Misir dil bilimcisi iskogyali hukukgu ve
TSR T TR antikact koleksiyoner Alexander Henry Rhind (1833-
%5' ’:"‘_ﬁ . :F”':_ 1863)’in adindan gelmektedir), M.O. 1650 civarinda katip

T

BT e fi@"‘_ﬁm"“ Al Ahmes (M.O. 1680- 1620) 85 matematiksel problemi kopya
AL EA L AR L Thg AT A et B etti. Yandaki yesil banth bolimde dairesel bir tarlanin alanini

-

'-""ah*"‘lr_.-{ & ‘]1’ = . . . . . . .
A |L1.| e acik bir sekilde ifade etmeksizin bir kural verir.

EET o e A R e e '-
] ¥ e PR O . 48. problemin metni su sekildedir:

Misir dilinin hiyeratik formunda yazilan bu problemin ¢evirisi sdyledir: “Capin 1/9 'unu gétiir (yani ¢ap-
tan 1/9 unu ¢ikart.) ve kalanin karesini al”.

Modern notasyonla bu islem asagidaki sonucu verir (A: Tarlanin alani, d: Tarlanin ¢api):

(101) Ay =(d—§j2 :(%j :@ a

2
Burada tarlanin alani i¢in A = n(%) formiilii kullanilirsa,

(102) m= [;)4 =3.1(6049382...)

sonucu elde edilir ki, bu dogruluk o zamanlar i¢in oldukca sasirticidir ve ayni dairenin alan formiili,
Moskova papiriisiiniiniin 10. probleminde uygulamali olarak tekrar karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ise agikca
Biiyiik Piramit’ten sonra Rhind Papiriisii ve Moskova Papiriisii’'nde & i¢in verilen rasyonel yaklagikliklar
nedeniyle Eski Misir Matematiginin tartigma gotiirmez parlak bir basarisidir.

Burada sorulmas1 gereken soru sudur: “Eski Miswrlilar bu formiilii nasil bulmuglardi?”” Dolayisiyla Eski
Misirlilar’in bu 7 degerini (ki M.O. 2550 civarinda Biiyiik Piramit’te 2 farkli © degeri daha verilmistir)
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nasil bir yoldan bulmus olduklaridir. Cilinkii bu derecedeki yaklasik bir deger mutlaka biiyiik bir ¢aligsma-
nin Uriini olsa gerek.

Simdi bu problemin ¢6ziimii i¢in de aynt metodu kullanalim.

Metot ( ): Bu metoda gore
a, =e. alnirsa, (4)’ten

(103) ei—l + efl = eiﬂ
yine bir Hemon dizisi s6zkonusu olur ve Seked Teoremi’ne goére Oyle bir m dogal sayis1 vardir ki,
€, =8 ve e, =9 i¢in e, ,, =+104 olarak alinabilir ve genel olarak sifirdan farkli herhangi bir k reel

m+l =

sayst iin (ke ,,ke, ke, ) genel yaklasimi gdzoniine alinabilir.

m-1°

1) Alan Hesabiyla: Onerme 1’e gore dairenin alam &yle bir dik iicgenin alanina esittir ki, bu dik {iggenin
dik kenarlarindan biri dairenin €., br yarigapina ve digeri de gevresine yakin olan ABCD karesinin gevre-

si 4x2e’ | br’ye esit oldugundan

2
(104) CDaire = CABCDKaresi = 27[6; = 4 x 261—1 = n= [2%1 j
[

m

nedeniyle

(105) 7= (%] :@

bulunur. O halde bu sonugla Onerme 1’¢ gére

2 2
— em X CDaire (124) em X CABCDKaresi _

2
ADaire = ADik Uggen — 2 7 - (2emflem)

oldugundan

(106) Apue =(2¢,¢,.)

Daire

elde edilir. Buradan Onerme 2’ye gore

ADaire (1,(16) (2em—1em )2 _ ( emfl jz _ (ﬁjz

2
A LrHKaresi (262 )

i¢in
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2
(107) ADaire (§j
A EFGH Karesi 9

I

sonucu elde edilir.

Su halde
E _ ADairc ~ (§)2
4 AEFGHKaresi 9
nedeniyle

yine ayni sonu¢ bulunur.

Alternatif Céziim: Ikinci ¢6ziim i¢in dairenin alan formiiliinden yararlanirsak,

2 2 2 4
(106) 2 2 1 4

Apie = (20, e,) = el =(2¢, e,) =n= Ot | = [ . 8) = (—6J = (—J
e 9 9 3

Daire =
m

nedeniyle

(109) 7= Gj

bulunur.

2) Cevre Hesabiyla: Ayni hesabi gevreler igin de yaparsak Onerme 2’nin 1. ekine gore

2
CDaire (13?) CABCDKarcsi _ (em—l J — (§j2

CEFGH Karesi CEFGH Karesi em

oldugundan
2
(1 10) CDairc ~ (§j
CEFGH Karesi 9

elde edilir ki, yine buradan kolaylikla

_ C Daire

T
4 CEFGH Karesi

I
VR
O | o

[\S]
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i¢cin

(111) =

I
TN
[SSHIN N
~—

bulunur.
Cevre hesabiyla Alternatif Coziim (104)&(105)’te gosterilmistir.

3) Hacim Hesabiyla: Onerme 2’nin 2. eki’ne gore Koni(T,M,eﬁ]) (tepe noktast T ve tabam

Daire(M, efn) dairesi) konisi ile TEFGH (tepe noktasi T ve taban1 EFGH karesi) piramitinin yiikseklikle-

ri ayn1 oldugundan hacimlerinin orani alanlarinin oranina esittir. Buna gore

9

A =

EFGH Karesi

HKoni(T,M,efH) _ ADaire(M,elzn) (107) 8)2
H

TEFGH Piramiti

nedeniyle

Koni(T,M,erzn)

H ] 2
HTEFGH Piramiti - ( 9 ]

(112)

elde edilir ve sonugta

E_ HKoni(T,M,erzn) - § :
4 H 9

TEFGH Piramiti

oldugundan

bulunur.

Ote yandan ayni iliski KABCD piramiti ile Koni(K, M, ei) konisinin hacimleri i¢in de gecerlidir:

=4

H KABCD Piramiti AABCD Karesi (

~ 6) (2612n—1 )2 _ {eml ]2 _ (§J2
HKoni(K,M,eﬁl) ADaire(M,elzn) (2emflem )2 em 9

1N

nedeniyle
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(114) -

Koni(K,M,efn)

Dolayisiyla bu iliskiden = i¢in yine ayni sonug elde edilir, yani

i (ﬁ)“ — i em—l ' _ HKABCDPiramiti ~
19 Tl e H -

T m Koni(K,M,efn)

oldugundan

bulunur.

2
HKABCDPiramiti ~ ( 8 j

8

9

|-

I
IR
/N
[—
\°|0\
[38)

D. PAMUR7EL LWL
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m. Mertebeden Hemon Dizisi’ndeki x_ ’nin (m-1)-inci Dereceden Polinomlarinin Terslerinin Ters
Tanjantlar: icin Ters Tanjant Ozdeslikleriyle 7 I¢in Yeni Bir Tiirdeki Formiiller

Temel Form: m,ne Z",k(#0),a,;,b, € Z igin

m—1 )
(1) 1:’m—l (Xm) = Zai,jxiln
j=0

polinomuyla

(2) ijt = Zn:biTan*1 _

i=1 I)m—l Xm)
0zdesliklerinin var olup olmadiklarini aragtiralim.

1. x, =1 ise: Bu kok i¢in yalnizca
(3) T Tan™
4

0zdesligi vardir.

2. x, =¢ ise: Bukok i¢in derhal

(4) B (9)

I
&
=
&
=

+
_533
(=)

I
!
=

+
e

I
<

polinomuyla

0zdesliklerinin varoldugu gosterilebilinir ve bunlar1 bulabilmek igin ilkin x = ¢",y = ¢* (p, qe Z*) icin

(6) Tan™ l +Tan™

ll:Ta.n’ll
X y z

olacak sekilde z tam (rasyonel) sayisin1 veren temel 6zdesliginden yararlanabiliriz ve Machin tiirii 6z-
deslikleriyle istenildigi kadar (5) tiirlinde 6zdeslikler verilebilinir.

Tad’1n Metodu

Bunun i¢in akla gelen en kolay metot Tadaaki Ohno (Tokyo Universitesi, Temmuz 1999) tarafindan
(7) (X—z)(y—z) =7 +1
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seklinde verilen ¢6ziim formiiliidiir. Hwang Chien-lih bu metodun Lewis Carroll tarafindan daha once-
den bilindigini bildirmektedir (Bkz. C.L. Dodgson).

Bu metot (6) tilirtindeki 6zdesliklerin onaylanmasi bakimindan son derece yararlidir, ancak (2), dolayisiyla
(5) tiiriindeki 6zdesliklerin bulunmasi i¢in ¢ok zaman ve ¢alisma ister. Ornegin (5) tiiriindeki bir 6zdeslik
ilk olarak Oberg (2000) tarafindan

3

8) Tan™' l+ Tan™ L =
() T

I

seklinde verilen 6zdesligi bu metotla onaylamak son derece kolaydir. Ciinkii z=1 i¢in (7)’den
(x=1)(y=1) =T +1=2=2x1=2(¢" - ¢) =2¢(¢~1)
esitliginde
x—1=¢-Ly—-1=2¢
secimleri yapilirsa

x=1=¢-1=>x=¢

y-1=20=y=2¢+1=¢
elde edilir ki x,y,z (6)’da yerine konulursa (8) bulunur.
Su halde bu metotla (5) tiiriinde (8) 6zdesligi gibi yeni 6zdeslikler bulunabilir. Ancak bunun i¢in ¢ok za-
man ve ¢ok calisma gerekir. Bunun yerine asagidaki metotla (5) tiiriinde istenildigi kadar, hem de daha

kolay bir sekilde 6zdeslikler bulunabilir. Ama burada da ayni seyin gegerli oldugunu unutmayalim.

ATA’nin Metodu (Derya PAMUKTULUM, 22 Temmuz 2004 Persembe 00:49:54)

Kronolojik siralamasina bakilirsa, (5)irtindeki 6zdesliklerdg
sonlarinda 11 tane 6rnek ve 2003 iin phsirid i

)l ilkini Oberg verdikten sonra 2002’nin

calisma icin asagida yepyeni bir me ] liriindeki ullerin nasil elde edildigini 6rnekleriyle
birlikte gosterecegim. Bu metot gegel @larak (5)ipindeki gibi (2)icih de gecerlidir

Bu metoda “ATA’nin Metqdu 1 Rudolf Gantenbrink’in hayali ¢o-
cuklugundan beri biiyiik ilgi duyduk lefde “Biiyiik Piramit” olarak bilinen
Khufu piramitini incelemek idiyse, bgnim de matematigi esaslifbir sekilde bir bilim olarak algiladigim
iiniversiteden beri bir hayalim vardi: @ Iyelerimiz matematikte yaraticilik done-
min geride kaldigin1 ve bu nedenle artik k bir sey kalmadigin1 bize hep sdylerdiler. Bu ifade

(9) Tan™ ip +Tan'—=Tan'—
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formunda olup 6zdesligin her iki yaninin tanjant1 alinirsa,

_ ¢p+q -1 _ Fp+q¢ + Fp+qfl -1

10) z = =
( ) PAT P 4 (Fp+Fq)(|)+Fp_1+Fq_1

elde edilir. O halde burada pozitif p ve q tam sayilar1 i¢in z tam (rasyonel) sayisini aradigimizdan ¢ igin
polinomlardaki 6zdeslikten

(1 1) ; = Fp+q Fp+q71 -1
p.q >
E+F E_ +F

esitlikleri elde edilir ve buradan

F F. .. -1
= = Fp + Fq - (Fp+q—l
E+F FE_ +F,

F,-F,.F_)+(F

p+q-p-1 p+q-1

F,-F Fq_l)

p+q

:(—l)p_lF +(—1)q_lF ==

q

esitlikleri nedeniyle

sonucu bulunur.

Su halde toplam formiliindeki z, , i¢in asagidaki sonuglar ortaya ¢ikar:

Sonuclar
Sonug 1: p tek ise q tektir. Tersine q tek ise p tektir.
Sonug 2: p ve q tek ise z bir rasyonel sayidir.

Sonug 3 (Simetri Ozelligi):

(13) Zp,q = qup
simetri (degisme) 6zelligi vardir.

Sonuc 4 (Tek Fonksiyon Ozelligi):

tek fonksiyon olma 6zelligi vardir.
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Sonu¢ 5: p+q=0 i¢in z, . =0 oldugundan

(15) z,_, = 0=z

-I,r

elde edilir.

Sonu¢ 6 (z, ’lar ile Lucas Sayilari1 ve Fibonacci Sayilar1 Arasindaki Iliskiler): a tam say1 ve

& " +1% 0 olacak sekilde b herhangi bir say1 olmak iizere

S B A FX L, o> (q)—b +1)_(¢‘b +1)

Zyab T Zyain = b b -b - -
R &(ﬁ* ¢+ o' (07 +1)
.
_ (¢2a —1)(¢7b "‘1) _ ¢ -1 g = {(I)a +(-¢) " =L,, atektamsayiise

¢ ((I)fb + 1) ¢ ¢' = =F/5, agifttamsayiise

oldugundan

L,, atektamsayiise

(16) Za,a—b + Za,a+b = {

E J5, a cift tamsay1ise
formiilii bulunur.
Sonugc 7: r tek tam say1 olmak {izere a =3r,b =0 i¢in (16)’dan

Zyis T 255, = L,

r

oldugundan

(17) 210 =2
bulunur ki her r tek tam sayis1 igin z, . bir tam sayidir.
Sonug 8: r tek tam say1 olmak iizere
l. a=r,b=2r i¢in

z +z ., =L

r,—r r,3r r

(16)’dan
(18) 2.5, =L

r

elde edilir. Ayni sonu¢ a =r,b =-2r icin de elde edilir.
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2. a=-r,b=-2r igin
(16)’dan
(19) z, 5, =L

elde edilir. Ayni sonu¢ a =—r,b =2r i¢in de elde edilir.
(13)

Sonug 9 (indirgeme Formiilii): r tek tam say1 olmak iizere z, , =z , =L, i¢in (16)’dan

2y, t2y 5, =Ly, > 25, =L -2z, =L; —L,

oldugundan
(20) z,.5, =L, —-L,

elde edilir.

(13)
Bu sonugla eger z,, , =z, ; =L, bagmtisini alirsak (16)’dan
Zos+2s7, =L, > 275 5, =L —25 5, =L, — Ly +L,
oldugundan
(21) z5,,, =Ls, —L, +L,

elde edilir.
Sonugta bu iglem bu sekilde devam ettirilirse r ve s tek tam sayisi igin

S

-1
2
4 (_l)kL(sfzk)r

k

(22) Zsr,(s+2)r =

(=}

seklindeki genel formiilii bulmus oluruz!

Sonuc 10: (22)’ye gore
= = 2Zs,s+2

oldugundan
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(23) Zs,s+2 = Fs+1
bulunur.
Sonuc 11: (23)’ten
-1 -1 1 1
Tan” ——+Tan —=Tan —
d) stl
a1 a1 o1
Tan +Tan” ——=Tan —
¢ Fs+1
-1 -1 a1 501 o1
Tan” —-Tan" —=Tan —-Tan —=Tan —
Fs—l Fs+l Fs
oldugundan
-1 -1 -1 1
(24) Tan™'— —Tan™ — =Tan =

0zdesligi bulunur.

2 Terim Icin Fark Formiilii: Bu fark formiilii de p,q e Z,t € Q igin

(25) Tan™ Lp —Tan™ Lq =Tan™ L
(1) ¢ tpaq
formunda olup 6zdesligin her iki yaninin tanjant1 alinirsa,
— ¢p+q +1 _ Fp+q¢ + Fp+q—1 +1

(26) t = =
T (R R)eF, o,

elde edilir. O halde burada da pozitif p ve q tam sayilar1 i¢in t tam (rasyonel) sayisini1 aradigimizdan ¢ igin
polinomlardaki 6zdeslikten

(7)1, = F., F.+1
P —Fp+Fq’—Fp_1+Fq_,

esitlikleri elde edilir ve buradan da

F, F,. +1
—FP:F - _Fp q_ll_F :>_FP+Fq Z(Fp+q—1Fp_Fp+qu—1)_(Fp+q—qu_Fp+qu—l)
p q p-1 q-1
. . F o 1+(-1)
:(_l)p qu_(_l)q F :F_p: ( )q
. 1+(-1)

esitlikleri nedeniyle
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E  1+(-1)
oy

sonucu bulunur. Burada da Sonug 1&2 gegerli olmak tizere t  i¢in asagidaki sonuglar ortaya ¢ikar:

Sonuglar

Sonug 12 (Ters Simetri Ozelligi):

ters simetri 6zelligi vardir.

Sonuc 13 (Tek Fonksiyon Ozelligi):

(30) tfpfq =t

p.q
tek fonksiyon olma 6zelligi vardir.
Sonu¢ 14 (t, ’lar ile Lucas Sayilar1 ve Fibonacci Sayilar1 Arasindaki Mliskiler): a tam sayl ve

& * —1#0 olacak sekilde b herhangi bir say1 olmak iizere

0= 41 T e B C e o> (¢*b _1) _(¢*b _1)

ta a—b + ta atb a a—b + +b = a a—b = -
T e e 4+ ¢ (07" -1)
,¢*b

_ (¢2a —1)(4)7b —1) _ 7 -1 g = o' +(—9) " =L,, atektamsayiise
¢ ((I)_b —1) ¢ ¢' =0 =F+/5, acifttamsayiise

oldugundan

L,,
E V5, agifttam saylise

a tek tamsay1ise

(3 1) ta,a—b + ta,a+b = {

formiilasyonu bulunur.

Sonug 15: s tam sayist i¢in

25+2 2542 2542
ts,s+2 = (I) - t}z — (1) - +1 — (I) S+1—'_1 _ ¢s+l +¢—(s+l)
07 e (0-1) ¢

o (—(I))_(SH) =L,,,, stektamsayiise
o - (—¢)7(SH) =K, \/g, s¢ift tamsayiise

= ¢ +(_¢)*(S+1) _

oldugundan
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L stek tamsayiise

s+1°

(32) 1. {

E,, V5, scifttam saylise

elde edilir.

Sonug 16: s tam sayist i¢in

. I 2 S 2 S o> +1 _ 9t
I OB il [ o B
¢ =(=9)

9]

_eHet ] s
S5 g +(-9)°

L . .
———=——=—-, scifttamsayiise

NG

——="—=EF, stektamsayiise

=

oldugundan

F, stektamsayiise

(33) ts—2,s+2 = Ls

7

scift tamsayiise

elde edilir. Bu sonugtaki ilk esitlik Sonu¢ 11°de bulunmustu!

Sonug 17: s tek tam sayis1 i¢in

(31) (32)

tott,=Li=>t ,=L -t ,=L-L, =L -L-L

S,8+2
(29)
=t -2 — ts,s—2 = _Ls—l = ts—2,s = Ls—l

S

s,8—2 s

oldugundan

(34) t_, =L

s—1
elde edilir. Bu sonu¢ Sonug¢ 15’te bulunmustu!

Sonug 18: s tek tam sayis1 i¢in

(31) (33)

t +t 2 :L572 = t572,576 = L572 _t 2 :L872 _F = _F 4

s—2,5—6 s—2,s+ s S

(29)
= _ts—6,5—2 = ts—2,s—6 = _Fs—4 = ts—6,s—2 = Fs—4

s—2,s+

oldugundan

(35) t376,372 = st4
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elde edilir. Bu sonu¢ da Sonu¢ 16’da bulunmustu!

Bu yontemle elde edilen diger t,  ’lar da aym sonuglar tretirler.

Sonuc 19: s tek tam sayis1 igin

Tan™ = —Tan™' isz Tan™ L
(I) Ls—l
1 o 1 o1
Tan™ ——Tan - = Tan™ —
¢S+ Ls+1
-1 1 1 1 -1 -1 1
Tan = —Tan e, =Tan —+Tan —=Tan —
(I) s—1 s+1 Fs
oldugundan
(36) Tan™' 172 —Tan™ 12 — Tan"' -
(I) (I)er P*S
yine Sonug¢ 11°deki (24) 6zdesligi bulunur.
Oberg, 2000
(37) r_ Tan'1
4
formiilinde
(18)
Tan'1=Tan™ L =Tan™' l+ Tan™ %
1
oldugundan

(38) r_ Tan™ l+ Tan™ %
4 ¢ ¢

seklinde Oberg’in formiilii elde edilir.

Bu formiilii Ed Oberg ve Jay A. Johnson’un “The Pi-Phi Product” makalesinde bulabilirsiniz.

Derya PAMUKTULUM, 03.09.2004 02:00): 1738’de Euler tarafindan verilen

(39) r_ Tan™ l +Tan™ l
4 2 3

formiilinde


https://rombergintegrali.org/gizapiramitleri/g1/buyuk_piramitteki_pi_nin_sirri-2004/PiPhiProduct.pdf
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(33)
Tan™ % _Tan™' i =Tan™' l —Tan™ L

5
3
13 1 1 1

Tan'— —Tan'—=Tan" —3+Tan’ —
3

4
oldugundan yine (38)’deki formiil bulunur.
Ya da burada

164

Tan™' — 11 a1

Tan™ 1 Tan'——Tan'—

L, ¢ ¢’
oldugundan
5

(40) *=2Tan" L Tan L —Tan L
4 ¢ ¢

formili bulunur.

Derya PAMUKTULUM, 30.12.2002 21:20): 1706’da Hermann tarafindan verilen

(41) r_ 2Tan™ l— Tan™ l
4 2 7

formiilinde

(33)
Tan™ % —Tan™' i =Tan™ l —Tan™' i

5
3

(34)
Tan"' + ZTan 'L = Tan™ LS ~Tan™ LS
7 4
oldugundan yine (40)’daki formiil bulunur.
Yada
(34)
Tan™ 1 —Tan™ 1 =Tan'¢—Tan™ 1 =T _2Tan” 1
2 L, 2
oldugundan
(42) 3—“ =4Tan' l +Tan™' % —Tan™' LS
4 ¢ ¢ ¢

formiila bulunur.
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Derya PAMUKTULUM, 30.12.2002 21:30): 1776’da Hutton tarafindan verilen

(43) r_ 2Tan™ l +Tan™' l
4 3 7

formilinde
(23)
Tan™ l —Tan™' Fi =Tan™' é+ Tan™ %
4
(34)
Tan™ % —Tan™' LL =Tan™' i —Tan™ é
2
(34)
Tan™ l —Tan™ L =Tan™ LS —Tan™' LS
7
4
oldugundan

(44) T =3Tan" L + Tan"' L
4 ¢ ¢

formiilii yani (40)’daki formiil bulunur.

Derya PAMUKTULUM, 31.12.2002 22:00): 1896’da Stermer tarafindan verilen
(45) T Tan™ 1 Tan™ 1 +Tan™ 1
4 2 5 1

formiilinde

(33)

Tan™ l —Tan™' i =Tan™' l —Tan™ LS
2 E, [0}

(33)

Tan % —Tan™' Fi =Tan™ é— Tan™ ¢—17
5
(32)
Tan™ % —Tan™ LL =Tan™'— —Tan™ %
6

oldugundan yine (40)’daki formiil bulunur.
Derya PAMUKTULUM, 31.12.2002 22:15): Yine 1896’da Stormer tarafindan verilen

(46) r_ 2Tan™' l +Tan™ l —Tan™ i
4 3 5 18

formiilinde
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(23)
Tan™ l —Tan™ L =Tan™' % +Tan™ LS
3 E, ¢ ¢
(34)
Tan™ é —Tan™ LL =Tan™ %— Tan™ é
2
(33)
Tan™ % —Tan™' Fi =Tan™' é— Tan™ ¢—17
5
(32)
Tan™ % —Tan™ LL =Tan™ is —Tan™' %
6
oldugundan (40) ve (44)’deki formiiller bulunur.
Veya
(47) % =3Tan™' i— 3Tan™ é— 2Tan™’ 4)1—5

formili bulunur.

Derya PAMUKTULUM, 31.12.2002 22:42

(48) ®=3Tan" L +4Tan" L 4 2Tan" L 1 2Tan L
4 7 13 55 123

formilinden

=—4Tan™' l +11Tan™" LS +5Tan™ LS

(49)

I

formiilii bulunur.
Derya PAMUKTULUM, 30.12.2002 02:35): Genel olarak her x reel say1s1 i¢in

_4x+3

(50) 7= S

Tan’ll+ﬂTan T+ Tan’lL5
x+1 o  x+1 o x+1 [0}

formiilii vardir.
Derya PAMUKTULUM, 03.09.2004 22:00): Her x ve y reel sayisi i¢in

(51) Tan™' Z=i.LnLy%
X 21 x-yi

ve p tek tam sayisi i¢in

oldugundan (50) 6zdesligi
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=Tan'1 =i'Ln1—ﬂ
21 1-1

igin

. . 3 .
4 1+1:l4x+3Ln¢+1+i4X+6Ln¢ +1 1 1

- Ln— . St St .
21 1-1 21 x+1 -1 21 x+1 O —-i 2ix+l ¢ —i

seklinde yazilabilir. O halde

. . 3, 5%
4(x+1) Lo = (ax +3) L 2 (4x o) La L L O

1-i o—1 o —1 ¢’ —i
\4(x+1) L\ 4x+3 3 \4x+6 5 .
Ln E =Ln —¢+% +Ln (I)}ﬂ +Ln¢5+%
1-i d—1 ¢ —1 o —1i

o (I)+1 4x+3 (|)3+i 4x+6 5+i
e ¢ i ¢ i
(1_“]4(”—1) - ﬁ 4x+3 4)3 -|—i 4x+6 d)s -|—i
1-i o-i ¢’ —i ¢o° —i

0zdesligi elde edilir. Bu 6zdeslikte (52) bagintist kullanilirsa,
4x+3 O\ 4x+6 A N\4x+3 L\ 4x+6 .
(12)i4 _ L, +2i L,+2i L, +2i =[1+21j (4+21J (11+21]
E+/5 NG E5 J5 25 5V5

(1+20)"7 (2+1)" (11+21)  (1+20)77°(2+0)™° (2-1)" (2+1)"

nedeniyle

54X+6 54X+6 54X+6

(i) (i) s

54x+6 - 54x+6

esitliklerinden (50) 6zdesliginin dogru oldugu sonucu ¢ikar.

Sonug 20: Ornek 8’den hareketle hangi k tam say1s1 ve a,b,c reel sayilari icin

(53) kr _ aTan™' l+ bTan™ L}+ cTan™' LS
4 ¢

formiiliiniin var oldugunu arastirabiliriz.
Bu sefer © i¢in

(54) m=-2iLni
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formiiliinii kullanirsak,

k—ﬂ: = —Lnl
21

esitligini derhal yazabiliriz. O halde (53) 6zdesligi

. 3 . 5 .
LS PRI b S ¢3 1 Cn ¢5 1
2i 20 6-1 21 o -1 21 ¢ —i

seklinde yazilabildiginden

. 3 . 5 .
kLni=aLn¢+?+bLn ¢3+%+an ¢5 +? =
¢—i ¢ —1 ¢ —1

Lni* :Ln(ﬂja —i—Ln[d)3 +ijb+Ln(ﬁ]c _Ln[(d)ﬂja((bs +ijb(¢5 +ijc}
¢-i ¢’ i ¢ i o-i) Lo’ —i) Lo -i
(55) it <[ @+ (&) (@)
b—i) o’ =i) | o’ =i

ozdesligi elde edilir ki, bu 6zdeslikte de (52) bagmtisi kullanilirsa, k,,k, € Z igin

el e R ERI )

(42if (24i) (ne2i) (1+20) @) (<(1+21)')

\/§a+b+3c - \/§a+b+3c
(4 )ty 5)e (2 i)a+30 (2+ i)b

\/§a+b+30

nedeniyle

0zdesligi
(56) k=(4k, +1)a+(4k,+5)c=a+c (Mod4),b=a+3c
icin gerceklesir. Bu 6zdeslik ile (53)’iin ayn1 anda gerceklesmesi i¢in k, = 0,k, = —1 alinmasi yeterlidir!

Su halde a+c=:d dersek (53)’ten her ¢ ve d reel sayisi i¢in su formiil gegerli olur:

dr 1 1 1
57) —=(d-c¢)Tan"'—+(d+2¢c)Tan' —+cTan' —.
(57) J (d—c)Tan (I)+( +2¢)Tan ¢3+c an e
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Derya PAMUKTULUM, 31.12.2002 23:45

(58) r_ 2Tan™ iz +Tan™' Lé
4 ¢ ¢
formila vardir.

Oncelikle p ¢ift tam sayis1 icin

(59) o’ +% _ E 5 +2i
" —1i L

p

oldugundan genel olarak hangi k tam sayis1 ve a ve b reel sayis1 i¢in
(60) km_ aTan™ Lz+ bTan™ Lﬁ
4 ¢ ¢

formiiliiniin gegerli oldugunu gosterelim. Yani bu formiilden

2 . 6 .
£Lni:iLn ¢2 +? +£.Ln ¢6 +%
2i 20 6 -1 21 ¢ -1

W (i (00 +i)
(61) 1 _(d)z_J [(I)s_i]

0zdesligi elde edilir ki, bu 6zdeslikte (59) bagintis1 kullanilirsa,

" :[FZ\/§+2iJa[F6\/§+2iT z[ﬁui]a[gﬁui]b

L, L, 3 18

olup

i (V5+2i) (445 +i)b ) ((\E +2i)2 (45 +i))b (s1i)

34b

3ueb - 3 3
Ozdesligi
(62) a=2b,k=b
icin gerceklesir.
Su halde (60)’tan

b_n =2bTan' Lz +bTan™ L(S
4

b

_34b1

:b

=1
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olup (58) formiilii elde edilir.
Fibonacci Sayilari ile © ve ¢ Arasindaki iliski, Derya PAMUKTULUM, 03.01.2003 20:00

1

T_ . -1
(63) 7 ;Tan -

2n+3

formiiliinde
(33)
Tan™ ! —Tan™ L Tan™' — ——-Tan"™ %
t2n+1,2n+5 Ign+3 ¢ ¢
nedeniyle
T < o1 |
(64) Z = ;Tan ¢2n+1 —Tan (|)2n+5

formili bulunur.

Lucas Sayilari ile 7 ve ¢ Arasindaki iliski, Derya PAMUKTULUM, 03.01.2003 20:00

T 41 - _
(65) Zz—Tan 1L—+22Tan !

2 n=0 2n+2

formilinde
(32)
Tan™ I —Tan™ =Tan™' P Tan_I%
t2n+1,2n+3 2n+2 ¢

nedeniyle

66) ™ = —Tan"'*+ Tan"' -~ + 23 Tan" Tan™ —_

( )Z__ an +lan =+ z an 2n+1 an ¢2n+3

n=0

formiili bulunur.

Fibonacci Sayilari ile 7 Arasindaki Iliski, Derya PAMUKTULUM, 06.09.2004 03:10): Her
c ve d reel sayis1 igin

k
(67) %:Limz (_1) [(d—c) an—2k+2 +(d+2C) F9n—6k+6 +CF15n—10k+10J

3n+3 Ign+9 I:15n+15

formila vardir.
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dr _ (d—c)Tan™ i+ (d+2c)Tan™ i+ cTan' —

3

/—\

s g O +c°°<1—;>1

o +1 ¢2k+1 ot 2k+1 ¢6k+3 2 +1 ¢10k+5

. N (_l)k F3n 2k+2 N (_l)k F9n 6k+6 15n 10k+10
= Lim (d_c) +(d+2c)z +CZ

e ~2k+1 F,, ~2k+1 F_, <2k +1 . .
k
_ Limi (_1) (d _ C) F3n—2k+2 n (d n 20) F9n—6k+6 +e FlSn—lOkHO
=% k=0 2k +1 3n+3 9n+9 F15n+15

(57) ile (67)’deki seriler m’ye ayn1 hizda yakinsarlar. Ayrica (67)’de indisleri degistirmeden Fibo-

nacci sayilari yerine Lucas sayilar1 veya —*——"— ¢ limitini ger¢ekleyen herhangi bir dizi (6rnegin 2.
n-1

mertebeden Hemon dizisi) alinirsa n’nin yeterince biiyiik degerleri i¢in elde edilen seri de ayni1 hizda w’ye
yakinsar.

3. Tribonacci dizisindeki

, i¢in yine ayn1 metodu kullanip elde edilen sonuglara gore
n-1

(5) tipindeki gibi formiiller verilebilinir.

1+319-333 +319+3433
3

Derya PAMUKTULUM, 31.12.2002 22:45): (62)’deki x, =

degerine gore

2

(68) “=Tan"' L+ Tan" L
4 X, X3

formila vardir.

D. PAWUSRT L LN
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EKLER

EK 1: Pi ve Altin Oran Arasindaki iliskiler I¢in Bir Kronoloji

--:-'-"{FF-:- -ﬁ""-'-'.:--.
4-5""{5.. i e Ty,
# E'r/,_//);lj ,
f.—'// \%\‘-
s %,
.-:Z?. .\;;Z:-.
/ 4

III:II II:III

| |

I [

|| 41

| I

II'II IIIII

. ":l't‘ J .
\"::53._ i
N &
'\%‘:\Q 4: f.z
"y Iy
"'*-“-'-a?ea'-ﬁ__.____ _______#,;,-.-ﬁf"
,- i o 4\ (4 4
3 3 3
Eski Misithilarm 3. =
Standart Ekran Formati. ~ Genis Ekran Formati.  Formati (M. O. 2000
civarl, Ahmes Papiriisii).
2 _ 280 4 6 NG
m=—_ =g = =9 m= 10 -7
7 89 Jo 5 2 2

1. Eski Masirhilarin 1. «©
Format1 (M. O. 2550
civary, Biiyik Pira-
mit).

2. M. O. 250 civar,
Argimet, Daire Cev-
resi Olgmesi, Oner-
me 3.

Eski Misirhilarin 2. ©
Format1 (M. O. 2550
civary, Biyik Pira-
mit).

1586, Ludolph van Ceu- 120>~ Francois
len, Daire-Cap Iliskileri Vieta, Daire-Cap
? © liskileri.

2004, Mathquake, Pi ve Altin
Oran Arasindaki {liskiler Icin
Giizel Bir Bas, Sonug 2.

D. Pamte/K7ell comt

61



		2023-07-16T01:54:02+0300
	DERYA PAMUKTULUM




