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Bilesik Trapez Metodu. Genel olarak [ = fa f(x)dx integrali i¢in bilesik trapez kuralina gore, DPT 19:29, 13.7.22
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Sekil 1. f(x) egrisindeki bilesik trapez metodu. Bu bilesik metoda gére hem trapez yénteminin hem de orta nokta yonteminin anlagilmasi agisindan f(x) egrisini (ki bu fonksiyon sol iist kdsede hemen egrinin altinda yazar) dalgali bir fonksiyon olarak segtim. Bdylece hangi yéntemin

f(x)’in altindaki alani en iyi sekilde topladigini agik bir sekilde goriiliir hale getirmis oldum. Fakat her bir alt araliktaki dikdértgen ile trapezin f(x)’in altinda kalan alana yaklasimlarinda goz yaniltici olabiliyor. Ornegin, (soldaki) ilk 3 alt aralikta trapezler daha yakinmus gibi goziikiir
ama gercekte dikdortgenler daha yakindir. Bunun neden boyle oldugunu aragtirdigimizda (ki her bir alt araliktaki yani k = 1,2, ---, 2" i¢in trapezin alani Ky, dikdortgenin alani Ty ve f(x)’in altinda kalan alan I, olmak tizere), k = 1,2,7,2" — 5,2" — 4,2" — 1 icin K, S I S Ty iken
Te — Iy = 2(I — Ky) ve diger k degerlerinde Ty < I} S Ky iken Ky — I = 2(I — Ty) sonuglarinin mevcut oldugunu goriiriiz (ki bunlari fark etmemeniz miimkiin degil. Bkz. “Bilesik Trapez Metodu.ggb”). Bunlar Snellius bagintilarini gosterir. Ctinki her bir dikdortgenin alani “I.1.

Trapez Metodu nda gosterdigim tizere orta noktalardan f(x)’e cizilen tegetlerle yani tanjant dogrulariyla elde ediliyordu ve bu yiizden ilk bagint1 Snellius’un n icin diizgiin gokgenlerde kullandig: orijinal bagint: iken ikincisi bunun ekstrapolasyonda karsilig1 olan (2.24)’teki bagintidir.
Bu son bagint1 ilk kez 1911°de Becker tarafindan kesfedildi ama ekstrapolasyonda ilk kez (2.24)’te gosterilmistir. Bunu ekstrapolasyonda aritmetik 6zellikten sonra 2. 6zellik olarak kazandirirken tipkt “Holland ldsst den Konig jubeln” haberindeki Hollanda Kral’'nda oldugu gibi biiytik

k. aKnrTn L
bir seving i¢indeydim. Eger giris olarak K|, trapez formiilii ve T, orta nokta formiilii yerine, bunlarin bir agirlikli ortalamasi olan E 1 ; (K) = 4K"+31 n 23 = ZT";K“ yaklagimini alirsaniz, (1.76)’daki Ole Amble’in Tyn ve Uyn yaklagikliklariyla 'ya ayni mertebeden yaklasirsiniz.

Romberg bu durumu biliyordu (ki Snellius’un @ algoritmasini degil; Huygens'in M algoritmasi olarak biliyordu), dolayisiyla Ole Amble’in yaklagsikliklarini ge¢meyi asla diisiinmedi!
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seklindeki Vx € [a, b] araliginin 2" tane eg alt araliga béliinmesiyle olusan Vxy € [x)_1, X)] es alt arahklarlnda tanimli x = Xy + kh,, (ki Xy = a ve X,n = b’dir)

apsisleri icin trapezin (yamuk) alani, yiiksekligi Axp_1 = X — Xg—1 = Xo + kh, —xo — (k= 1)h, = h, 22 ve tabanlar1 f(x,_;) ve f(x)) olan trapezin alanindan
Axy_q w oldugundan,
b 2" Xk 2°-1 2h-1
f(x + f(x Ax Axy_
I—Jf(x)dx— Z f f(x)dx ~ ZA g 1)2 Gi) _ Aty Zf(xk 1)+Zf(xk) = Y a0 + ) ) — FGxo) + Fxgm)
a k= Xk 1 k=0 k=0
2"-1 2n—1 20—1
f(x,n) — f(x f(xyn) — f(x f(xg) + f(xgn
= Axk—lw‘}_ Axy_4 Z f(xy) = Axk—lw‘}_ Axy1£(x0) + Axp—q Z f(xx) = Axy— 1% Axy—q Z f(xx)
k=1 k=1

201 2-1 22-1
f(a) + f(b) Ko Ko
= hnT‘th Z f(xo + khy) = hnh_o‘i'hn Z f(xo + khy) = 2_n+hn z f(a + khy) = K,
=1 k=1 k=1

esitliklerine gore I'ya alttan ({istten) yaklasim gosteren K, trapez formiiliinii su sekilde elde etmis oluruz:

21

K
(1) Ky =55 +hy Z f(a + kh,).
k=1

Xe-1HXK _ xo+(k—1)h,+x¢+khpy + (2k— l)h
Xo
2 2

f (w) f(a+ (2k —1)h,41)’dir ve bu orta noktalardan gegen dikdoértgenin alani, tabani Axy_; ve yiksekligi f (leXk) olan dikdortgenin alanindan
Axy_4f (kl—xk) oldugundan,

Diger taraftan, sekildeki her bir [Xy_q,X)] aralimin orta noktasinin apsisi a+ (2k—1)h,,4 ve ordinati

[= f F(x)dx = Z jk f(x)dx ~ 2 Axpe 1f<xk Lt Xk) 2 f(a+ (2k — Dhyy,) = h an_:l f(a+ 2k + Dhyyy) =h an_:l (a + <k+ )h ) =T,
k=1xyp 4

esitliklerine gore I'ya iistten (alttan) yaklasim gosteren T,, orta nokta formiiliinii de soyle elde etmis oluruz:
2"-1

2) T, =h, kZO f(a+ (k+%> hn>.

Bu formiillerden ilkini Teorem 1.3’te genis bir sekilde ele almis ve buna “Indirgeme Bagintis1” adini vermistim. Ama bu bagintinin bu sekildeki kullanim1 yani
indirgeme anlamindaki kullanim1 kaynaklarda gegmez. Bunun yerine tiim kaynaklarda ve iiniversitelerdeki kullanim sekli, Michigan Devlet Universitesi'nden Wayne
Eugene Hoover'in 1977°deki “Numerical Methods In Multiple Integration” adli doktora tezinin 31. sayfasindaki (3.5.1) formiiliindeki gibidir!

Fakat bu formiil Prof. Byrnjulf Owren’in 2011 tarihli “Werner Romberg: Vereinfachte numerische Integration” makalesinde ya da (1.45)’teki 1. bagintida soyle geger:
f(a)+f(b)

0 <kiginfy = ve fy = f(a + kh,) olmak {izere

2n—-1

(3) K, = h, z f
k=0

Bu, bir zorlama tanimdir; ¢iinkii f;, toplamdaki ilk ve son terimlerin toplamindan olugur.

Ama madem béyle bir tanim kullanilmis, o zaman ben de makalemdeki ispatlarda su tanimi kullanayim:

(4) K,=h, > fa+kh,).

Yalniz bu toplamin ilk ve son terimlerin katsayilarinin S Ve diger terimlerin katsayilarinin 1 olarak alindigina dikkat ediniz!

Owren, (2) formiiliinii de anilan makalesinde (ya da (1.45)teki 2. bagint1) sdyle yazmusti: f_1 = f(a + (k + %) hn) olmak iizere
2

2n-1

(5) Ky =hy 2 fk+%.
k=0

Fakat o, (3)&(5)’i sadece Romberg’in metodunda kullandig1 yaklagikliklar: agiklamak i¢in kulland1 (Bkz. (5) no’lu orta nokta formilii igin “Numerical Methods In
Multiple Integration” tezinin 22. sayfasindaki (3.4.1)’in iizerindeki formiile). Ancak bu formiiller 19. yy.’da biliniyordu! (Bkz. D.C. Joyce'nin “Survey of Extrapolation
Processes In Numerical Analysis/3. Numerical integration” makalesinde (11) ve (23) no’lu formiiller olarak gecen Sheppard’'in 1900 tarihli “W. F. SHEPPARD (1900),
Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, pp. 258-277” makalesindeki (1) ve (27) no’lu trapez ve orta nokta formiillerine. Ama bu formiiller de 19. yy.’dan

geliyordu). Buradan Prof. Byrnjulf Owren’e, 19. yy.’dan kalma bu hatirlatmay1 yaptig1 i¢in bir kez daha tesekkiir ederim!
Bir Siirpriz!

Cok ilgingtir, “Numerical Methods In Multiple Integration” tezini 02.05.2021, 22:48’de aldiktan sonra incelerken 34. sayfadaki (3.7.1) 6rnegini goriince bayag: bir

sasirmistim. Ne gagirmast, resmen gok geciriyordum! Ciinkii sirf bu érnek icin RIK 3’ti yeniden diizenledigimi ¢ok iyi hatirliyorum. Hatta bu dosyay1 web sitemden
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https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
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https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik1/vdocuments.mx_survey-of-extrapolation-processes-in-numerical-analysis.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik1/vdocuments.mx_survey-of-extrapolation-processes-in-numerical-analysis.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/ole_amble_metodu/some_quadrature_formulas.pdf
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https://d.lib.msu.edu/etd/27417/datastream/OBJ/view
http://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/rik3.pdf
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kaldirdiktan sonra bir arkadasim heyecan ve merakla neden kaldirdigimi sormustu ve ben de ona Romberg'in 6rneginden birkag problem (4 tane) tiirettigimi, onlari
da makaleye ekleyip yeniden yayinlayacagimi séylemistim. Bu 6rnek orada 28.01.2020, 13:52 tarihli olarak (1.73)’te geger ve buna “Romberg’in Orneginin Dualitesi”
demis, tim yonleriyle incelemistim. Ciinkii o sirada Romberg’in (1.55)teki 6rnegi nasil ¢ikardigina kafa yormustum! ()

Bir Siirpriz De Benden Olsun: Ole Amble Algoritmasi

Burada dikkat ederseniz (1.73)’ii verdigim yerde, Resim 1.4’te Werner Romberg ile birlikte calismis Ole Amble, Tor Evjen ve Thomas Hysingin bir resmi vardir. Ama
bu resim o sirada ¢ok kotii bir sekilde renklendirilmisti ve simdi onu en mitkemmel sekilde asagida gorebilirsiniz:

8

=

Resim 1. Soldan saga dogru Dog. Ole Amble, Thomas Hysing, Tor Evjen ve sirt1 donitk masadaki kisi ise muhtemelen daha sonra Elektrik Biirosu i¢in CEO olan Kjell Kveim’dir.
Ama onlarin NUSSE’nin (ki ZUSE’den tiiretilmis Norve¢’in ilk dijital bilgisayariydi) cevresine akin etmesine neden olan kisi, Norve¢’in gururu Ole Amble’dir, Oslo Universitesi’nin
Fizik Bolimi'niin bodrum kati-1954. Fotograf: Sverre A. Borretzen/Norske Museum.

NUSSE, Mart/Nisan 1954’te ilk yapim agamasinda tamamland1. Caligtirilan ilk program bir bilgisayar oyunuydu. Ole Amble, NIM oyununun dijital bir varyantini gelistirdi (Bkz.
“NIM and the Powers of Two (Tanton Mathematics)”). Makine kazanirsa “Yasasin (Hurra)” yazardi. Eger insan kazanirsa “Bravo” yazard: (Bkz. “NUSSE”).

Werner Romberg'in tezinde bahsettigi Ole Amble, bu resimdeki sol bastaki kisidir. Amble o sirada NTNU’da (ki o sirada NTH idi) dogent idi ve 1994’ten beri NTNU’da
gorev yapan Prof. Brynjulf Owren’e kadar birkag neslin gecmesi gerekiyordu. Bunlar arasinda en ¢ok taninan, “Romberg Metodu” hakkinda “Tore Havie-Remarks On

Some Modified Romberg Algorithms For Numerical Integration, 1986” makalesiyle s6hret olan Tore Havie'dir. Inanir misiniz bu makaleyi Google kitapligindaki

“Numerical Mathematics and Applications” kitabinin iginde goriir gormez nasil alabilirim diye bayag1 bir ugrasmistim: OneNote ile sayfa sayfa alip Photoshop’ta PDF

(") Orijinaldeki RIK 3 dosyasin1 3 sayfalik “Onsiz” ve 2 sayfaya yakin “1.7.3. Romberg'ten Tiiretilmis Ornekler” ekleriyle giincelledim. Bunlardan, “Onsiz”de Romberg'in i¢inden gectigi
tarihsel siireci genis bir sekilde ele aldim. Ben hayatimda béylesine ketum bir kimse gérmedim. Ozellikle Nazi Almanyasi dénemine iligkin hayat: bir sir gibi. Eee, Almanlar da
anlatmadigina gére ne yapacaktim? O zaman madem onlar anlatmiyor ben de bir Nazi dénemi aragtirmacisi olarak, “iyi bir hikdye ¢ikarabilirim!” diigiincesiyle bir “Onséz” yazmaya
karar verdim. Romberg’in politik ikizi gibi duran Sabahattin Ali, kesinlikle basat bir 6rnekti. Ciinkii Sabahattin Ali nin Almanya’daki 6grencilik anisi, Rombergin 6grenciliginin adeta
izdiigiimii gibiydi. iInanmazsaniz Reinhard Siegmund-Schultze tarafindan kaleme alinan Romberg'in Nazi dénemine ait bilinen tek anisinin altina karbon kagidi koyun, Sabahattin
Ali'nin Almanya’daki 6grencilik yillarini gériirsiiniiz (Bkz. “1.6. Romberg’in Orijinal Metodu”. Isin ilgin yan1 su ki, Sabahattin Alinin Almanya’daki 6grencilik yillarin1 (1928-1930)
simdiye kadar kimseden duymadim; ne bir edebiyat¢idan, ne de bir solcudan. Resmen buradaki formiiller gibi ben kesfetmek zorunda kaldim. Sanki bir sir gibi saklamislar. Ama bu
anilar1 Rasih Nuri Ilerinin “40’l Yillar-2” kitabinda goriir gormez Romberginkiyle ortiismesi, daha dogrusu 6zdeslemesi bende sok etkisi yapmisti. Ciinkii Sabahattin Alinin
ogrencilik anilarini okurken sanki Romberg’i okuyordum). Sabahattin Ali, Orhan Dirik ve adlarini burada veremedigim bizimkilerin birakin Almanlari, tiim diinyanin tir tir titredigi
Hitler'in karsisindaki onurlu durusunu her zaman takdir etmisimdir (Bkz. “Werner Romberg Tiirkiye’de”, “Romberg Integrali Kronolojim 3”). ikinci ekte hig abartmiyorum, Romberg'in
(1.55)’teki 6rnegi nasil ¢ikardigini iiniversitedeki hocalarimizin yaptig: gibi acik agik gosterdim ve bundan (1.73) 6rnegini tiireterek bu 6rnekler arasindaki iligkiyi en mitkemmel gekilde
ele aldim. Ornek 2 bunun neticesinde ortaya ¢ikti. Ornek 3 ve Ornek 4, Romberg'in ve onun dualitesi olan (1.73) rneklerinin genellestirilmis sekilleridir. Bu 6rnekleri 7’'nin geometrik
doneminde bagat 6rnekler olmasi nedeniyle ele aldim ve aralarindaki iliskiyi gosterdikten sonra 16-17. yy.’daki Avrupali matematikgilerin ¢alismalarindan sz ettim!
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kitapgigina déniistiirmiigtiim. Ama bu ve benzeri aldigim kaynaklardan mutlaka bir gekilde yararlanmisimdir. Ornegin web sitemin girisindeki Mathematica
Programlar’ndaki “4. Lineer Diskestirimler” ve “5. Yiiksek Mertebeden Diskestirimler”in asimptotik hatalari icin Tore Hdvienin makalesindeki (8)&(24)teki
katsayilardan yararlanmigtim!

Fakat bu resim NUSSE’nin ilk calistirildig1 anda gekilen bir hatira fotografi idi:

T -

= S N ]

Resim 2. NUSSE, Alman mucit Konrad Zuse'nin ilki 1936’da olmak tizere 1930-1940’larda diinyada ilk sayisal ve hafizali programlanabilir Z1-Z4 adin1 verdigi ZUSE serisinin
Norvegge adidir. Ciinkii bas harfi N, “Norske (Norveg)”den ve ¢ift S de ZUSE’nin Norvegee’de okunusundan geliyordu (ki “S” harfi Norvegce’de “ess” olarak yani cift S ile birlikte
okunur. Ayni sekilde, Norvegge’de F, J, L, N, R, Z harflerinin okunuslarinda da cift sessiz harfli seslendirmeler vardir). Adana-Urfa kebaplardaki gibi bir sey yani. Ha Adana kebap,
ha Urfa kebap. Aralarinda fark yok. Bu konuda “Datamaskin”de NUSSE’nin APE (X) C (veya sadece Apex)’den geldigi s6ylense de (ki X Norvegce’de N ile degistirildi), “The Pioneer
Era In Norwegian Scientific Computing (1948-1962)” makalesinin 3. sayfasindan da gorildiigii tizere, kurulmasr ilk planlanan makinenin bir ZUSE makinesi oldugu ve sonra plan
degisikligi nedeniyle APEX C’ye yoneldikleri belirtilir. Yani ZUSE, oldu NUSSE. Inanmazsaniz Pdl Waaktaar’a sorun, o size ZUSE’yi ZUSSE diye okuyacaktir!

NUSSE, Mart/Nisan 1954’te Oslo Universitesi'nin Fizik Béliimii’niin bodrum katinda ilk yapim asamasinda tamamlandi. Galistirilan ilk program, matematikgi Ole Amble’n NIM
adli oyunun dijital bir varyantiydi. Yukaridaki Tiirk¢e’deki gibi “MATEMATIKK” yazisi ve onun altindaki “(aslen sayilar, semboller ve bunlarin ¢6ziimde kullanimlari iizerine
yapilan ¢alismalardir (-er opprinnelig leeren om tall og symboler og bruk av disse til losing av oppgaver)” agiklamasi ve onun altinda da ¢alistirilan ilk programin semasi ve
Resim 1’deki fotograf, NUSSE’nin ilk ¢alistirildigini anin hatirasina konulmuglardir. NUSSE 1956’da yeni insa edilen SI binasina tagindi ve 1961°e kadar orada hizmet verdi. 1961°de
hizmet dis1 birakildi ve simdi Norveg Bilim ve Teknoloji Miizesi'nde duruyor. Teknik 6zellikleri soyledir: Girig-Cikis: Delik bands, 32 Bit s6zciik uzunlugu, Bellek: 512 kelime (doner
tambur), Hiz: Operasyon basina 1-16 milisaniye ya da saniyede yaklasik 500 kelime, Gii¢ Tiiketimi: 1.5 kW.

Romberg s6z konusu Ole Amble’1n algoritmasini “Vereinfachte numerische Integration von Werner Romberg” tezinde ele aldi ve simdi “Bilesik Trapez Kural1” denilen

kendi metoduyla karsilagtirdi. Orada mavi tablo Romberg’in ve turuncu tablo ise Ole Amble’in algoritmalarindan elde edilen sonuglar1 gosterir ve bu sonuglara gore
Ole Amble’1n algoritmasinin yakinsaklik hizinin, Romberg’in algoritmasina gore 1 mertebe 6nde oldugu goriilmektedir. Ama Rombergbunu asla dert edinmedi, ¢iinki
metoduna gore Ole Amble’in tablosunun her stitunundaki sonuglarin benzerlerini bir siitun sonrasinda gorecekti (Bkz. Sekil 1). Ama Romberg bu sonuglar1 NUSSE’den
degil MADAS ATG-20’den aliyordu!

Bu konuda Rombergile 14.10.1996’da Heidelberg'in meshur kalesi ve sehrin yukaridan izlenebildigi mitkemmel bir restoranda roportaj yapan Seiji Fujino, Romberg’e

metodu nasil buldugunu sordugunda, su yanit1 aldi: “Sonrasinda profesére Romberg Integrali'ni nasil buldugunu sordum. O dénem profesériin kullandig: bilgisayar
Isvigre mali “MADAS” adinda (MADAS ATG-20) bir hesap makinesiymis ve hafizast yalnizca 30 kelimeyi barmdirabiliyormus. Bir seferinde niimerik integrali Simpson
integral metoduyla denediginde, kesin sonuca bir tiirlii ulasamamis. Bu sebeple Gauss integral yontemiyle denemis, fakat bu sefer de katsayilar: depolarken hafiza
doluvermis. Iste bu sartlar altinda Romberg integrali fikri aklina gelmis. Hem kodlamasi kolay, hem fazla hafiza gerektirmiyor, hem de yakinsakhigi bulmak kolay.”,
Romberg integralinin mucidi Werner Romberg ile bir réportaj gerceklestirdim, Seiji Fujino, 14.10.1996.

v


http://rombergintegrali.org/mathematica-programlari/ld1.html
http://rombergintegrali.org/mathematica-programlari/yme1.html
https://digitaltmuseum.no/011024216631/datamaskin
https://tr.wikipedia.org/wiki/Konrad_Zuse
https://einexy.blogspot.com/2014/06/norvecce-alfabe.html
https://digitaltmuseum.no/011024216631/datamaskin
http://dl.ifip.org/db/conf/hinc/hinc2003/Berntsen03.pdf
http://dl.ifip.org/db/conf/hinc/hinc2003/Berntsen03.pdf
https://www.eksempelsetninger.no/ord/amble
https://snl.no/hullb%C3%A5nd
https://snl.no/dataord
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/DKNVS_1955.pdf
https://www.scss.tcd.ie/SCSSTreasuresCatalog/hardware/TCD-SCSS-T.20121208.012/JohnWolff-Calculators-by-HansEgli-Zurich.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=w9MWrfj5pns&list=RDEMQmf0DPXlYd0Iy5tSzvQKXg&index=5
https://www.scss.tcd.ie/SCSSTreasuresCatalog/hardware/TCD-SCSS-T.20121208.012/JohnWolff-Calculators-by-HansEgli-Zurich.pdf
https://digitaltmuseum.no/011024216631/datamaskin/media?slide=1

Onsoz

Demek ki Romberg, tezindeki hesaplart MADAS ATG-20 yerine NUSSE ile yapmis olsaymis, o zaman adiyla anilan yontemi bulamayacakmis. Ciinkii yontemin kesfi
MADAS ATG-20'nin hafiza yetersizliginden kaynaklaniyordu. Yani Romberg Trondheim’dan Oslo’ya ugakla gitse (ki bu 1 saat alir) ve bu hesaplar1 NUSSE’de yapsaydi,
simdi adiyla anilan yontemi kesfedemeyecekti. Ciinkiit MADAS ATG-20'nin hafizas1 30 kelime iken NUSSE’ninki 512 kelimeydi. Bu durumda Romberg NUSSE’de
Simpson yontemi ya da Gauss yontemiyle rahat rahat hesaplar yapabilir ve sonuglarini milisaniyeler icinde alirdi. Ama bunlarin 6nce Resim 2’deki program semasinda
goriuldugi tizere programlarinin yapilmas: (ki MADAS ATG-20’de Simpson yontemiyle kesin bir sonug elde edememesinin nedeni budur. Bkz. Web sitemdeki

“Mathematica Programlar:” adl1 5. meniiye) ve sonra NUSSE’de ¢alistirilmasi gerekiyordu. Galiba bundan kaginildi ve Romberg hesaplarint NUSSE yerine bir hesap
makinesinde (MADAS ATG-20) yapmayi tercih etti. Ama bu karar1 verdikten sonra ¢ok pisman olmus olmali. Ciinkii higbir niimerik integral yontemini ¢alistiramads
ve sonrasinda hibrit bir yéntem icat etmek zorunda kald1. Bu yonteme daha sonra onun adi yani “Romberg Integrali Yontemi” adi verildi!

Romberg’in 11 ile imtihan1!

Romberg, tezindeki hesaplara gectiginde ilkin Fy, F, F3, Fy, Fs, Fg, F7, Fy trapez yaklagikliklarini hesaplar. Ama bunlardan 6nce F(a) = 1.570796327 ve F(b) = 0
degerlerini verir. Oyle gériiniiyor ki Romberg ilk ve son degerlerin hesabinda T = 3.141592653589 --- sabitini 10 basamaktan fazla aldi. Ciinkit MADAS ATG-20'nin
kapasitesi 10 basamak idi ve 6tesindeki rakamlar1 gosteremiyordu!

Bilindigi izere Romberg trapez yaklasikliklarinin hesaplarina gegmeden once ilkin,

T g T g T T
(6) F(a) =+ Cos (E.a) = - Cos (E' 0) = 7-1 =5 = 1570796327
degerini hesapladi. Ama bu islemi MADAS ATG-20 ile yaptiginiz zaman, o size bu islemin sonucunu g = 3'14152& = 1.570796326 olarak verir. Ornegin, Robert
Marvik MADAS ATG-20’de m igin 355/113 bolme islemini yapt: ve makine tikir tikir 3.141592920 sonucunu verdi (ki giiniimiizdeki hesap makineleri bu sonucu

yuvarlatmadan dolayr 3.14159292 olarak verir. Bkz. “Casio FX-702P”). Ama m = % = 3.14159292035 -+ sonucundan goriildiigii tizere 9. ondaliga devretme

olmadigindan makinenin giiniimiizdeki hesap makinelerindeki gibi yuvarlatma isleminin yapip yapmadig: anlasilmaz. Ancak Marik bir diger hesabinda ayni islemi

bu sefer 6 ondalik olacak sekilde yaptig1 zaman, makine 3.141592 sonucu verdi. Demek ki MADAS ATG-20 giinimiizdeki hesap makinelerindeki gibi yuvarlatma islemi
yapmiyormus. Ciinkii eger 6yle olsaydi, makine 3.141592 yerine 3.141593’11 gosterirdi!

Bununla birlikte Romberg, Fg , = F, son trapez yaklasiklikligini hesaplarken karsisina yine m ¢ikt1 ve bu sefer 4’e bolerek su sonucu buldu:

F(a) + F(b) F®)+FU)=ﬁL%+ng(%J)

3.141592653  1.5707963265
7 - -0 2 N

(7) Fy=(b—a). . -

IR

=g = 0.78539816325 = 0.785398163.

Burada suna dikkat ediniz: Romberg, g i¢in eger (6)’daki sonucu alsayd: su sonucu bulacaktu:

TT
@ F, = n_ 7 1570796327
0747 2 2

R

= 0.7853981635 = 0.785398164

Tamam, MADAS ATG-20’de 1.570796327’yi 2’ye boldiiglintiz zaman yine 0.785398163’ti bulursunuz ama m'nin tiim basamaklarini dogru girip 2’ye bolseniz bile,
1.570796327’yi goremezsiniz! Ya da tersini disiinelim: F(a) = g = 1.570796327 islemindeki w’yi bulmak isterseniz m = 3.141592654 sonucunu bulursunuz ki

gliniimiizdeki 10-basamakli tiim hesap makineleri yuvarlatmayla su sonucu verir (Bkz. “Casio FX-603P”):
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Resim 3. Universitedeyken bunun bir alt modeli Casio FX-880P’yi kullaniyordum. Her ikisinde de 7 tusu ayn1 yerdeydi ve ekrandaki 7 degerini goriintiileyebilmek i¢in SHIFT"e
bastiktan sonra sag alt kosedeki sagdan 2. tusa basmaniz gerekiyordu!

Fakat bu sonug¢ m'nin tiim basamaklarini, en azindan son basamakta, dogru gostermez. Yani (6)’da bir yuvarlatmanin yapildig: agiktir ama bunun Romberg’in mi
yaptig1, yoksa Oslo’daki Ole Amble’a telefon agarak bu islemin NUSSE’de mi yaptirildig: belli degil! Ama bana kalirsa Romberg elle diizeltti!

Peki Fujino, Romberg ile neden goriismiistii?
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Bu konuda hicbir agiklama bulamadim ve elimdeki 2 sayfalik Fujino'nun Romberg ile roportajinda da herhangi bir agiklama goremedim. Orada Fujino, Romberg ile
goriigmeye 1996 nin Haziran’inda karar verdigini ve bunun i¢in Nagoya Universitesi'nden Prof. Mitsui Enomito ve Prof. Rolf Rannacher ile iletisime gecerek su sonuca
ulasir: “E-postay: yazan profesor de (Prof. Rolf Rannacher) Amerikalilar gibi ‘Romberg Integrali’ terimini kullaniyordu. Prof. Romberg’in Almanya’nin yakin tarihinin
talihsiz firtinasiyla birlikte siiriiklenip giiniimiizde hayatta olan biri oldugunu 6grenince birden onun hayatina ilgi duymaya basladim. Bu sebeple, yukarida belirttigim

teze ulasinca ve literatiir arama sisteminde profesoriin diger ¢alismalarini arastirinca, gercekten de 70°li yillarda Heidelberg iiniversitesine mensup oldugunu fark ettim.
Ayrica, isminin ‘Werner’ oldugunu buldum fakat bundan daha ileriye gotiirecek bir ipucuna erisemedim.”

Bu agiklamalara gore Fujino'nun Romberg ile goriismesi, sadece onun hiimanistliginden yani insancilligindan kaynaklaniyormus. Ama gergek bu degil. Toplanin
bakalim: RIK 3’teki 2. Béliim’iin girisinde Takebe ve Tiirk-Japon liskileri'ne 1.25 sayfa (A4’te 2.5 sayfa) ayirmis ve RiK 4’teki 2.4.1’de de Takebe'nin algoritmasini
orijinal ¢alismadan modernlestirerek giiniimiize aktaran Naoki Osada’dan bahsetmistim. Peki bu makalelerde Takebe’ye neden bu kadar ¢ok yer verdim? Ciinki
giniimiizde “Richardson Ekstrapolasyonu” olarak bilinen ekstrapolasyonun 1710’da, muhtemelen 1695’ten 6nce, Takebe tarafindan kesfedilmis oldugunu
dgrenmistim ve bunun izini siiriiyordum. Iste Fujino'nun da Romberg ile goriigmesinin asil nedeni, Edo déneminin matematik¢ilerinden Takebe Katahironun
anisinin izini stirmekten bagka bir sey degildi. Ama o, bu izi stirerken Rombergin dramatik hayatindan etkilendi ve bu goriis agir basmaya basladi. Yukaridaki
agiklamalar1 bunu gosterir!

igimizdeki Seytan!

Bu arada kimsenin i¢inde bir ukde kalmamasi i¢in suna bir bakalim: “Terzi, kendi sékiigiinii dikemez!” Ne demek bu? Ornegin, diinyada o kadar matematikgi var ve
hi¢ kimse 1955’e kadar bu yontemi géremezken neden Romberg gordii? Peki Romberg, 1955’te (2.43) ile Tablo 2.4’iin ilk siitunundaki sonuglari elde ederken, (2.44)
ile ikinci siitundaki sonuglar1 ve genelde de (2.34) ile diger siitunlardaki sonuglar1 neden veremedi? Bu soru diger matematikgiler i¢in de gegerlidir. Kaldi ki Romberg

¢ogumuza nasip olmayacak 94 yil (1909-2003) gibi uzun bir siire yasadi. Bu konuda Fujino, Romberg ile yaptig1 roportajin girisinde sunlar1 soylityordu: “1996 yazinda
Danimarka’daki toplantidan bir giin 6nce Almanya’nin Heidelberg sehrinde Prof. Werner Romberg ile goriistiik. Prof. Werner Romberg 1955 yilinda bir integral metodu
olan “Romberg Integrali’ni diinyaya duyuran kisidir. Profesor su an olduk¢a yash, 87 yasinda, fakat eli ayag: tutuyor. Kendisiyle cesitli konular iizerine konusma firsatim
oldu.”

Tam burada duralim, ¢iinkii Knut Hamsun Hitler ile goriismeye gittiginde 84 yasindayd: ama bir Viking gibi karsisinda dimdik duruyordu. $Simdi buradan Hamsun’u
elestiren tiim Norveglilere soruyorum: Bugiin Norveg'te 84 yasinda kag kisi su sekilde ayakta durabiliyor? Gergekten merak ediyorum!

R - " 5 --:;;..___
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Resim 4. Knut Hamsun 29.06.1943’te Hitler ile gerilimli toplanti 6ncesi Fornebu’da Ulusal Komiser Josef Terboven tarafindan karsiland1 (Bkz. “Hamsun stottet tyskerne under krigen™).

Ancak Hamsun, elini 6pen Terboven’in rejimini siddetle elestirdi ve Hitler ile tanigtig1 zaman da Norveg isgalini elestirme firsat: buldu!

Ne ilgingtir ki 1996 yapimi1 “HAMSUN” filminde Hamsun’u canlandiran Max von Sydow (*) RIK 3’ii web sitemde yayimladiktan 27 giin sonra 6ldii ve ondan geriye
kalan RIK 3’iin 6. sayfasindaki resimden goriildiigii iizere Hamsun, gercekten de Hitler'in kargisinda ayakta durabiliyor ve onunla tartigabiliyordu. Baglangicta 2 saat

olarak planlanan ama Hamsun’un Norve¢'in Yeni Avrupa’da yer almasi isteginin Hitler tarafindan reddedilmesi ve toplantiy1 terk etmesiyle 45 dakika stirdti (Bkz.
“Hamsun: His meeting with Hitler”). Buna gore Hamsun bir hain degil Yahuda (Judas) gibi bir kahraman oldugu sonucu ¢ikar!

Kusura bakmayin, araya Hamsun girdi. Simdi kaldigim yerden devam edersem, RIK 3’te (2.34) ve RIK 4’te (2.39) ekstrapolasyonunu her 2 dosyadaki Alint1 2.1’in
altinda soyledigim gibi Romberg 05.02.2003’te 6ldiikten sonra 2003 yazinda yazmistim. Bu, Batr’da “Richardson Ekstrapolasyonu” olarak anilan ekstrapolasyonun

«

(*) Max von Sydow’u Lars von Trier'in “Europa”sindan tantyordum (Bkz. “The Making of EUROPA”). O, bu filmden 20 y1l sonra, 64. Cannes Film Festivalinde “Hitler’i anliyorum! O
kadar iyi bir adam degil ama onu ¢ok iyi anliyor ve ona biraz sempati duyuyorum.” dedi. A¢iklamalarina gore filmin senaryosunda kendi ailesinden esinlendigi anlasiliyor. Tipki
“Epidemic (Salgin)” filminin 36:19’undaki “Tredie Dag-Tyskland (3. Giin-Almanya)” bolimiinde oldugu gibi.
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genellestirilmis sekillerinden sadece biri idi. Romberg ve digerlerinin bunu gérememesini “Terzi, kendi sokiigiinii dikemez!” soziiyle kiigiik diisiirmeye ¢alismak, bir

cocukluk hastaligindan baska bir sey degildir. Clinkii onlarin yanildig1 nokta su idi: “Sans ve Rastlantinin Matematigi: Olasilik”. Bildiginiz gibi en bityiik kesif ve icatlar
sans ya da tesadiif sonucu ortaya ¢ikmustir. Peki buradaki sans ve tesadiif ne anlama geliyor? Galiba bunu en iyi aciklayan s6z Louis Pasteur’tinkiidiir: “Sans, yalnizca
hazir olan zihinlere giiler!”, Bkz. “KHAFRE’NIN DEFIN ODASI VE DEFIN ODASINA GIDEN YATAY KORIDOR”, S. 11. Ama bu s6ziin orijinali “Gézlem sahasinda
sans, yalnizca hazirlik zihinlerden yanadir!” oldugundan Louis Pasteur, gozlem sahasinda sans ya da tesadiifiin ¢aligma sirasinda birdenbire ortaya ¢iktigini ve bunu

da ancak hazir zihinlerin gorebildigini soylemistir. Bu durum piramitlerde de gecerlidir. Yani piramitlerde ilkin gozlem yapilir ve sonra 6lgtimlere gegilir. Yolu
kisaltacak olan yegane sey, gozlem sirasinda isabetli tahminlerde bulunmak ve bunlarin dl¢timleri anlamlandirmasini, dolayisiyla kolaylastirmasini saglamaktir.
Ornegin, Smyth, en biiyiik performans gosterdigi “Life & Work At The Great Pyramid During The Months of January, Februaray, March and April, A.D. 1865” kitabina
neden “NUMERICAL OBSERVATIONS (SAYISAL GOZLEMLER)” ile bagladi? Ciinkii piramitlerde gozlem demek her sey demektir. Onsuz yapilan 8l¢iimlerin bir
anlami olmaz. Smyth orada diyor ki: “Ben Biiyiik Piramit’teki mevcut tiim yapilar: élctiim ama bunlar dogru olmayabilir. Ciinkii bu 6lciimleri Eski Misir Olgiileri’ne

(RC) gore degil Ingiliz In¢’ine (BI) gore yaptim. Bu nedenle bunlardan bazilari gercek, bazilar: da gercege yakin olabilir!” Demek ki Louis Pasteur’iin gozlem sahasindan
elde ettigi sonug, aslinda ¢aligmanin tiim agsamalarinda gecerliymis. Ama basar1 ortaya ¢iktiginda bunu kimse agiklayamaz. Ciinkii bagarinin mazereti olmaz. Basari,
basaridir yani. Buna gore lineer ekstrapolasyonlardan (2.34) ya da (2.39)’da sans ya da tesadiif yanimda degildi. Clinkii bu ekstrapolasyon, 2003’te E-ATA 1
Algoritmalar’'nda ulagabildigim en son ekstrapolasyon idi (Bkz. “Onsiz”, S. 6, son paragraf). Yiiksek mertebeden ekstrapolasyonlardan p2-inci Mertebeden
Ekstrapolasyonu’'nda ise sans baglangigta ortaya ¢ikmisti ama onda ayni giindeki Giza Piramitleri Oturum Plant’nin kesfi nedeniyle dagilmistim (Bkz. “RIK 47, S. 40-
43). Fakat 2017 yazinda bu ekstrapolasyon i¢in epey calistim. Yani goriiniis sizi aldatmasin, icerigi olduk¢a karisiktir. Kesifle ilgili olarak Hawasst 6rnek vermem,
Smyth gibi piramitlere olan agir1 diigkiinligiimden kaynaklaniyor (Bkz. “RIK 4/Msir’in En Biiyiik Kesfi: Firavun KHUFU nun Teknesi”, S. 44. Orada “... KHUFU nun
Hanedanligina ait...” ifadesi olacakti, diizeltirim). Yoksa bu is KHUFU nun teknesini bulmaya benzemez! Bizde bir s6z vardir: “Nazar etme ne olur, ¢alis senin de olur!”.

Dikkat ederseniz buraya kadar bilgisayarlarin gelismesine paralel olarak Romberg’in tezindeki hesaplarin nasil yapilmis olduguna iliskin bilgiler verdim. Onun bu
konudaki 6gretmeni Norve¢’in ilk veri yoneticisi Ole Amble idi. O, Romberg’'e “Vereinfachte numerische Integration (Basitlestirilmis Sayisal Tiimlev)” tezindeki bilimsel
hesaplar i¢cin MADAS ATG-20’nin yeterli oldugunu soyledi ve bu arada “O. AMBLE: A set of formulas for numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v.
25,1952, p. 38-41. MR 14, 907” adli kendi tezini de verdi. Simdi Romberg’in anlatimina gore Ole Amble’1n tezini 4 sayfalik “Ole Amble Algoritmasi, 01.02.2019” adl1
makalemde bulabilirsiniz. Ama tam makalemi asagidaki haber nedeniyle Norvegli sanat¢ilarin @ivin Fjeld ile yaptig1 dayanismasinin tiim diinyaya 6rnek olmast igin
burada verdikten sonra aklima Ole Amble’in algoritmasinin genellestirilmis ve sadelestirilmis sekli geldi. Hi¢ isenmedim, yaptim. Daha sonra aklima Rombergin
tezindeki tablolar arasindaki elemanlar arasindaki iliskileri vermek geldi. Ciinkii (1.78) bagintisini, dolayisiyla (1.79)’daki sonuglar1 makalemden beri biliyor ve bunun
uzantilarini merak ediyordum. Bu aragtirmanin sonucunda (1.86) ve (1.89) esitlikleri ortaya ¢ikti. Bu sonuglarla birlikte (1.77), (1.80) ve (1.81)’i de (1.76)’dan dolay:

yeni buldum. Hi¢ sakasi yok, Google’da “Ole Amble” yazarsaniz (ki bunu anahtar kelime ya da kelimelerle aramaniz daha iyi olur) karsiniza toplam 116 linkten 1
Tiirkge, 3 Ingilizce ve 8 Norvegce link ¢ikar. Bu linklerden tek Tiirk¢e kaynak benimkidir ve en bagta (8. Sira) listelenir. Ingilizce olan linklerde kayda deger sadece “The
Pioneer Era In Norwegian Scientific Computing (1948-1962)” dosyast vardir. Norvegge linklerini ise ¢evirmeniz gerekir ki ¢eviriler oldukea kétiidiir ve bu, sizi yildirir.

Ama ben 6yle yapmadim; hi¢ tisjenmeden arastirdim, ¢evirdim ve Ole Amble’1 makaleme ek olarak burada yayimladigim EK I’in girisinde en miikemmel sekilde
tanittim. Goreceksiniz, Ole Amble’1 orada taniyinca siz de seveceksiniz. Bu arada kotii bir haber geldi: Romberg’in tezinde oldugu gibi makalem ile Ole Amble’1n tezini
karsilastirmak icin Prof. Byrnjulf Owren’e bir e-posta gonderdim (30.05.2021, 7:54) ama 09:16’daki yanit e-postasinda ne yazik ki elinde mevcut olmadigini soyledi!

Gitar Doktoruna A-ha Ovdiisii: Qivin Onuruna

Fjeld’in boynundaki eski bir kiriginin her gegen giin kétiiye gitmesi, onun ¢alisamamasina, dolayistyla gitar ¢alamamasina neden oldu. Dengesi bozuldu, viicudunun
yarist uyustu, kolu uyustu ve artik parmaklarinda hi¢bir his yok. @ivin Fjeld, G-Sharp’1 gelistiren ve inga eden adamdir. Diinyanin dort bir yaninda miizisyenlerin
benimsedikleri kiiciik bir elektro-gitar Fjeld’e sohreti getirdi ama zenginlik getirmedi. $imdi basta Norvegli sanat¢ilar olmak iizere diinyanin dort bir yanindaki
sanatcilar Fjeld’in ameliyati i¢in para topluyorlar.

|
Y

Dizi Calma: A-ha gitarlarla sa nede: Paul Waaktaar geleneksel 6 telli Magne GITARMEKKE: “Unni Wilhemsen beni gitar t(')'lyesinde zi);éret etti ve bu fotografi cekti”
Furuholmen ve Morten Harket ise kendi gitarlarryla ¢aliyorlar. diyor, @ivin Fjeld. Fotograf: Unni Wilhelinsen.

A-ha’nin elemanlari nefesli gitar: benimseyenler arasindadir. “Butterfly, Butterfly”datim  Fjeld, “Bu kadar ¢ok sanat¢inin begenmesi giizel” diyerek soyle devam ediyor: “Kendi
gitar pargalar: gitarla kaydedilir ve bu sahnede ayni enstriimanda ilk ve tek sefer birlikte  imza modelini isteyen Mark Knopfler’dan bir telefon aldim. Elton John’un gitaristi Davey

¢aldiklar1 bu kiigitk nefesli gitarlar oldu. Johnstone’da birkag tane var. Elton’a hediye olarak aldigi 70 yillik piyano motifli bir tane
Magne Furuholmen, Fjeld icin Dagbladet'e bir e-posta gonderdi. siparis etti. Guns N Roses'daki Richard Fortus'ta en az bir tane var. Ve Paul Waaktaar

A-ha'da bunu ¢ok kullaniyor.”
Simdi makaleme gegersem ulastigim sonuglar1 soyle 6zetleyebilirim:
K, ve T, icin Indirgeme Formiilleri
Oncelikle agagidaki makalemde her bir teorem ya da onun parcalarini olusturan formiillerde tarihler vardir. Bunlar o bilgilere hangi tarihlerde ulagildigini gosterir.

Ornegin, bu tarihlemeye (datum) gore Teorem 1.2 ve bu teoreme iligkin aritmetik ortalama i¢in Teorem 1.5’teki ispat1 10 giinde vermis oldugum sonucu ¢ikar. Bu 10
giinliik stirecin nasil isledigini burada anlatirken Teorem 1.1 ve Teorem 1.3’teki (ki Ty harig) siireglerin nasil isledigini makalemde daha detayl gorebilirsiniz.
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https://www.youtube.com/watch?v=gmxhNu1Xy98
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https://www.dagbladet.no/

Onsoz

[lkin, Teorem 1.1’in RIK 4’te 2 farkli ispatin1 vermistim ve buradaki ispat o sirada da kafamdaydi. Bu, (3) ya da (4)’e gére bilinen en kolay ispattir. Ama kaynaklar bu
indirgemeden bahsetmez. Ciinkii bu sekilde hi¢ diistiniilmedi! Ancak (1.1)’deki K, trapez formiiliiniiniin,

a+b £(a) + f(b) i
(9) K, = h,f thy 2 Ty (f(a + khy) + f(b — khy))
)20,y

seklinde de yazilabildigini goriince (25.04.2021, 14:29:46) her sey ilging olmaya baslad: (ki bu esitlikteki ilk 2 terimde fnin bir lineer fonksiyon goériintiisii ¢tkmis
olduguna dikkat ediniz). Ciinkii bu, K, ’nin,

“14: 16. Sen (Moses) degnegini kaldir, elini denizin iizerine uzat. Sular yarilacak (Kizildeniz 2’ve biliinecek) ve Israilliler kuru toprak iizerinde yiiriiyerek denizi gececekler
(14:16. And you, raise your staff, and stretch out your hand over the sea, and divide it so that the sons of Israel may go in the midst of the sea on dry ground)”

olayindaki gibi [a, b] araliginin x,n-1 = % orta noktasina simetrik olan noktalara gore yazimini gosteriyordu, dolayisiyla yeni bir ¢ikarim idi!

Bu konuda A-HA’nin s6z yazar1 Pal Waaktaar-Savoy, hayatini ve sarkilarini anlattigis “Tears from a Stone” adli kitabinin 27-28. sayfalarinda sunlar1 soyler:

Resim 5. Pdl Waaktaar'in Oslo’daki genglik yillarindan kalma resimler. Soldakinde saglarinin sar1 renkte oldugunu fark edebilirsiniz.

“Pal’'un ablas: Tonje’nin odasinda hi¢ kullanmadig bir gitar vardi. Pdl, ilkin kendi kendine akorlari 6grenmeye ¢alistyor: ‘Bir sonraki adim, farkli melodilerin hangi
akorlara sahip oldugunu bulmaya ¢alismakti. Bir G notasi ¢alarsam, sonra bir G akoru ¢alardim, ancak bu kulaga tamamen yanls geliyordu. Tekerlegi yeniden icat
etmem gerekiyordu: Her sey nasil ¢alisiyor? Eger benim yaptigum gibi tamamen sifirdan baslarsaniz ve cevrenizde sarki yazma hakkinda hi¢bir fikriniz yoksa, melodilerin
yazilmasindaki matematigi cabucak tanirsiniz. Ve iste burada ilging olmaya basliyor’ (Pal’s grosse Schwester Tonje hatte in ihrem Zimmer eine Gitarre, die sie nie Nutzte.
Als Erstes versuche Pdl, sich darauf Akkorde beizubringen: ‘Der ndchste Schritt bestand in dem Versuch herauszufinden, welche Akkorde die verschiedenen Melodien
hatten. Wenn ich einen G-Ton spielte, dann spielte ich einen G-Akkord, aber das klingt voll daneben. Ich musste versuchen, das Rad neu zu erfinden: Wie funktionert das
Ganze? Wenn du aber komplett aus dem Nichts heraus anfingst, so wie ich es getan habe, und in deinem Umfeld keiner Ahnung vom Songwriting hat, erkennst du im

Schreiben von Melodien schnell die Mathematik wieder. Und da fingt es an, interessant zu werden.’)”
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Demek ki Pdl gitar akorlarint Hamsun gibi kendi kendine 6grenmis ve bunu yaparken matematigin gegerli oldugunu gérmiis (Bkz. “Temel Akorlar”). Fakat beni asil

sasirtan sey, Pal'un, “Diisiince Treni (Train of Thought)” par¢asini yazarken Gunvor Hofmo, Knut Hamsun ve Fyodor Dostoyevski gibi varoluscu yazar ve sairlere
dayandirilmasina iliskin o zamanki favorileri olarak lanse edilmesinin dogru olmadigini 6grenmem oldu. Ciinkii yine ayni kitabin bir diger pargasinda Hamsun, Pal'un
ailesinin, dolayisiyla kendisinin ve tabii ki bizlerin daima favorisi idi: “Bazi yazlar dért adam, arabayla Oslo’dan Isveg’e gecerek Hammerfest, Loppa ve Sandland’e dogru
dolambagli kuzeye uzun bir yolculuk yapti. Diger yillarda bir Hurtigruten gemisinde kuzeye gitti. Belki de Pal’'un metinlerinde doganin goriinmesinden kismen ebeveynler
sorumludur! Her ikisi de deniz kenarinda biiyiidii ve onlardan biri Tonje (Pal’'un ablasi) ve ailesiyle birlikte kuliibe turuna ¢iktiklarinda Hamsun siirinin (Not: Yitik
Ada’) baslangicini alintilamay: hald seviyor:

‘Sandalim kayiyor
Simdi denizde
Yemyesil kyili

O ada’ya dogru’

Hem Gerd ve hem de Olav (Pdl’'un ebeveynleri) hala Knut Hamsun’un eserlerini okuyorlar, ancak baba Olav ile tanistigimizda hemen Hamsun’un siyasi goriislerini
hi¢bir zaman paylasmadiklarina dikkat ¢ekiyorlar. Bilindigi gibi Hamsun, Hitler’in agik bir destekgisiydi ve 7 Mayis 1945°te, Norveg kurtarilmadan bir giin once, Nazi
Aftenposten’in aksam baskisini yazdi. Norvegli edebiyatc: Tore Rem, 2014’te Norveg'te ve 2016’ da Almanya’da basilan ‘Knut Hamsun’ adl kitabinda, 26 Haziran 1943’te
Hitler’in Beyern’deki Berghof malikanesinde gerceklesen Hamsun ile Hitler arasindaki goriisme icin ‘Hitler'e Yolculuk (Die Reise zu Hitler)’ tizerinde ¢alisti.

»Benim kii¢iik memleketimde herkes Nazilerden nefret ederdi, kimse onlara sempati duymazdi. Ama Hamsun’un Hitler’i olumlayan imajini unutursaniz, bence Hamsun
iilkemizdeki en biiyiik yazardir«, diyor Olav. (Einige Sommer nahm die vierkopfige den langen Weg in den Norden mit dem Auto auf sich, schlingelte sich von Oslo durch
Schweden hiauf nach Hammerfest, Loppa und Sandland. Andere Jahre reiste sie mit einem Schiff der Hurtigruten nordwirts. Sind vielleicht die Eltern zum Teil dafiir
verantwortlich, dass die Natur in Pdls Texten auftaucht? Beide sind nahe am Meer aufgewachsen und noch immer zitiert einer von ihnen gern den Anfang des Hamsun-
Gedichtes (Anmerkung: Schireninsel), wenn sie sich mit Tonje und ihrer Familie auf Hiittentour befinden:

‘Nun gleitet das Boot
zur Schdreninsel,

eine Insel im Meer
mit griinen Strdnden.’

Sowohl Gerd als auch Olav lesen nach wie vor die Werke Knut Hamsuns, jedoch weist Vater Olav bei unserer Begegnung umgehend darauf hin, dass sie Hamsuns
politische Ansichten nie geteilt haben. Hamsun war bekanntermassen ein erklirter Anhdnger Hitlers, und 7. Mai 1945, am Tag vor der Befreiung Norwegens, verfasste
der Abendausgabe der zu diesem Zeitpunkt nazistischen Aftenposten erschien. In seinem 2014 in Norwegen und 2016 in Deutschland erschienenen Buch ‘Knut Hamsun’.
Die Reise zu Hitler arbeitet der norwegische Autor Tore Rem die Begegnung zwischen Hamsun un Hitler auf, die am 26. Juni 1943 auf Hitlers Landsitz Berghof in Beyern
stattand.

»In meinem kleinen Heimatort hassten alle die Nazis, keiner sympathisierte mit ihnen. Das gab es nicht. Vergisst man aber das Bild von Hamsun, der Hitler begriisst, so
ist Hamsun meiner Meinung nach der grosste Schriftsteller unseres Landes«, so Olav.), Tears from a Stone: Pal Waaktaar Savoy von a-ha tiber sein Leben und seine Songs”

Dikkat ederseniz (9) no’lu formil (1.6)’daki 2. formiilden agik¢a gorebilmekle birlikte K’nin (1.1) ile ayn1 olan bir diger formudur. O zaman buna, formiildeki

noktalarin (apsisler) x,n-1 = % orta noktasina simetrik olduklarindan “K;,’nin Simetrik A¢ilim1” diyordum!

Sonra K, i¢in buldugum

2n-1

Ko Z
Kn=F+hn f(a+khn),
k=1

2n71-1
K a+b
(1) =2+ hnf( > ) +h, z (f(a + khy) + f(b — khy)),
k=1
n-2_ n-1_
Ko a+b 3a+b 2 ! a+b ? !
=2+ hnf(T) + hnf< ) ) +hy, Z f(a + khy) + f(T - khn> +hy, z £(b — kh,)
k=1 k=1
formiillerini karsilagtirdim ve (1.14)’teki formiillere gore T,, i¢in su formiilleri buldum:
211
a+b
T, = hnf( - ) +hy, z (f(a + khns1) — fa + khy) + £(b — khny)),
(11) o .
a+b a+b
- hnf( ) ) +hy, Z f(a + (2k — Dhy, ) — f(T +(k— 1)hn) +hy > f(b—Kkhy,,).
k=1 k=1
Bunlardan sonra aklima Owrer’in (1.45)’te verdigi ilk formiil geldi ve T},’yi bir de oradan bulayim dedim:
2n1-2
a+b a+b 1 1
(12) T, = hnf<T+ hn+1) +hnf<T_hn+1) + h, 2 f(a+ (k+§)hn) + f(b - <k+§)hn) .
k=0

Ama bu formiildeki toplamin alt sinir1 0 oldugundan K,,’yi de ayni sekilde yazmalrydim:
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2h-1_g

f(a) + f(b) a+b a+b a+b
Kn=hnT—hnf( 3 )+hn 2 f<T+khn>+f(T—khn> ,

(13) - k=0
a+b a+b a+b
— h, 2, f<T+ khn) + f(T— khn) _ hnf( - )

Iste 5 giindiir bu formiillerle bdyle oyalandim. Ciinkii bunlar (1.14)’teki trapez ve orta nokta formiilleriyle ayni ama farkli bir formda olduklarini, dolayistyla farkl: bir

hesaplama metodunu gosteriyordu. O sirada bu formiilleri yeterli gériiyordum, yani bagka bir form aramay: gerek gérmiiyordum. Fakat ayni formiiller i¢in bagka
formlar s6z konusu olunca, bunlarin o formlarda yazilmasindaki matematigi tanimamiz gerekiyordu ve iste her sey burada ilgin¢ olmaya basliyordu!

Nihayet (Endelig) 30.04.2021, 19:55:47°de K, ’yi (1.13)’te 2. kez genellestirdim (Y.N. Tarihteki siirenin saniyesine kadar yazmam, (1.13)tin Mathematica’daki
onaylandig1 datumu gosterir). Ve arkasindan da (1.17)’yi buldum. Gerisi gorap sokiigii gibi geldi... Belki inanmayacaksiniz ama, K; ve T,’i genellestirdigim
(1.18)&(1.19)'u asagida anlattigim gibi, ancak onlardan biraz daha karmagik sekilde yalnizca p = 1,2 igin yani 2 adimda buldum. Fakat Teorem 1.3’teki K’yi
genellestirmem o kadar kolay olmadi. Ciinkii (1.21) resmen bana okuyordu ya da ben ona meydan okuyordum (ki o sirada Tg' yoktu). Ama 2 giin siirse de onu da
genellestirdim.

Bir diger meydan okuma Teorem 1.5’te gecen Teorem 1.2’nin ispatinda oldu. Ciinkii (1.18)’deki K, ve (1.19)’daki T,,’'nin aritmetik ortalamasinin K, oldugunu
(1.20)°den biliyor ve goriiyordum. Fakat orada takildigim nokta (1.65) degildi;

p—1 pn-m-1_4 1 p—1 pn-m-1 )
(14) Z Z f<a + <2n m (k + E)) hn> - f<a + <2n—m (k - E)) hn>
m=0 k=0 m=0 k=1
esitligi nedeniyle (1.65)’teki 2. aritmetik ortalama yerine,
1 p-1gn-m-i_q p-1gn-m-1 1 p-1gn-m_q
15) 3(h Y D fa+ @M -Rh)+h, Y > f<a + <2n—m - (k - E)) hn> Shny ) ) @+ @V =0k
m=0 k=0 m=0 k=1 m=0 k=0

aritmetik ortalamasini mi1 kullansam, diye bir oyalanma i¢indeydim. Ama aragtirmalarim (1.65)’i vermemin daha dogru oldugunu ve buna karar verdigim zaman
Mathematica, 05.05.2021, 18:52:24’{1 gosteriyordu!

Fakat buraya kadar anlattiklarim sag alt kosede adimdan sonra verdigim gibi 30.05.2021, 01:20 tarihine kadar bilgilerdir. Ciinkii 02.06.2021’de Teorem 1.4 s6z konusu
olunca tiim teoremleri yeniden ele almam ve onlari siraya koymam gerekti. Bunlardan son olarak Teorem 1.4’te K, ve T, i¢in genel indirgeme bagintilarini verdim.
Ky, (1.22)°de ilkini Teorem 1.1’de verdigim 2. indirgeme bagintisinin genellestirilmis seklidir. Teorem basliginda anilan siire, daha gok teorem ve ispattaki formiillerin
Mathematica’da onaylatilmasinda harcanan siireleri gosterir.

Ozetle bu 6ns6zii ya bastan ele alacaktim ya da giincelleyecektim. Ben de dyle yaptim ve bdylece hem dogal akisi bozmamis oldum, hem de okuyuculara kesifleri izleme
ve bunlarin nasil gergeklestigini gorme sansini1 vermis oldum. Yani nasil ki matematigi annemizin karninda 6grenmediysek, asagidaki kesifler de 6yle birdenbire ortaya
¢tkmadi. Sorgulaya sorgulaya, aragtira arastira ve bir anlamda kendimle tartisa tartisa ortaya ¢ikt: bu kesifler. Gerisi sizin hayallerinize kalmus!

D. PAMUK TULUM-15.06.2021, 19:00.

D. PR L LIV

Dijital olarak imzalayan
DERYA DERYA PAMUKTULUM

PAMUKTULUM Tarih: 2022.07.13

19:42:27 +03'00°


https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
https://www.aftenposten.no/kultur/i/xz3j/aftenposten-taus-om-aarhundrets-nyhet
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf

K,, ve T, I¢in Indirgeme Bagintilar: TA MA MLA NDI

“Tiimevarim yapana kanat takmamali, kursun baglamalidir”, Lord Francis Bacon.

Teorem 1.1 (Ilk Indirgeme Bagintis, 18.11.2016, 17:00). ¥n € N i¢in K;,’nin K,’a indirgenmesinde su bagint1 gecerlidir:

2n—1

K
(1) Kn=0+hy 2 f(a + kh,).
k=1

Fakat tiim Niimerik Analiz kitaplarinda ve programlarinda, hig istisnasiz, RIK 4’teki (1.14)’teki formiiller geger. Oysa bu formiillerden ikincisindeki K, trapez

yaklagiklikligini ispatlamak ve hesaplamak (1.1)’dekine gore daha zor idi!
Peki ilk trapez formiilii nasil ortaya ¢ikmusti?

Cok basit, ¢tinkii Teorem 1.2°deki ispatin tersine gore (1.14)’teki T,, orta nokta formiilii Riemann integralinden yani dikdortgenlerin alanlarinin toplamindan kolayca
elde edilebildiginden (bkz. “Pratik Metot”, S. 17) ve (1.20)’deki aritmetik formiilii gegerli oldugundan (1.14)’teki K, trapez formiiliinii verebilmek kolaydir. Bu, trapez
formiiltiniin ¢ikis yeri olmakla birlikte bilinen en kolay ispat (dolayli ispat) iken Teorem 1.1’deki ispata (dogrudan ispat) bakarsaniz daha zor goziikiir. Yani ispat bakis
agisina gore degisir. Fakat ilk trapez formiiliintin kullanimi Romberg ten beri hi¢ degismedi (Bkz. (1.24) ve (1.35)). Bu sonug ise (1.14)’teki formiillerin tiim kaynaklarda
neden gectigini agiklar!

Peki (1.1) formiiliinii bulabilmemiz i¢in ne yapmamiz gerekiyordu?

Oncelikle ister inanin ister inanmayin (1.1) formiilii biliniyordu ama bu sekilde degil (Bkz. “Numerical Methods In Multiple Integration”, S. 31, PDF’de 55, (3.5.1)).
Yani anilan kaynaktaki (3.5.1) formiilii “indirgeme” anlaminda kullanilmiyordu. Teorem basliginda anilan tarihte ise trapez formiiliinii bu sekilde yani indirgeme

formiilii olarak bulmustum ve hep bu sekilde kullanmaya devam ettim. Asagidaki teoremler trapez formiiliine neden hep bu sekilde baktigimi agiklar niteliktedir. Ama

(1.1)’in 6nemini bagtan beri biliyordum ve Teorem 1.3’te 2 farkl ispatini vermigtim (Bkz. 1. Yol ve 2.1. Yol). Ancak bana gore en kolay ispat agagidakidir.

Ispat. Genel olarak K, igin Ons6z deki Owren’in 6nerdigi (3) ya da daha dogru bir ifadeyle (4)’ten

2n 201 2n_1
f(a+ 0.h f(a+ 2™.h f(a+ 0.h,) +f(a+ 2" h fa) +f(a+b—
k=0 k=1 k=1
24-1 f(a) n f(b) 27 -1 24-1

201
K K
———+h, Z f(a +khy) = hy. =2 + 2 f(a + khy) = 2 + by Z f(a + kh,)
=1 0 k=1 k=1

+h, Z f(a +kh,) = hy,
k=1

esitliklerine gore
2"-1

K
(12) Ky=z0+hy z f(a + kh,)
k=1

sonucu gegerli olur.

Teorem 1.2 (Trapez Yaklagikliklarinin [a, b] Araliginin Sol Yarisindaki p Tane Ardisik Orta Noktaya Simetrik Olan Noktalara Gore A¢ilimlar1). Vn,p € N,p <
n i¢in K, ve T}, yaklasikliklari i¢in su formiiller gegerlidir:

2np p—1n-m-i_g

K
Kp = -2 +h, Z f(a + khyp) + hy Z Z f(a + hy — khy),
k=0 m=0 k=0
(13) by A

1
1 1
0 =h, z f(a+(k+§>hn>+hn Z f<a+hm—(k+§)hn)
k=0 m=0 k=0

Ispat. flkin RIK 4’teki (1.22)’nin ilk esitligindeki ya da buradaki (1.1)’deki K, ve (1.45)’in ikinci esitligindeki T, trapez yaklagikliklarini [a, b] araliginin orta noktasina
gore acalim. Bunun igin eger Vn € N7 i¢in (1.1)’deki K},’yi [a, b] araliginin orta noktasina gore agarsak,

2n 2n—1_1 211
K, = h,, z £(xy0) = hy, z £(x,) + hyf(xpn-1) + hy z £(x,) = A, + hyf(xpn1) + By,
k=0 k=0 k=2P-141
=:Ap =:Bp

toplamindaki A,, ve B,’deki x, = a + khy, ve x,n_ = b —kh,, (kix,n_ = a+ (2" — k)h, = a + 2"h, — kh,, = a+ b —a — kh,, = b — kh, ’dir) apsislerinin

xk+x2n_k=a+khn+b—khn=a+b

(14) Xon-1 = 2 2 2

orta noktasina gore simetrik ve

2n1-1 2"
[, =, D o =hy ) fon),

(1.5) e ity
Bo=hn ) i) =hy D fCn )
k=20-141 k=0

esitliklerinin gegerli olduklarini goriiriiz.
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K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilart

Bu durumda

on-1_1 on-1_1q on-1_1 on-1_1
B f(xo) f(xzn)
Kn = An + hnf(in—l) + Bn = hn f(Xk) + hnf(in—l) + hn f(in—k) = h f(Xk) +h f(XZn 1) + h 2 hn f(in_k)
k=0 k=0 k=1
2n—1_1 211—1_1 211 1 -1 2n—1_1
f(xq) f(x n) f(xq) + f(x n)
—h, < ) hgfgns) + iy z £(x,) + hy, z f(xpn_p) = hn% 4 hy f(xpnt) — hyf(xg) + hy z £(x,) + hy, z £(xpn_1)
=1 =1 k=0 =1
2n1-1 2n1-g
f(x,n) — f(xq)
= h 2 By f(n) + Z £(xy) + hy, 2 f(xn_10)
k=0 k=1
esitliklerinden
2ni-g 2n1-1
f(x,n) — f(xq)
K = by~ hofxyn-1) + by 2 £(x,) + hy, Z £(xpn 1)
(1.6) it e,
f(b) — f(a) a+b
=hnT+hnf( - ) z f(a + khy) + hy, z £(b — kh,)
k=1
sonucu gegerli olur (25.04.2021, 14:29:46).
Ayni sekilde Vn € N* i¢in (1.45)’in 2. esitligindeki T;,’yi de [a, b] araliginin orta noktasina gore agarsak,
2n—1 21y 21
T, = h,, 2 f(xk%) —h, 2 f(xk%) + hnf<x2n_1+%) +hy, Z f(xk%)
k=0 k=0 k=2n-141
=:Cp =:Dp

toplamundaki C, ve Dy'dekix, 1 = a + (k+ 1) hy ve Xon_(1s2) = b~ (k+2) by (i Xon_(is2) =+ (2'1 —(k+ %)) hy=a+2"h, — (k+2)h,=a+b—a-

2 2

k+2)h, =b— (k+2) h,’dir) apsisleri
2 2

1
. St () _at (Kt g) i+ b= (Kt )b _a+
( . ) Xon-1 = 2 = 5 = >
orta noktasina gore simetrik ve
2h71-2 2"-1
C, =h, z f(Xk_'%) =h, . f<X2"—(k+%))’
(1 8) k=0 k=20-141
2h-1 2n"1_2
D, = h, f(x 1) — h, f(x 1)
kt5 2"~ (k+5
kefiipg 2 k=0 (12)
esitlikleri gecerli olur ki buradan
20— 1_ 21’1—1_2 21’1—1_1 21’1—1_1
T,=C, +h f( - 1) 2 ( )+h f(xn_ 1>+h Z f(xn 1)=h Z f(x 1>+h Z f(xn 1)
n n n 1 L n 2 1+E n - 2 —(k+7) n - k5 n & 2 —(k+7)
esitlikleri geregince
2"l 2"l
T, = h,, Z f(xk+%)+hn Z f(xzn_(k%))
k=0 k=0
(1.9) =0
= h, (f( (i+2)ha) +£(b = (14 5)n ))
k=0

sonucu gegerli olur.

ikinci olarak ¥n € N, 2 < n i¢in K;;’nin (1.6)’daki formiiliinde h, .2 ;, ~1f(xy), dolayistyla h Zk 0 f(xk) toplamini [a b] araliginin orta noktasina gore agarsak,

on-1 on-2_1 on-1
hy, 2 f(x,) = hy, Z £(x,) + hyf(xpn-z) + hy 2 f(x,) = Ep + hyf(xyn-z) + F,
k=0 k=0 k=20"2+1
=:Ep =:Fp
toplamindaki E,, ve F,’deki x, = a + khy, ve xyn-1_y = @ —kh, (kixyn-1_ =a+ (2" 1 =k)h, =a+2""th, —kh, =a +222 _ kh, =2 _ kh,’dir) apsisleri
a+b a+b
110 XXy Atk +——H——khy at——— x,4+x;1 3a+b
( . ) Xon-2z = 2 = 5 = 5 = > = 2

orta noktasina gore simetriktirler ve
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K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilart

on-2_4 on-1

E, =h, Z f(x,) = hy, 2 f(xpnm1_y),
k=0 k=2"-241
(111) =0, 2
F, = h, z f(x,) = hy, z E(xpne1_y)
k=20"241 k=0
esitlikleri gegerli olur.
Su halde
on-1_1 on-1 on-2_1 n-2_1 on-2_1
hy, z f(xk)+hnf(x2n—1)=hnzf(xk)=En+hnf(x2n—z)+Fn=hn z £(x,0) + hyf(xn-2) + hy, z f(xpn-1_y) = hy, z £(x0) + iy f(xpn-z) + hpyf(xyn-1)
= k=0 k=0 k=0 k=0
2n72-q 2n71-1 2721 2n72-q
+h, z f(xpn-1_y) = hy z £(x0) = hyf(xyn-2) + hy, z £(x,) + hy, z E(xpnet_y)
k=1 k=0 k=0 k=1
esitliklerinden
21’1—1_1 2]’1—2_1 21’1—2_1
(1.12) hy, Z f(x,0) = hyf(xpn-2) + hy, Z £(x,) + hy, Z f(xpnmt_y)
k=0 k=0 k=1

sonucu gegerli olur.

Simdi bu sonucu (1.6)’da yerine koyar ve gerekli diizenlemeleri yaparsak,

2n—1_1 2n—1_1
f(x,n) — f(x
K, = hnw 4 hyf(xpns) + hy Z £(x,) + hy, z F(xn_10)
k=0 k=1
2n 2 -1 211—2_1 211—1_1
_ f(xyn) — £(X0)
= B =2y fgnes) + hnfpn2) + By £(x,) + hy, E(xpn1_y) + hy F(xn_10)
k=0 k: k=1
2n-2_4 1 pn-m-1_

_ f(><2n)—f(><o)+h Z“XZ“ )+ he Z f(x,) + h, Z Z f(XZH_m_k)

esitliklerinden

211 2_1 2n m-1 -1
K, = f(xzn) _f(XO) +h, z f(xan-m) + hy, Z f(xx) +hy Z Z f(xgn-m_y)

n-— 2_ n-m-1
f(b) f(a) 2 1 1 2 -1

(113)  =hy,————+h, Zf(a+hm)+h z f(a + kh,) + hy, z z f(a + hy, — kh,)

2n72q

a+b
= =5 f(a + khy) + f(T _ khn) +£(b — khy)

k=1

seklinde 2. indirgeme bagintisini elde etmis oluruz (30.04.2021, 19:55:47).

Diger taraftan Vn € N, 2 < n i¢in T,’nin (1.9)’daki formiiliindeki 212(:01_2 f (Xk +1), dolay1siyla 212(:,1_1 f (xk +l) toplamini [a, a;r—b] araliginin orta noktasina gore
2 2

acarsak,
on-1_4 on-2_4 on-1
h,, 2 f(xk%) —h, 2 f(xk%) + hnf<x2n_2+%) +hy, Z f(xk%) =G, + hnf(xzn_er%) +H,
k=0 k=0 k=20"241
=:Gy =:Hp

1 a+b 1 . _ 1 _ 1
toplamindal Gy ve Hy'deki x,,1 =+ (ik+2)hy ve Xy _(1s2) = 30 (k+ ) hy (& Xyna (1) =2+ (zn (it E)) h,=a+2""th, — (k+2)h, =

k+
a+ %a - (k + ) =2 ( )hn’dir) apsisleri

a+b 1 a+b
(1.14) g Vi) _at (kb )t 52— (ke ghy_av 22 _XotXp1 3atb
S e = 2 - 2 -T2 2 4
orta noktasina gore simetrik ve
[ 2722 |
oY ) o)
1 15) = =2 +1
( 2n1-g 2722
H, =h, f(X 1) =h, f(X - 1 )
k+5 2n k+5
= SO k=0 (1)

esitlikleri gegerli olur.



K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilart

Buna gore
2n71-1 2n72-1 2722 2n72-1 2n 721

h Z f(x 1)=G +h f(x - 1)+H = h Z f(x 1)+h f(x - 1)+h z f(x - 1)=h Z f(x 1)+h Z f<x - 1)

n = k+7 n n 2 2+7 n n = k+7 n 2 2+E n = 2 1_(k+i) n e k+7 n = 2 1—(k+7)
esitliginden

2n-1_4 2n-2_4 2n-2_
(1.16) hy, f(xk+%) — h, ( ) Z ( X s ))
k=0 k=0 k=0
sonucunun gegerli oldugunu goriir ve bunu (1.9)’da yerine koyar ve gerekli diizenlemeleri yaparsak,
2n-1_4 2n-1_4 2n-2_4 2n-2_ 2n-1_
ST R0 RS0 I CPUPHP E N S CHVES A S IR By PPy
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
2121 1 2hmmig
=hy ) f(x1)+h ) (%m0
) =0 2 ’ m=0 k=0 ’ (t+2)
esitliklerinden
2021 1 2h~m-lg
T, = h,, Z f(xk%) +h, 2 f(x2n o (el ))
(1.17) A L
1
—h, f<a+(k+§)hn)+hn2 f<a+h (k+2>h)
k=0 m=0 k=0
sonucu gegerli olur.
Sonug olarak (1.6)&(1.13)’ten K, i¢in
2]’1 1_1 21’1—1_1 1 21’1—1 1 2]’1 m-1 -1
n f(xzn) — £(X0) f(in) — f(xo)
1= hnf + hpf(x,n-1) + hy f(xyx) + hy, f(xzn k) = f + h, f(x,n-m) + hy f(xyx) + hy f(xon-m_y)
k= m=1 k=0
Zn 2_q 1 n-m-1_

n f(in) f(xo)

2 = _—+ h f(in m) + h f(Xk) + h f(XZn m_
bagintilar1 gecerli olduklarindan ve isleme bu sekilde devam edilirse MEM geregince Vn,p € N, p < n i¢in

2""P—q p-1gn-m-i_
n_ f(in) — f(Xo)
Kp =hy————+h, f(in m) + hy f(xx) + hy, f(in m_y)
(1.18) an 1 p 12“"11 1

- “w h, Zf(a+hm)+h 2 f(a + khy) + h, 2 2 f(a + hy, — khy)

ve (ki p = 0 i¢in bu formiilden (1.1)’in elde edilebildigine dikkat ediniz) (1.9)&(1.17)’den T, i¢in

2n1-g 2n1-g 2n1i-g 0 2nm-i_g
I (P ES J CHPREN i ST 5 ) S Oy
k=0 m=0 k=0
Zn 2_1 1 nm1 -1
e ), @)+MZ (rarn-eop)

m=0 k=0

bagintilar1 gegerli olduklarindan ve yine isleme bu sekilde devam edilirse MEM geregince Vn,p € N, p < n i¢in

formiilleri gegerli olur.

Sonug 1.1. (1.18)'deki K} ve (1.19)’daki Ty 'nin ¥n € N i¢in gecerli olabilmesi igin p = n durumunun g6z 6niine alinmasi gerekir. Bu durumda vn € N i¢in

2h-n_q n—1 20-m-1_g n—1 20-m-1_q

f(xpn) — f f(xn) — f
Kg=hnw+h Zf(xznm)+h z £(x,) + hy, z z f(xpn-m_,) = h M+h Zf(xznm)+hf(x0)+h z z f(xpn-m_y),

f(x)+f(x ) 12 <
—h, 2 2 hZf(xznm)+hnz 2 f(xgn-m_y)

n— n-—
m=0 k=1



K,, ve T, I¢in Indirgeme Bagintilar:

ve
2n g n-12""m"1g n-12""m"1g
n _ —
Th=h, ) f(xk+%) + hy (%0 k+%)) = hnf<x%) +hy ( (] ))
k=0 m=0 k=0 m=0 k=0
esitliklerinden
f(xy) + f(x,m) n n—1 20~mM-1_g
X Xon
Kh = hn% +h, Z f(xgn-m) + hy, f(xgn-m_y),
m=0 k=1

n-1 20-m-1_3

4 h, Zf(a+hm)+hz 2 f(a + hy, — khy)

(1.20) et

™ = hnf(X1> Z RZ: ( zn—m—(k+%))

= hyf(a+hy,,) +h z (a +hy, — (k + %) hn>

=0 =0

,
=

formiilleri ortaya ¢ikar.

Teorem 1.3 (Genel indirgeme Bagintilari, 09.05.2021, 04:13-11.05.2021, 08:24). Vn,p € N, p < n i¢in (1.3)’teki K}’nin K,’ye ve T"nin indirgeme bagintilar: su
sekildedir:

p [2P797 1] pn-p_4

f(a+ ((@m+1)2"®-D —k)h,),

(121) 3 p [[Zp q 1_1]] Zn p—l 1
0 =h, Z f<a + ((Zm 4+ 1)2n-(-a) _ (k + E)) hn>.
\ g=0 m=0 k=0

Ispat. Bu ispatta 6nce K} 'nin K,’ye adim adim nasil indirgendigini ve sonra T} nin K}’den nasil elde edildigini gésterecegim!

1. Kp’nin K’ye Indirgenmesi. Oncelikle p = 0 i¢in ilk formiilden elde edilen ve Vn € N icin gecerli olan ilk indirgeme bagintisim (1.1)’de verdim. Niimerik
analizciler bu ilk indirgeme bagintisini bilirler ve kullanirlar ama bu sekilde degil soyle: Eger RIK 4’teki (1.1)’deki K1 (1.1)’de yerine koyarsak,

2n—1
f(b)
(1.22) K, 2n+1 @ 1, 2 f(a +khy) + 525

formiilii (1.14)’teki 2. formiile ulagilmasinda kullanilmaktadir. Ornegin, Nuri Ozalp’in “Niimerik Analiz-Bilimsel Hesaplama Matematigi: Sayisal Integral” makalesinde
bu formiil (2)’de ve agilimi (2)’nin altindaki sayfada (3. sayfa) K,, = T(2") olmak tizere n = 1,2,3 i¢in T(1), T(2), T(4), T(8) 6rnekleriyle verilmistir. Fakat bu agilim
4-5. sayfalardan gorildugii tizere (1.1) icin degil, (1.14)’teki 2. formiil i¢in kullanilmistir (Bkz. S. 6’daki genel formiile). Diger tiim Niimerik Analiz kitaplarinda durum

hi¢ istisnasiz boyledir. Oysa herhangi bir bilgisayar programi kullananlar, (1.14)’teki 2. formiiliin (1.1)’e gore kullaniminin ne kadar dezavantajli oldugunu bilirler.
Yani bir bilgisayar programcisina “(1.14)’teki 2. formiil mii yoksa (1.1) mi daha kullanilish?” diye sorarsaniz, o size (1.1)’in (1.14)’teki 2. formiilden hem daha kullaniligh
hem de daha hizli ¢iktilarin alindigini séyleyecektir. Bu, isin bilgisayar kismidir ve matematikteki durumunu ise Teorem 1.1°de agikladim. Yani matematikte de durum
aynidir. Ciinkii isin kolayina kagilmistir!

Simdi ispata gegmeden ilkin Vn, p € N, p < nigin

2" P—1 2""P—1-2n"P -1 2" P—1
Y )= Y fxrgenn) = Y &)= ) G
k=1 k=1-20"P k=1-20-P k=1
esitlikleri gecerli oldugundan
2" P—1 2" P-1

123) ) fx)= ) e
k=1 k=1

ozdesligine dikkat etmemiz gerekiyor. Ciinkii bu durumda (1.1)’e gore
2"-1 2"-1
K=Ky = o0+ hy z f(a +kh,) = =2+ h, z f(xk)— % 4 h, z F(xpn_)
esitliklerinden
2"-1

K
(124) K§ =23 +h, 2 F(xn_10)
k=1

sonucu gegerli olmaktadir.

Ikinci olarak Vn € N, 1 < ni¢in (1.23)’e gére (1.6)’dan


http://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
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2ni-g 2n1-1 2n1-1 2ni-g
n f(xzn) — £(Xo) f(xzn) — £(X0)
Ki = hnf + h,f(x,n-1) + hy f(xy) +hy f(x,n_,) =h — + h,f(x,n-1) + hyf(x) + hy f(xy) + hy f(xon_g)
k=0 k=1 k=1 k=1
esitlikleri gegerli olur ve burada
f(xyn) — f(x f(xo) + f(xzn f(a) + f(b Ko Ko To Ko T
hy 022 Z 100D |4 ) + g fxg) = By 2 IO ey =y RO ety = +hyf(a+hy) =2 +h,—=—+—2
2 2 2 "he hy 20 20
Ko+T, 2K, K,
= on = on ~ on-1
oldugundan
K 2n—1_1 21’1—1_1
(125) KP =525 +hy Z f(xpn_i) + hy, Z f(xpnm1_y)
k=1 k=1
indirgeme bagintisinin gegerli oldugunu goriiriiz.
Ugiincii olarak Vn € N, 2 < ni¢in (1.23)’e gére (1.13)’ten
n-2_q 1 n-m-1_
n f(in) f(xo)
2 = —_— h f(in m) + h f(Xk) + h f(in m_
n-— 2_1 2]’1 1_1 2]’1—2_1
f(xan) — f(%0)
=h, T +h, f(XZn—m) + h,f(xq) + hy f(xx) + hy f(xgn_y) + hy, f(in—l_k)
m=1 k=1 k=1 k=1
2 2n—21 2n1g 2n"21
. f(xe) +f(xgn)
=h, — 5 +h, f(xyn-m) + h, f(xyn-2_y) + hy f(xgn_y) + hy f(xyn-1_3)
m=1 k=1 k=1 k=1
esitliklerinde
2n71-1 2n72-1 | 2721 2n72q
Z F(xpn_y) = Z f(xgn_10) + F(xpn_pnez) + z F(xpn_1) = z E(xgn_10) + f(xpn_pn-z) + Z f(xyn_yn-z_1)
k=1 k=1 k=21-2+1 k=1 k=1
nedeniyle
2n—1_1 2n—2_1 211—2_1
(126) z f(in_k) = z f(in_k) + f(XZn_zn—Z) + Z f(in_zn—Z_k)
k=1 k=1 k=1
gegerli oldugundan
2 2n"21 2"l 2n"2q
n f(xo) + f(x2n)
2 =h, — 5 + hn f(in—m) +h, f(xyn-2_y) + hy f(xon_y) + hy f(xyn-1_y)
k=1 k=1 k=1
n-2 n-2_ n-2_ n-2_
f(a) + f(b) 2721 2021 2021 2721
= hy =+ z f(xgn-m) + hy, z f(xpn-z_y0) + hy, z £(xn_10) + hyf(xgn_yn-2) + hy, z f(xpn_yn-2_10) + hy, z f(xpn-1_y)
k=1 k=1 k=1
20— 2_1 21’1—2_1 21’1—2_1 21’1—2_1
= hnh—+ h, 2 £(xgn-m) + hyf(xz pn-2) + hy 2 f(xpn-2_i0) + hy, Z f(xpn_y) + hy Z (x5 pn-2_y0) + hy Z f(xpnmt_y)
0 k=1 k=1 k=1 k=1

2021 2021 1 20231

K
= %+ hyfxn-1) + hyfxgn-2) + Bty zn-2) + by 2 f(xn_1) + hy 2 f(xpn-1_y0) + hy, Z 2 f(X(ams1y20-2-10)
=1 =1 m=0 k=1
esitliklerinde

Ko Ko K,
—2+h nf(xyn-1) + hpf(xyn-2) + hy (X5 yn- z)_ +h of(a+ 227 th,) + hyf(a+ 2%72h,) + hyf(a + 3.2 2hn)_ % + h,f(a+hy) + h,f(a+ hy) + h,f(a + 3h,)

2n

Ko To K To 2K, K4 T1 2K, K,
=—+hnh0 + hyf(a+h,) + hyf(a+ 3hy) ——+—+h nf(a+hy) + hyf(a+ 3h,) = hnh_1= o1 +2n_1 = 5n1 = Jnz
oldugundan

2021 2021 1 2021

K
(127) K3 =25 +h, z f(xyn_10) + hy, z f(xyn-1_) + hy z (X ams1y2-21c)

k=1 k=1 m=0 k=1

sonucu elde edilir.

Dordiincii olarak Vn € N, 3 < n i¢in (1.23) ve (1.26)’ya gore (1.18)’den
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n-3_4 on-m-1_
n f(in) f(xo)
K§ =h,———+h, f(XZn m) + hy f(Xk) +h, f(XZn m_
=0
n-— 3_1 2]’1 1_1 2]’1—2_1 2]’1—3_1
f(xzn) — £(Xo)
= hnf +h, f(XZn—m) + h,f(xq) + hy f(xy) + hy f(xon_g) + hy f(in—l_k) + h, f(in—z_k)
m=1 k=1 k=1 k=1 k=1
3 2P 31 2n2-1 2n2-1 2n2-1 2n3-1
f(xo) + f(x2n)
= hy 2 Z £(xpn-m) + h, Z f(xpns_y) + hy 2 £(xgn_1) + hyf(xgn_yn-2) + hy, 2 f(xpn_yn-2_y0) + hy 2 f(xpn-1_y0) + by 2 f(xpnmz_i)
m=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
esitliklerinde
(2" 2-1 2n73-1 2721 2731 2n73-1
z F(xpn_1) = Z E(xgn_10) + f(xpn_pnes) + z F(xn_10) = z £(xgn_10) + f(xpn_pn-s) + Z E(yn_yn-s_10)
k=1 k=1 k=20-3+1 k=1
2h2-1 2P 31 2h2-1 2P 31 2n3-1
(1.28) 1 Z f(in_Zn—z_k) = Z f(in_Zn—z_k) +f(X2n_2n—2_2n—3) + Z f(XZn_Zn—z_k) = Z f(XZn_Zn—z_k) +f(X2n_2n—2_2n—3) + 2 f(XZn_zn—z_zn—3_k)
k=1 k=1 k=20"341 k=1 k=1
2721 2n73-1 2721 2n73-1 2n73-1
D ) = Y ) Hgrap) Y ) = ) (G )+ fgragns) + ) fgnagnea)
k=1 k=1 k=20-3+1 k=1 k=1
sonuglari gecerli oldugundan
2n-3_ 2n-2_4 2n-2_4 2n-2_4
n . f(xo) + f(xan)
K3 = hnf + h, f(xzn m) + h, f(in—3_k) +h, f(xon_y) + hpf(xyn_pn-2) + hy f(x,n_pn-2_y) + hy f(xpn-1_y)
k=1 k=1 k=1 k=1
2n3-1 3 2n3-1 2P 31 2n 31
f(Xo) + f(in)
+hn f(in—Z_k) = _— hn f(in m) + h f(XZn—S_k) + hn f(in_k) + hnf(XZn_zn—S) + hn f(in_Zn—3_k) + hnf(XZn_zn—Z)
k=1 m=1 k=1 k=1 k=1
211—3_1 2n 3_1 211—3_1 211—3_1
+hy, z E(xgn_yn-z_10) + hyf(Xyn_yn-z_pn-s) + hy z E(xgn_yn-z_yn-3_1) + hy z f(xpn-1_10) + hyf(xyno1_pn-s) + hy z E(xgnm1_yn-s_y)
k=1 k=1
on-— 3_1 2]’1—3_1
f(Xo) + f(xzn)
+h f(in 2 k) = f h f(in m) +h f(XZn_Zn 2) +h f(in 1_pn- 3) +h f(XZn_Zn 2_on-— 3) +h f(in_Zn 3) + h f(in_k)
k=1 m=1 k=1
2n3-1 2n3-1 2P 31 2n3-1 2P 31 2P 31
+hy, 2 f(xyn-1_,) + hy 2 f(xyn-2_,) + hy Z f(xyn_yn-z_1) + hy 2 f(xyn-s_y) + hy Z f(xyn-1_pns_i0) + hy Z f(xyn_yn-z_yn-s_y)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
211—3_1 2n 3_1 2n—3_1
. f(xo) + f(xon)
+h, f(xpn_pn-3_y) = hnf f(xyn-m) + hf(x3 on-2) + hyf(x5 ,n-3) + hpf(Xg n-3) + hyf(x; ,n-3) + hy f(xon_g) + hy, f(xpn-1_y)
=1 m=1 k=1 k=1
2n3-1 2n3-1 2n3-1 2n3-1 2n3-1 2P 31
+hy, 2 f(xpn-z_i0) + hy, 2 (x5 pnz_i0) + hy Z f(xyn-s_y0) + hy, 2 (x5 gns_i0) + hy, 2 (x5 g5 i) + hy Z (%) ps 1)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n-3_ n-3_
fxo) + f0n) N 231 231
= 1y =y ) fgnem) + By gne2) + haf(ka 1-2) + Bt n00) + BafCyn0) F By ) fGona) By Y HGgna )
m=1 k=1 =
1 27731 3 2731
+hnz Z f(X(2m+1)2"—2—k)‘|‘hn z Z f(X(2m+1)2“—3—k)
m=0 k=1 m=0 k=1
esitlikleri elde edilir.
Burada
3
f(xg) + f(xn f(xg) + f(xyn
h, M iy D Fnm) + kg n-2) + hyfg gn-s) + G on0) + Byf(y pn-0) = by M + Bnf(xgn-1) + hyf(xpn-2) + hpf(xyn-5) + hyf(xg pn-2)

m=1

f(a) +f(b
+h (x5 5n-3) + hpf(xs on-3) + hyf(x; on-3) = hnM

2
K
+h,f(a + 5.2973h,) + hyf(a + 7.2°73h,) = h,, h—" +hyf(a+ hy) + hyf(a + hy) + hyf(a + hy) + hyf(a + 3hy) + hyf(a + 3hs) + hyf(a + 5hs) + hyf(a + 7hs)
0

+ hyf(a + 2% th,) + hyf(a + 2"2h,) + hyf(a + 2"3h,) + h,f(a + 3.2 2h,) + h,f(a + 3.2 3h,)

K T Ko T,
=—°+hnh + hyf(@ + hz) + hof(a + hg) + hyf(a + 3hz) + hyf(a + 3h3) + hnf(a + 5hy) + hyfa + 7hy) = o2 —"+hnh +h, Zf(a+(2k—1)h3)
0 1
23-1
Ko+T, T, 2K, T, L_K T, T KT T, 2K T Kz T, Ko+T,
= on 2n—1+hn z f(a+ (2k — Dhy) = on +2n—1+hnh_2= 2n—1+2n Tt on-2 ~  on-1 +2n—2 =2n—1+2n—2 =2 2n 2~ gn-2
k=1
2K;  Ks

= 2n-2 - 2on-3

esitlikleri gecerli oldugundan

K 2" 31 2731 1 2"3-1 3 2"3-1

3

(129) K} =522+ hy z f(xpn_i) + hy z f(xzn_l_k)+hnz z f(x(2m+1)2n—z_k)+hnz z (X ams 1y2-31c)
k=1 k=1 m=0 k=1 m=0 k=1

sonucu elde edilir.
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Su halde (1.25), (1.27) ve (1.29)’dan

2n71-1 0 2"1-1 1-1217971-1 271 2" 1-q
L) +hy z Z (X amanyon1-1) = = + By (X ama1yzn#a-1 ) + i Z F(xn_1)
=0 k=1 q=0 m=0 k=1 k=1
K 2n 2—1 0 2"2-1 1 2"2—g
2
K3 = o5 + 2 fGxzn 1) + by ) 2 f(Xama1)2n1 1) + Z (X am1)22—1)
k=1 m=0 k=1 m=0 k=1
K 2-1227971_q1 20729 2n"21
2
(130) 4 :F-}‘hni Z 2 f(X(2m+1)2n+q—2 k)+h 2 f(in k)
=0 m=0 k=1 k=1
2721 0 2"3-1 231 3 2"3-1
Ki=—2 +h, Z f(xn_i0) + hy z Z (X ama1y2n-1i) + B z Z (X ama 1y2n-2k) + i Z z (X ams 1y2-31c)
k=1
K 3 q-1_q pn-3_4 on-3_q
3
=on3 T hn Z f(Xzm+1y2n+a-211) + hn Z f(xzn_1)
q=0 m=0 k=1 k=1

sonuglari elde edildiginden ve isleme bu sekilde devam edildigi takdirde MEM geregince Vn,p € N,p < nigin

p—12P-A-1_7 20=P_q 20-P—1
KBz tha > D Y Mamenamar) Fh D o)
q=0 m=0 k=1 k=1
(1.31) K p [2P797 -1 pn-p_4
_ p
~ on-p +hy Z 1:(X(2m+1)2n_(p_q)—k)

q=0 m=0 k=1

seklinde genel indirgeme bagintis1 gegerli olur. Burada son bagintidaki ortadaki toplamin tist sinirinin tam kismu ilk esitlikteki son toplamin genel toplama katilmasi
nedeniyle alinmistir. Ciinkii q = 0,1,--+,p — 1i¢in 2P7971 — 1 € Niken q = pigin [2P7P~1 — 1] = [271 — 1] = [-271] = 0 olarak almak en dogrusudur. Boylece
2. esitlikteki ortadaki toplamda m = 0 alindiginda ilk esitlikteki son toplam ortaya ¢ikar.

Fakat bu genel indirgeme bagintisina ulasmam kolay olmadi. Clinkii bu bagintinin (1.18)’deki gibi basit bir sekilde ortaya ¢ikacagini zannediyordum ve (1.31)’deki ilk
bagintiy1 elde edene kadar hi¢ sakas1 yok, p = 1,2,3,4,5’e kadar tiim indirgeme bagintilarini buldum ve onlar1 Mathematica’da teker teker test ettim. Kaldi ki (1.30)’dan
(1.31)’deki ilk indirgeme bagintisini éngérebilmek kolay degildir. Iste bu yiizden (1.31)’deki indirgeme bagintilarin1 bulmam 2 giinii biraz gegti! Ama 2 giindiir her
saat ¢alistyor da degildim. Yani toplasan hepi topu 5-6 saatimi almigtir.

Peki (1.31) bagintilar1 neden 2 giin siirdii?

Aslinda ilk bagta boyle bir niyetim yoktu ve o sirada p = 1,2 i¢in (1.25) ve (1.27)’deki bagintilar1 bulmustum. Ama sonra bunun Teorem 1.2’nin devami olarak
distiniince ve simdiye kadar kimse trapez yaklasikliklig1 icin boyle bir seye ciiret etmedigine gore (kald1 ki buradaki hicbir teorem bagka bir kaynakta ge¢cmez. Yani bu
teoremlerin hepsi yeni ve ilktirler), o zaman aklima bunu bir teorem olarak yani (1.21)’deki ilk indirgeme bagintisin1 vermek geldi. 1 giin bu diistinceler i¢inde gecti ve
2. giin ilkin p = 3 i¢in (1.29)’u ve onun ardindan da p = 4 i¢in indirgeme bagintilarin1 buldum. Ama hesaplarim buradaki gibi hem diizenli degildi hem de artan
sayidaki toplamlar1 nasil formiile edebilecegimi gorememistim: p = 1,2,3,4 i¢in indirgeme bagintilarini buldugum halde hala jeton diigmemisti. Aklima son olarak, bu
indirgeme bagintilarindaki toplamlar1 (1.31)’de gegen X’in indisindeki 2m + 1 katsayilarina gore diizenlemek ve bunlar1 tablolar halinde diizenleyerek degisimleri
gozlememek geldi. Ornegin, p = 5 icin elde ettigim indirgeme bagintisin1 bu tablolara gére yazdim ve Mathematica’da da kontrol ettim. Dogruydu ve ancak bundan
sonra (1.31)’deki ilk indirgeme bagintisini verebildim. Tabii ki bunlar1 da degisen p degerlerine gore Mathematica’da kontrol ettim. Hepsi dogruydu. En son (1.31)’deki
ilk indirgeme bagintisindaki son toplami da tam deger fonksiyonuyla genel toplama kattim ve béylece Kj'yi 3 toplam altinda yazmis oldum!

2. Tp’nin indirgenmesi. Eger T}"yi elde etmek i¢in (1.31)’deki K}yi aritmetik ortalamada kullanir,

p [2P 97 -1] pn-p+1_4

p
T = 2KI* — K3 = h, Z z z (a+ (2m+ D20+ =00 — )by, ) — by Z f(a+((2m+1D2=¢~0 i),

ve bu esitlikteki ilk 3’lii toplamdaki ilk toplami tek ve ciftlere gore 2 toplama ayirirsak,

20-p+1_gq 2n-p on-p
z f(a+(@m+1D20+1-0-0 ) h,,, ) = z fa+ ((2m+ D200 — 2k — 1)) hyyy ) + z f(a+ ((2m+1D2m+1-0=0 — 2Ky, )
k=1 k=1 k=1
on-p -p_

= z (a + ((Zm +1)2n+1-0-0 — (2 — 1) n+1 Z a + (2m +1)20--a) — k) hn)
k=1 &

sonucu gegerli oldugundan

[2P~971-1] yn-p p [2P797-1] pn-p_4

p
T8 = h, 2 f(a+ ((2m + 1D27*1~0~9 — 2k — 1)) hyyy ) + by Z Z 2 f(a+ ((2m+1)27=®= 1),
q=0 m=0 k=1 q=0 m=0 k=1
b [0 1] pop g b 29 1]y
h, z f(a+((2m+1D2=¢=0 — k) h,) = h, z z f(a+ (@m+1D2m+1-0=0 — 2k — 1)) hyys )
q=0 m=0 k=1 q=0 m=0 k=1

esitliklerine gore indirgeme bagintisini sdyle elde etmis oluruz:
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p [2P7971-1] pn-p_4 1
(132) TO =h, z z z f<a + <(2m 4+ 1)2n-(G-a) _ (k + E)) hn>.
q=0 m=0 k=0
Sonug 1.3. Oncelikle (1.31)’den su sonuglar elde edilir:

1. K, I¢in 2. Formdan Elde Edilen Sasirtict Sonug. Eger (1.31)’de p = n alirsak (1.20)’deki gibi bir sonug ¢ikmaz;

K n [2"797 1] pnn_y n [2"797-1] o n [27797-
KD = ann+hnz 2 2 f(Xomsy2nra-n_i) = Kn + hy Z Z Zf(x(mﬂ)zq o) = Ky + hy 2 2 0=K,

q=0 m=0 k=

esitliklerinden goraldugi tizere
(1.33) K? =K,
orijinaline doner!
2. Simetri Ozelligi. Vn,p € N, p < n i¢in
K P K n-p—1n-p-a-1_q 2P 2P—1 n—p [277P797 1] p_4
(134) Kip = ' 2r =y > H(Xamenarran) + by Z fyn_y) = 0= "2 i h, 2 Z Z (X ams 17209 1)
r=1 q=0 m=0 k=1

bagintilar1 gegerlidir. Burada binom katsayilarindaki gibi Kj = Kp_, esitligi yani simetri 6zelligi mevcuttur. Yani bu bagintilar (1.31) ile ayn1 sonuglar tiretir. Giinkii
her ikisi de 0’dan p’ye kadar degil; p’den n’ye kadar ayn1 sonuglari iiretmektedirler. Kaldi ki p = 0 i¢in her ikisinden de (1.22) elde edilir!

Ispat. Bunun igin (1.31)’de p yerine n — p alirsak Vn,p € N, p < n iin

K n—p—1,n-p-a-1_q 2p_1 2P—1 K n—p [2"7P797-1] yp_4
n-p -
(135) Kg—p = > + hn Z z f(X(2m+1)2p+q_k) + hn z f(in_k) = ; p f(X(2m+1)2P+q_k)
q=0 m=0 k=1 k=1

bagintilar1 gegerli olur. Burada (1.22)’deki 2. bagintinin genel sekli olan (ki bu, Teorem 1.3’tin ispatindaki 1. Yol ve 2.1. Yol'da a¢ik¢a goriilmektedir)

p

Kn—p Th—r

(136) K,=— +Z >
r=1

bagintisi gegerlidir ve Ki_, = K, esitligi mevcut oldugundan

1
n-p—12n-pP-d-1_1 2P _1 2P—1 n-p [2" P79 1-1] 5p_4

p
Kn- To—r Kip-
(1.37) Kg_p = ;pp + z ;rr = ;pp + hIl Z z f(X(2m+1)2p+q k) + h Z f(le'l k) - h z z Z f(X(2m+1)2p+q k)
r=1 q=0 m=0 k=1

bagintilar1 gegerli olur.

Burada dikkat edilirse 3’lii toplam, (1.22)’deki 2. bagintidaki toplama esittir:

p
T
(1.38) Z% = h, Z f(X(2m+1)2p+q—k)'

r=1 q=0 m=0 k=1
Diger taraftan (1.32)’den su sonuglar elde edilir:

3. Ty ’nin Dualitesi. Eger (1.32)’de p = 0 alirsak Vn € N i¢in T,, orta nokta formiiliinit Onséz’deki (2)’dekinden farkl olarak su gekilde elde ederiz:

2n—1

(1.39) TP = h, kZO f<a + <2n - (k + %)) hn>.

Fakat (2)’ye gore bu,
201 1 0 1 2n 1 201 1
Tn=hn2f( <k+§)h)=hn > f<a+<—k+§)hn)=hn2f(a+(—(k—2n)+§)hn)=hnZf(a+(—((k+1)—zn)+§)hn)
=0 k=—20+1 k=1 k=0
Zn—l

—h, Z <a+<2n (k ;)>hn>

nedeniyle ayni sonug demektir:

2h—1 2n-1

(1.40) hnkZOf<a+(k+ ) ) T, = hy, Z <a+< (k+;>>hn>.
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K,, ve T, I¢in Indirgeme Bagintilar:

Not 1.1. K, i¢in (1.6)’daki 2. bagintidaki toplamlar ve T, i¢in (1.40)’taki esitligin genellestirilmis seklini soyle verebilirim: Vn,p € N, p < n i¢in

2h"P—g 2n7P—1
( z f(a+kh,) = z fla+ (2P —k)h,),
(141) {55t DR
kZO f(a+ (k+%)hn> = kz:;) f<a+ <2“‘p - <k+%>>hn>

esitlikleri gegerlidir.
4. T, I¢in Yeni Bir Indirgeme Bagintisi. Eger (1.32)’de p = n alirsak Vn € N igin T}, orta nokta formiilii igin (1.20)’dekinden farkli olarak su formiil gegerli olur:

n [P

(1.42) TP = h,, z z ( +<(2m+1)2q—%>hn>.

Oyle, ¢iinkii bunu

n [2°797-1] [2r-97-1] n—-12n-9-1_1

n
1
n — q_ _ = =
0 = h, 2 2 f(a + <(2m +1)2 2) hn> hy, Z f(x (mezq_%) hnf<x2n_%) +hy, f(x (2m+1)2q—%>
q=0 m=0 q=0 m=0 q=0 m=0
seklinde yazar ve (1.20) dekiyle karsilagtirirsak,
n-12""9"1q n-12""971—1
haf (x )+hn (%0 %)) - hnf<x2n_%> +hy f(x(ZmH)zq_%)
q=0 m=0 q=0 m=0
esitligindeki karsilikl: f iclerindeki x’lerin indislerindeki esitliklere gore
L 2" ! =>2"=1,
2 2
on-g 1y ) 1)24 1 _ 24— 24
~(m+g)=@mev2-gom =S

celigkileri soz konusu olur. Ciinkii bu esitliklerin n, q ve m’nin sifir olmasinin haricinde dogal sayilarda ¢6ziimii yoktur!
5. Simetri Ozelligi. Vn,p € N, p < ni¢in K} = K}}_}, esitligini saglayan

n-p[2" P79 =1] 5p_4

(1.43) TI, =h, Z Z <a + <(2m +1)2p%a — (k + ))h )

q:

simetri bagintis1 mevcuttur. Yine bu bagint1 (1.32) ile ayn1 sonuglar1 iiretir. Ama her ikisi de 0’dan p’ye kadar degil (ki bu degerlerde her ikisinde yakinsakligin
bozulduguna dikkat ediniz); p’den n’ye kadar ayn1 sonuglari iretirler!

Teorem 1.4 (Sonlu Farklara Gore indirgeme Formiilleri, 02.06.2021, 07:12:02-11:25:30). ¥n, p € N icin

n-1

p
__p A+ i
Knwp =on * . 0 (2n+p 1)'
i=
n-1 P

2 i
" Z )87 ()
=O]

i

(1.44)

l\.)l_c

Tn+p

indirgeme bagintilar: vardir. Fakat bu formiiller sadece birer 6zdegliktirler, dolayisiyla bundan bagka bir anlami yoktur!

Ispat. Hatirlarsamiz bundan 4.5 yil 6nce (1.22)’de K, igin 2 tane indirgeme bagintis1 vermistim! Bunlardan ilkini Teorem 1.1’de ve bunun genellestirilmis seklini 2

farkli formda (Teorem 1.2&1.4) verdim. Bu teoremde ise 2. bagintinin genellestirilmis seklini verecegim.

Simdi bunun i¢in ilkin (1.22)’deki 2. bagintiy1 g6z dniine alirsak,

n -1 n-1
KO Tn—i KO Tn+i KO n+1 n
K“=F+Z 2 T Lo T L e n>_ Zznl = 27Kn "K°+ZZT

i=1 1I=—n i=n—n

esitliklerinden

n-1

(1.45) Z 21T, = 2K, — K,

sonucu gegerli olur ve bu toplamda (1.20)’deki aritmetik ortalamayi kullanirsak,
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K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilart
n-1 n-1 n-1 n-1
Z 2T, = Z 212Kz, — Kj) = Z(zi“Ki+1 - 2K;) = Z A(2'K;)
i=0 i=0 i=0 i=0
esitliklerinden (1.45)’i 1. mertebeden ileri fark olarak su sekilde yazabiliriz:
n-1

(1.46) z A(2'K;) = 2"K,, — K.
i=0

Simdi bu esitligin her iki tarafin A ile 1. mertebeden ileri farkini alirsak,

n—1 n—1
D AR ) = D (24K — 2Ky ) = (27K, — 2Ky) + (20Ks = 22Kg) e (20 Ky — 27Ky) = 27K — 2K,
i=0 i=0
esitliklerinden
n-1
(1.47) Z A(21M1K ) = 21Ky — 2Ky
i=0
sonucu gegerli olur ki buradan
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
z A%(2'K;) = z A (A(ZiKi)) = Z A(21H1K y, — 2'K)) = Z A(21M1K ) — z A(2'K;) = (2™ Kp4q — 2K;) — (2K, — Kp)
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

= (2" Kp41 — 2"Ky) — (2K — 2°Kp) = A(2"Ky) — A(2°Kg) = A(2"K,, — 2°K,)
esitliklerinden goraldugi tizere
n-1
(1.48) Z A%(2K;) = A(2"K,, — 2°K) = (2™ K41 — 2"Ky) — (2K; — 29K)

1=0

sonucuna dikkat etmemiz gerekir.
Iste bu sonugla

(2n+1Kn+1 —2"K,) — (2K; — ZOKO) = 2"(2Kp41 — Kn) — 2Ky — Ko) = 2T, = T
esitliklerine gore

n-1

(1.49) Z A%(2'K;) = 2"T, — T,
i=0

ya da
n-1 K
(150) T, =2+ z A? (zn‘_l)
i=0
bagintilar1 mevcut olur.
Su halde (1.46)&(1.49)’u taraf tarafa toplarsak,
n-1 n—-1 n-1
z [A(2'K;) + A2(2'K;)] = Z A(2'K;) + z A%(2'K;) = 2"K, — Ko + 2", — Tp = 2" (K, + Ty) — (Ko + Tp) = 2™ 2Kyp41 — 2Ky = 271K 4y — 2K,
i=0 i=0 i=0
esitliklerinden
n-1
(1.51) E[A(ZiKi) + A%(2'K;)] = 2™ K41 — 2Ky
i=0
ya da
n-1
1.52) Kpay = o3 A=) 4 g2 (=S
(1.52) Knsr =25+ oot ) T A (o
i=0

bagintilarini elde etmis oluruz.

Ikinci olarak (1.49)’da her iki tarafin A’sin1 alir ve bunu (1.51) ile taraf tarafa toplarsak,



K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilart

n-1 n—-1
Z[A(Z K;) + A2(21K;) + 23(2K;)] = z M3 (2K;) + Z[A(Z K;) + 42(21K;)] = Z (22(2k) + ) [A(2'K;) + 82(2'K)]
- i=0 i=0
=A (Z AZ(ZiKi)> + Z[A(zixi) + A%(2'K;)] = A2 T, — To) + 2" K1 — 2Ky = (2" M T4y — 2Ty) — (27T, — Tp) + 2" K4 — 2Ky
i i=0 -
= 2% [y + o) = 20K, + ) = 27Ty = Ty) = 22Ky, — 27K, — - A2(21K))
i=0
esitliklerinden
n-1
(1.53) Z [A(2'K;) + 242(2K;) + A3(2'K;)] = 22K 42 — 22K,
i=0
bagintisina ulagmis oluruz ve bunu kisaca su sekilde de yazabiliriz:
n-1 2
(1.54) Z ( )AJ+1(2 K;) = 2"2K, 4, — 4K,
i=0 j=0

Sonugta (1.46), (1.51) ve (1.54)’ten MEM geregince Vp € N i¢in su genel indirgeme bagintisini verebiliriz:

n-1 P

(1.55) Z Z (I])) N*L(2IK;) = 20¥PK,,  — 2PK,,.
i=0 j=0

Fakat K i¢in bu indirgeme bagintisini su sekilde de yazabiliriz:

n-1 P
_Xp 1 i
(156) Knyp =52+ z A+ (2n+p )
i=0 j=
Buradan (1.20)’deki aritmetik ortalamaya gore
n-1p+1 n-1 D n-1 D
_ p+1 P + 1 1 Ki Kp 1 i _ 2Kp+1 - Kp P + 1 p 1 1
Th+p = 2Knipt1 = Knip = on-1 ZZ( )AH <2n+p i _2___ ozo A]+ 2n+p—i) 2n +ZOZ J (]) o 20n+p-i
1 ] 1=0 j= i=0 j=
n-1 1 n-1 P n-1p-1 K
112 () =3 Z"“( )+ 2. 0 297 () =3 Z"“( i) + 2, 2. () (g5m5m)
+Z (p+1)A 2n+p—i + A 2n+p—i + 2n+p—i + A 2n+p—i + (])A 2n+p—i
i=0 i=0 j=0 i=0 j=0
n-1 P
T Py
__b j+2 1
o E(i)A (2n+p—1)
i=0 j=0
esitliklerinden T i¢in indirgeme bagintisi su sekilde ortaya ¢ikar:
n-1 P
_ Tp 2 i
157 e e 55 ()0 ()
i=0 j=

Sonug 1.4. (1.44)’teki indirgeme bagintilarinin dogrudan ispatlari i¢in su sonuglara dikkat etmemiz gerekiyor: Oncelikle Vp € N i¢in

(1.58) z Al+1(2K) A(2*PKiyp)

bagintisinin gegerli olduguna dikkat etmemiz gerekiyor (ki bu bagint1 p = 1 i¢in (1.47) ve (1.51)’den goriilityordu zaten). Ciinkii bu durumda K i¢in

d 1
1 i
2 A]+ <2n+p 1) 2n+p

j=0 j=

A(Zi-'-pKHp) _ 2i+p+1Ki+p+1 - 2i+pKi+p _ ZKi+p+1 - Ki+p _ Ti+p
2n+p - on+p - on—i T on-i

M-c

AJ+1(2 K;) =

o

esitliklerine gore

. T,
E i _li+p
(1.59) A]+1 (2n+p 1) ~ on-i

sonucu gegerli olur.

Buna gore
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K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilart

esitliklerinden (1.44)’teki K i¢in ilk indirgeme bagintisini s6yle gostermis oluruz:

n-1 P

(1.60) ZZ AJ+1(

i=0 j=0

i
2n+p-i

Ikinci olarak T icin (1.59)’da her iki tarafin A’sin1 alirsak,

(1.61) z

sonucu gegerli olur ve buradan (1.20)’deki aritmetik ortalamaya gore

o (ot

2n+p-i

n-1

1

p
, .
> () (g

p-i
i=0 j=0

esitliklerinden (1.44)’teki ikinci indirgeme bagintisini dogrudan ispatlamis oluruz:

n-1 P
i

>= Kn+p 2_

Ti+p

K
) =A (Kn+p - Z_r}:) = ZKn+p+1 — Knp =

Kp
.

)

2n—i

p
2n

Tp

— In+p

(1.62) Z z

i=0 j=0

A]+2 (

)=Tn+p_

2n+p—i ﬁ

Teorem 1.5 (Aritmetik Ortalama). Vn,p € N, p < n i¢in K} ve T igin

Ko + T
1.63) Kitt=—2L2_PF
(163) K} .
ve Vn, p € Ni¢in Kp, 4, ve Ty4p icin

(L64) Kypey = 2220 02
aritmetik ortalamalar gecerlidir.

Ispat. Bu aritmetik ortalamalar1 asagida teoremlere gore sirasiyla teker teker ispatlayacagim.
1. Teorem 1.2’ye Gore: Vn,p € N, p < n igin (1.18)'deki K} ve (1.19)’daki T; deki toplamlar

20-p+1_1

by Y M)
k

2n7P—1 207P—1

p—1n-m_q

(1.65) {

p-1gn-m-i_g

Yy Y

0 k=0

aritmetik ortalamalar1 gerceklediklerinden

1 _
(1.66) Kitl=—-L_P

sonucu ortaya ¢ikar (05.05.2021, 18:52:24).

Sonug 1.5. Vn € N i¢in (1.20)’deki K} ve Ty nin aritmetik ortalamasi,

n—1 20-m-1_g

hz: 2 f(a + hy,
n+1 n 20-m_
+hn+12f(a+hm)+hn+12 2 f(a + hy,

=1

=}

Ki+Th
2

1( Ko
2\ 2

2

O4n, Zf{a+h )+ hyf(a+hyyy) |+ —kh,) +h,

m=0

Ko
2n+1

khn+1) = Kg+1

esitlikleri nedeniyle

Kh + Ty

(1.67) Ki' ==

olarak gerceklenir!

2. Teorem 1.3’e Gore: Vn,p € N, p < n i¢in (1.21)’deki KB ve Tﬁ"nin aritmetik ortalamasini alirsak,

z f(a + kh,) + h,, Z (a+<k+ )h)

-1 21’1—]’)’1—

2 f(a+hm—

k=0

Tp

2n

20-p+1_q

=haey Y f@+Khny),

k=0

f@+ (2" = Khpyq)

11

()
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K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilart

p [2P79-1] n-p_4

. p [2P797=1] pn-p_4
KptTh _ % 4 f( +((2 +1)2n‘(P‘Q)—k)h)+ fla+{(@2m+1)2r~ P~ — k+2))n
> =omipt a m n a+|((2m >) |
q=0 m=0 k=1 q=0 m=0 k=0
p [2P797 1] pn+1-p_4
+h (a + ((Zm +1)20-(-a) _ k) h ) — Kn+1
2n+1 p n+1 n+1 P
k=1
esitliklerinden
K3 + T2
(1.68) Kp*' =———"F

sonucunu elde ederiz.

Not 1.2. Eger (1.21)’de p = n alirsak (1.33)’teki Kj} = K, ve (1.42)’deki Ty} elde edilir, dolayisiyla Ki; ve Ty nin aritmetik ortalamasini almaya gerek kalmaz. Ctinki
K} 'nin, dolayisiyla ona esit K, 'nin formu belirli degildir. Fakat K},’yi hangi formda alirsaniz alin (1.67)’deki aritmetik ortalama daima gegerli olur!

3. Teorem 1.4’ Gore: Vn,p € N igin (1.44)’deki K, ,, ve Ty, 4, 'nin aritmetik ortalamasini alirsak,

Kp + n-1

p n-1 P n—-1p+1
Kn+p + Totp _ 1 At1 _Ki At2 _Ki p+1 p + 1 At Ky K
2 - on E on+p-i + on+p-i) | + on+p+1—i) — Tn+p+l
i=0 j= i=0 j= i=0 j=0
esitliklerinden
Kpsp + T
(1.69) Knipe1 — _ntp = n+p
2
sonucu gegerli olur.
Sonug 1.6. Burada su 2 giizel 6rnegi verebilirim: Vp € N i¢in (1.44)’te n = p alirsak
1 p-1 p
[sz _Z_p ZTPZ A]+1(2 K),
(1.70) 1=1° ’p=°
T 1
Typ =2+ Z ) 42 (2'K)
i=0 j=
yaklagikliklarinin aritmetik ortalamasi,
Ko 4T Kp+ T, p-1 p p-1 p p-1 p p-1 p
2p T l2p 2 p 1 2 p+1 1 PY Aj1(oitt
= DN I CIOR 2, ()@ | =35 tamrr| 2 2 (A EK) + Y Y () (@ Ki,n)
i=0 j=0 i=0 j= i=0 j=0 i=0 j=0
p-1 p p-1 p
(1.55) 2p+1 _ 9p+1
A]+1(2 K) p+1 1 A]+1(21+1K ) fou) K + 2°P K2p+1 2P K]I)+1 — Kp+1 +K _ Kp+1 =K
2D 22p+1 +1 2D 22p+1 2D 2p+1 2D 2p+1
i=0 ]=0 i=0 ]=O
esitliklerine gore
Ky, + T,
(L71) Kppy =———
olurken, eger n = 1 alirsak
p
K
[Kp“ = 2p+12( A*TK,,
(1.72) -0
T p
p 2
Tp+1 = + 2p+1z (j)AH— K
j=0
yaklasikliklarinin aritmetik ortalamasi,
K, + T
p p P p p
Kye1 + T — 1 K 1 . K 1 .
p+1 p+1 _ 2 1 2 _ Bp+1 1 1 p 1 _ Bp+1 p 1
st 2 ) 4K +Z )A2K, | = o Z ) A+1K, +2 Jruge E(j)A” Ko | =27+ 205 Z(j)N* K
j j=0 j=0 j=0
A3 Kpr1  2PP2Kp, —2p+1l<p+1 Koo Kp
) 2p+2 T2 Tlez Ty T e

esitliklerine gore soyle olur:

(173) K,,, = 21 ot D. PAWURTIL LN

2
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Ekler
EK 1: Romberg’in Ornegi icin Ole Amble’in Algoritmasr’nin Genellestirilmis En Sade Hali ve Tablolar Arasindaki Elemanlar Arasindaki Iligkiler

Norve¢’in Ilk Veri Yoneticisi: OLE AMBLE

‘ WA Il
\ y
3 / I/; .l /
I“‘\ < &

N —

—

Soldan saga dogru IBM 1620’nin etrafinda toplananlar: Kimyagerler Jan Hvoslef ve Almenningen, Ole Amble (ortadaki), Rolf Nordhagen ve Per Ofstad. Resim muhtemelen tesisin
yonetim binasina taginmadan 6nce durdugu kisladan alindi. Fotograf: BT Gecmisi@UiO.

Ole Amble (1913-1996): Oslo Universitesi'ndeki ilk bilgi islem tesisinin basindaydi. Elektronik Hesaplama Sistemi Wegematic 1000, 1960 yilinda agild: ve Jeoloji
Binasi’'nda yer ald1. Bilgisayarlarla ilgili her seyin o zamanlar uzun isimleri vardi. 1964 ve 65 yillarinda 6grencilere yeterlilik kazandiran kurslar sunuldugunda, bunlar

>

MA 9: “Elektronik hesap makinelerinin programlanmasina giris” ve MA 8 ve 10: “Elektronik hesap makineleri icin hesaplama gorevlerinin sayisal analizi ve yiiriitiilmesi’
gibi adlandirmalara sahipti.

Bilgi islem sistemi tesisinin bir yonetici, bir biiro ¢alisan, iki bilim asistani, iki yardime1 6gretmen ve iki teknisyenden olusan kiigiik bir kadrosu vardi. 1963’te kadro
bir amanuensis ile genisletildi.

- Ole Amble kadar ¢ok sey 6grendigim kimse yok, diyor Per Ofstad. - Miitevazi ama inanilmaz derecede bilgili ve yetenekliydi. Ben 1966’da veri yoneticisi olarak
devralmadan énce - o Trondheim’daki Norveg Bilim ve Teknoloji Universitesi'nde 6gretim gorevlisi olarak calisirken, Amble’in altinda ilk amanuensis idim. Amble,
perde arkasinda en iyi sekilde basarili oldu - yani o zamanlar Blindern’deki bilgisayarlar hakkinda en ¢ok sey bilen kisi olmasina ragmen - onu ders katalogunda, sayisal
analizdeki ilk derslerde aktiier Per Gotaas i¢in yardimci 6gretmen olarak bulacaksiniz. Bu rolii daha ¢ok sevdi.

- Bazilar1 “Ole Amble bir meteorologdu” diyor.
- Bazilar1 da “Astrofizik¢i, matematik¢i veya fizik¢i” diyor.

Herkes biraz haklidir. Kitaplar, 1939’da cografya alaninda yiiksek lisans derecesi aldigini ve 5 kadar kiigiik dersi oldugunu soylityor - bir yiiksek lisans derecesine gitmek
i¢in gerekenden 2 fazla.

- Otto @grim, “Bir terim matematik¢i olarak kullanilabilir” diyor ve bu béliimlerden birkaci o sirada onunla yakin bir sekilde birlikte ¢alisti. Ozellikle, meteorolog
Vilhelm Bjerknes ile astrofizikgiler arasinda yakin baglantilar1 vard.

Ole Amble, 1971 yilinda Oslo Universitesi Matematik Boliimii Veri Isleme Boliimii’'ne geri dondii ve emekli olana kadar orada kaldi (Bkz. “DET F@RSTE
REGNEANLEGGET (ILK BILGI ISLEM SISTEMI)”, S. 5).

Goruldugii tizere Ole Amble, 6gretmenligi bilgisayarlardan daha ¢ok sevdi. O, 6zellikle sayisal analizin bilgisayarlara uygulamasinda ustaydi, dolayisiyla 1952’deki “Kgl.
N. Vid. Selsk. Forh. XXV, 1952, 38-41” makalesi Romberg’in dikkatini ¢ekti. Bu, belirli integralde Parmentier kuralinin bir varyanti olan (ki bir diger varyant 1900’de
Sheppard tarafindan verilmisti. Bkz. “W. F. Sheppard: Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277, S. 267, (28) no’lu formiil), dolayisiyla
bilesik trapez metodundaki yaklasikliklardan daha iyi sonuglar veren yeni bir hesap metodu idi. Romberg, 1955’te “W. ROMBERG: Vereinfachte numerische Integration,
Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 5177 tezinin ikinci kisminda bu yeni metottan “Ole Amble’in Metodu” olarak soz ederken giriste soyle
der: “Diger bazi yaklasim yontemleri de, yaklasik degerler elde edilir edilmez metodumuza uyarlanabilir. Ornegin O. AMBLE [2], a < x < b integral araligimin disinda

her 2 tarafa h uzakliginda birer nokta ekleyerek I'ya daha iyi bir yaklasimin nasil bulunabilecegini gosterdi (Auch manche anderen Niherungsmethoden konnen unser
Verfahren entsprechend anpassen, sobald Niherungswerte bei mehrmaliger feinerer Teilung vorliegen. So hat u.a. O. AMBLE [2] gezeigt, wie man durch Hinzufiigen je
eines Punktes im Abstande h auf beiden Seiten ausserhalb des Integrationsgebietes a < x < b eine bessere Anniherung an I finden kann.)”

Amble’in Tezi Kayip!

Burada [2] ile gosterilen kaynak, tam a¢ilimiyla “O. AMBLE: A set of formulas for numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR
14, 907” tezidir ve bunu Romberg’in tezinde oldugu gibi “Ole Amble Algoritmasi, 01.02.2019” adli makalemle karsilagtirmak igin (bkz. “1.6.4.1. Romberg’in Orijinal
Makalesi ve Sonuglari”, S. 12) Prof. Byrnjulf Owren’e bir e-posta gonderdim (30.05.2021, 07:54) ama elinde olmadig1 soyledi (30.05.2021, 09:16). S6z konusu bu tez
icin NTNU’da “Ole Amble” yazdigim zaman Owrer’in hakli oldugunu gordiim. Ama her 2 tezin de kiinyelerinden (ki 3 yil ya da 3 cilt arayla Trondheim’da

basilmislardi) Ole Amble’in tezinin orada oldugu goriiniir. Isin ilging yani su ki, bu tezi kendim icin degil, Romberg'de oldugu gibi Ole Amble igin istemistim. Yani
burada salt matematik yapmiyor, “11.22.63”te oldugu gibi Werner Romberg ve Ole Amble’'in hayatlarina dokunmaya calisiyor ya da dokunuyordum; siz hangisini

kabul ederseniz artik!

Su halde Ole Amble’in anilan tezi icin yapilabilecek bagka bir sey olmadigina gore, o zaman degerlendirmelerime gegebilirim. Ama bundan 6nce Norveg Kralr'na
taziyemi sunmam gerekiyor!
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Saygideger Ekselanslar1 V. HARALD’a Taziye Mesajim

e g ? ) i

Kral HARALD, yeni kitab1 “Kral anlatiyor (Kon

fl - ¥

gen forteller)’da eski damadi Behn’in Noel gliniindeki 6limi hakkinda sunlar1 yazdy: “Olay oldugunda birlikteydik. Sok oldum. Basinin

dertte oldugunu bilmemize ragmen ¢ok sasirdik. Aci verici ve bunu atlatmak uzun zaman aliyor. Oliimiinii 6grendigimiz zaman bize nineler ve dedeler olarak torunlara yakinlagma firsati
verdi. Birbirimize daha ¢ok yaklastik.” Basina ise su aciklamay1 yapty: “Biraz da degil, epey zaman alacak. Babasini kaybetmis 3 torunumuz var, bu yiizden zaman alacak.” Kral bu
durumu yakinen biliyor, ¢iinkii 17 yagindayken annesini kaybetmisti. Behn’in 6liimiinden birkag giin sonra Kral Harald ve Kralige Sonja, bir bildiri yayinlayarak 6liim mesajini bitytik
bir tiziintiiyle aldiklarini ve Behn’in uzun yillardir ailenin 6nemli bir parcasi oldugunu soylediler. Fotografta ¢ocuklariyla birlikte kraliyet gemisinde yatzy oynarlarken goriiliiyor.
Fotograf: Kralice Sonja.

Saygideger Ekselanslart, 6ncelikle “Romberg Integrali Projesi 2016-2021"e iliskin ¢aligmalarim sirasinda ¢ok aci bir kayip yasadiginizi 6grendim ve bu yiizden basta siz
ve ¢ok degerli esiniz Kralige Sonja olmak tizere Norveg Kraliyet Ailesine ve tiim Norveg halkina en igten sekilde bagsaglig: diler ve derin iiziintiintizii paylastigimi
Tiirkiye adina bildirmek isterim, efendim!

Beni size baglayan sey, 2016’dan beri yiiriitmekte oldugum projenin ¢ikis yerinin Tronheim/Norveg olmasidir. Hatirlanacaginiz tizere Alman matematikgi-fizikgi
Werner Romberg Almanya’daki Nazi zulmii nedeniyle 1933’te Miinih’ten kagt1 ve 1944’e kadar siirgiin hayat1 yasadi. 1944’iin sonlarinda Oslo Almanlar tarafindan
ozgiirlige kavusturulunca Oslo’ya geri donerek Egil Hylleraas'in asistan1 olarak ¢aligmaya basladi ve 1947°de de Norveg vatandas: oldu ve 6lene kadar da 6yle kald1.
Arkadas1 Harald Wergeland sayesinde Trondheim’daki Norve¢ Teknoloji Ensititiisii'nde Diferansiyel Analiz ve Niimerik Metotlar iizerine ¢alist1 ve bu ¢alismalar
meyvesini 1955’te verdi. Clinkii Romberg’in bir tez halinde yaptig1 o tinlii katki simdi sizin himayenizdeki Norve¢ Kraliyet Bilimler Toplulugu (Det Kongelige
Norske Videnskabers Selskab) tarafindan yazildiktan sonra sunumu 14 Subat 1955’te yapilan ortak toplantida NTNU’daki (ki o sirada NTH idi) Matematik Boliimi
Bagkani Prof. Dr. Sigimmund Selberg tarafindan yapildi ve 28 Nisan 1955’te Komisyon Baskani F. Bruns Bokhandel tarafindan onaylanarak “W. ROMBERG: Vereinfachte
numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517” adyla tiim diinyaya duyuruldu. Benim bu tezden haberim, NTNU daki
simdiki Prof. Dr. Brynjulf Owren’in, 2011’de 4 no’lu SKRIFTER dergisinde ayni baslikla bu tezin bir degerlendirmesini yaptig1 “Werner Romberg: Vereinfachte

Numerische Integration” makalesi sayesinde oldu. 2016’'nin sonlarinda bu makaleden cesaret alarak Romberg’in tezini aramaya basladim ama tiim imkanlarimizi

seferber etmemize ragmen hicbir yerde bulamadik. Kataloglar bu tezin biri NTNU’da ve digeri Heidelberg Universitesi Kiitiiphanesi olmak iizere 2 yerde oldugunu
soylityordu. Bu nedenle bu tezi ilkin Heidelberg Universitesi Kiitiiphanesi’nden istedim ama sonu¢ Romberg’inden farkli olmadi. Ciinkii Romberg, tezini ilk kez
GAMM’daki yayini icin Eduard Stiefel’e teklif etmis ve o da “aklimdan ¢ikivermis!” diyerek kibarca reddederken bende ise kiitiiphaneye yani Heidelberg'e gelmem
istendi (Bkz. “1.6.4. Romberg’in Orijinal Makalesinin Pesinde!”, S. 12). Ama bu miimkiin degildi ve bu yiizden tezi son olarak 23.12.2018, 04:10 (Trondheim’da 02:10)’da
bir e-posta yollayarak Brynjulf Owren’den istedim. Sagolsun kendisi hi¢ tisenmedi ve ayni giin 09:11 (Tronheim’da 07:11)’de yanit e-postasiyla bana anilan tezin ekte

oldugunu soyleyerek en iyi dileklerini iletti. Kendisine buradan bir kez daha tesekkiir ederim. Ciinkii Romberg’in tezi projem i¢in kilit roldeydi. Fakat Prof. Byrnjulf
Owren’e 30.05.2021, 07:54’te ikinci bir e-posta gondererek bu sefer “O. AMBLE: A set of formulas for numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25,
1952, p. 38-41. MR 14, 907” tezini istedigimde (ki Romberg, bu tezi kendi tezinin sonunda 2. kaynak olarak gosterir), 09:16’daki yanit e-postasinda bana ne yazik ki
elinde mevcut olmadig soyledi. Fakat bunun nasil oldugunu bir tiirlii anlayamadim. Ciinkii her 2 tez de himayenizdeki DKNVS’de 3 yil arayla basilmist1 ve 2. tezin

sahibi Romberg'in ¢aliyma arkadasi olmakla birlikte Norve¢’in ilk veri yoneticisi idi. Yani yukaridaki sayfada 6zetle tanittigim Ole Amble siradan biri degil, Norveg
Bilgi Islem Sistemi’nin kurucusu idi. Iste s6z konusu bu tez, Ole Amble'in Trondheim’daki Norveg Bilim ve Teknoloji Universitesi'nde 6gretim gorevlisi olarak
calisirken yani matematikte calisirken bize kalan bir miras idi.

Saygideger Ekselanslari, 6zetle burada dile getirdigim kisileri ve ¢calismalarini siiphesiz siz benden daha iyi biliyorsunuz. Ben, sadece bildiklerinizi hatirlatarak hafizaniz1
tazeliyorum. Bildiginiz gibi bilgi ve iletisim teknolojilerindeki bas dondiiriicii gelismeler diinyamizi kiigiilterek bizi birbirimize yaklastirdi ve bunun sonucunda da
ortaya ¢ikan bilimsel ve kiiltiirel etkilesimler nedeniyle size bu satirlar1 yazabildim. Ole Amble iste tam bu noktada devreye giriyor. Ciinkil o bu is i¢in bi¢ilmis tam
kaftandi. O hem matematikte hem de bilisim alaninda bilimsel aragtirmalar yapryordu. Ama giiniin birinde (1955’te Werner Romberg, 2021°de ben) onun bu bilimsel
¢alismalarinin kiiltiirel bir etkilesime neden olacagi, hem de kimsenin tahmin etmeyecegi bir iilkeden, Tiirkiye’den, kim bilebilirdi ki! Ama ben siirpriz yapmaya
bayilirim (Bkz. “Baris Icin Siirpriz Yapmak Gerekiyor!”, S. 7).

Umarim, bu bilimsel ve kiiltiirel etkilesim tilkelerimiz arasinda bir koprii vazifesi goriir ve diger alanlarda iliskilerin kurulmasina vesile olur!

D. PAMUKTULUM, 16.06.2021, 05:38.

D. P72, mt
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Ekler

Hatirlarsaniz Romberg’in tezindeki Vn € N igin yakinsak olan Tyn’yi (1.61)’de ve U,n’yi (1.67)’de,

( T
F} \_.\_\:‘-._H\\.. Ton = on+2 _ T Cot T |
&‘ (174) 3 * Tan (%) 2n+2 0 (2n+2)
'

ﬂﬁﬁ Uy =22 T ce(T),

Sin (L) 2n+2

- 2n+2
LE-M

olarak en sade sekilde vermistim (Bkz. “I.7.1. Alt Sinir K,,’nin En Sade Hali” ve “1.7.2. Ust Sinir T, ’nin En Sade Hali”. Bunlar Romberg’in rityasinda géremeyecegi ya

da gorse bile hayra yoramayacagi sonuglar idi). O halde bu sonuglar1 “Ole Amble Algoritmasi, 01.02.2019” adli makalemdeki sonuglara gore degerlendirirsem; (4.7)’den

1 N 1 N g8 B8 T g8 T
Aon = 2n+23F(a+1—2 )—2n+23 2Cos( (a+1-2" )ho) 2n+33Cos E(a+h0 h,) 2n+33 (a+b—a— h,) 2n+33Cos E(b_h“)
m m 1-0 m g1 m m ) m
= 21‘1+3_ 3 COS E (1 - 2n ) = 2n+3_ 3 COS (E - 2n+1) = 2n+3_ 3 Sln (2n+1)

esitliklerine gore

(1.75) Azl’l

= 2n41:[3_ 3 Sln (21":-1)

olmak iizere (4.8)’den T,n’yi

2
Ton = Ton + A = 5 Cot () + e Sin () = <6cOt(2;2) +Sin (2:;1)) - ot () <4 Cos? (5 “)) —Tpn <4 - (&) )
4U%n — Thn

ve Uzn’yi

Oan = Upn = 2001 = s Csc () = 2 i () = 7y Cse () = s Sin () = s <6c5c(2:f+2) Sin (2%))
2 2 2
= 2nf3_ 3 Csc (2:'_2) <5 + Cos? (2£2)> = Upn <5 + <$22n) ) = —5U26nU-:nT2n

esitliklerine gore

_ 4U%, — T4
(Tar = Zsugn = anZ. 3Cot (2112) <4 - Cos” (Z‘LD

~ 5U3n + Tjn gy s S T
U,n = 5Um =i g Csc (2n+2) 5+ Cos (2n+2)

seklinde en sade sekilde yazmis olurum (20.05.2021, 20:29:33-20:36:17. Bunlardan ilki bu yaklasikliklarin Mathematica’da yazildig1 dosyanin olusturuldugu ve ikincisi

(1.76)

test sonucunun basarili olup dosyanin kaydedildigi saatleri gosterir). Yine bu sonuglar, Ole Amble’in da hayal edemedigi sonuglar idi. Ciinkii o, bu sonuglarin = 3
icin vermisti. Oysa bu sonuglar her n dogal sayis1 icin gegerlidir. Ornegin, bu sonuglar1 Tablo 4.4’te n = 5 i¢in verdim. Yani bu sonuglar, 6zellikle (4.6)’dan goriildiigii
tizere Ole Amble’1n algoritmasinin genellestirilmis seklidir!

Ikinci olarak Romberg’in mavi ve Ole Amble’in turuncu tablolarindaki elemanlar arasindaki iligkilerden séz etmek istiyorum. Ciinkii Romberg, (1.55)’teki 6rnegine
hem kendi metodunu hem de Ole Amble’'in metodunu uygularken [0,1] integral araligini h = % = % = % farkindan anlasilacag: tizere 8 esit pargaya bolmiis ve her
2 metottan elde edilen sonuglar1 mavi tablo ve turuncu tabloda vermisti!

Iste simdi bu tablolardaki elemanlar arasindaki iliskiler igin ilk kez bir aragtirma s6z konusu oldu ya da béyle bir aragtirma daha énceden yapilmadig icin bir firsat
dogdu ve ben de bunu en iyi sekilde asagida degerlendirdim. Fakat asagida E ile gosterdigim 2 farkli ekstrapolasyonu kullandim ve bunlarin neler oldugunu bir sonraki
makalemde gosterecegim. Simdilik bu durumu mazur goriin!

Tablolardaki Elemanlar Arasindaki fliskiler. {lkin (1.76)’dan Romberg'in tablosu ile Ole Amble’in tablosunun ilk siitunlarindaki elemanlar arasinda

Ton U
2 +2 2

1.77 .
( ) Tzn U2n

=3

iliskisinin oldugunu goriiyoruz.
Diger baginti (4.8)’e gore soyledir (ki bunu (1.76)’dan 6ngorebilmek kolay degildir):
(1.78) 2Tyn+1 + Uyn = 2Tyn+1 + Upn.
Iste bu esitlikten n = 0,1,2 igin her 2 tablonun ilk siitunlarindaki elemanlar arasinda su sonuglar gegerli olur:

ZTZ + Ul = 2T2 + Ul'
(1.79) 2T4_ + GZ - 2T4 + Uz )
ZTS + G4 = 2T8 + U4_.
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Ekler

Bir diger bagint1 da sudur:

TZTI ﬁzn T22n
1.80) 2 - =1
( ) <T2n U2n> U%n
Eger bu esitligin her iki yanini 3 ile carpar ve (1.77)’de yerine koyar, gerekli islemleri yaparsak,
(1.81) 3Tn = Uyn(8UpnTyn — 5TynUyn)

seklinde karmasik bir bagint: ortaya ¢ikar.

Fakat bundan sonraki karmasik bagintilarin kolaylagsmasi i¢in ilkin (1.78)’de indisleri yalnizca n cinsinden yani 2’nin kuvvetleri yerine yalnizca kuvvetlerine gore

yazarsak,
(1.82) 2T,41 + U, =3E,1(T) = 2Ty, + Uy
esitliginde E bir lineer fonksiyon oldugundan genel olarak Yk € N i¢in
(1.83) 2Ep41k(T) + Eni(U) = 2Ep111(T) + Epi (V)
bagintisinin gecerli olduguna dikkat edelim.
Simdi bunun dogru olduguna iliskin bir érnek olarak k = 1 i¢in ispat yapayim. Oncelikle ikinci siitunlardaki elemanlar igin

16Tr1+2 B Tn+1 _ 16(Tn+2 + An+2) B (Tn+1 + Ar1+1)

En+1,2 (T) = 15 = =
By ,(0) = 16041 = On _ 16(Uny1 = 2An42) = Un = 2Ap41)
i 15 15
~ -~ 16(2Toss + Usy) — (2Tous + U
2B 132(T) + B (0) = 2202+ Unen) = P+ On)
-2 16Th12 — This + 16U, — U,
- 15 15
gt el gy, 4 oy =l
=2. - + .
4 2411 (T) + Ey 1 (U
=§(2Tn+2 +Un+1)+ Il+1,1( 2_) n,1( )
om0 2By 411 (T) + By 1 (U
= 2 (2Thz + Onia) + n+1,1( )5 n1(U)

esitliklerinden

(1.84) 2(5Ens12(T) — 4Th42) + (5En2(0) = 40n41) = 2Eny11(T) + Ep 1 (U)
sonucu gegerlidir.
Fakat bu bagintida

T T 16Tnio = Toer - 4T 00 — T
5El’1+1,2(T) - 4Tl’1+2 = 5% _ 42 — n 3 n

160,,, — U - 40,,, -0 ~
%_4&1“ =%= En,l(U)

= En+1,1(T)
5En.(0) — 40,4, = 5.
esitlikleri gecerli oldugundan
(1.85) 2En+1,1(T) + En,l(U) = 2Ep411(T) +Ey ; (U)
bagintisi gegerli olur.
Iste bu esitlikten de n = 0,1 icin

2(5§4 - 4’T4_) + (5\72 - 462) = 2(5E1’2(T) - 4T2) + (SEO,Z(U) - 461) = 2E1’1(T) + EO,]_(U) = 284 + Vz
2(5§8 - 4T8) + (5\74 - 4’U4) = 2(5E2’2 (T) - 4T3) + (5E1’2 (U) - 462) = 2E2’1(T) + El,l(U) = 288 + V4_

esitliklerine gore her 2 tablodaki 1 ve 2. stitunlardaki elemanlar arasinda su sonuglar gecerli olur:

2(5§4 - 4T4) + (5\72 - 462) = 284 + Vz,

1.86 - - B
(1.86) {2(558 —4Tg) + (5V, — 40,) = 2Sg + V,.

Ugiincii olarak k = 2 icin (1.83)’ten su esitligin gegerli oldugunu biliyoruz:

(1.87) 2En+1,2(T) +En> (U) = 2Ep4+12(T) + Ef (V).
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Burada

Ekler

16En+2,1(T) - En+1,1(T) — 16(5En+2,2 (T) - 4Tn+3) - (SEn+1,2(T) - 4'Tn+2) -5 16En+2,2(T) - En+1,2 (T) —4 16Tn+3 - Tn+2

En+1,2(T) = 15

21

64En+2(T) — Env1,2(T)

63

ve

15 ' 15

—16En+2, (T) —4En422 (T) = 21Ep413 (T) - 16En+2,2(T) —4Ep422 (T) = 21En+1,3(T) — 20Ep;2, (T)

16En+1,1(ﬁ) - En,l(U) — 16(5En+1,2 (U) - 4Un+2) - (SEn,Z (U) - 4Gn+1) -5 16En+1,2(ﬁ) - En,z (G) —4 16Gn+2 - Un+1

En2(0) = 15

- 64E,41,(0) — Ep2(0)

63

esitlikleri gecerli oldugundan

15 ' 15

—16Ep112(0) | = 4En4+12(0) = 21E,3(0) — 16E412(0) — 4Ep412(0) = 21E, 3(0) — 20,44 ,(0)

(1.88) 2(21Ep415(T) = 20En12(T)) + (21En3(0) = 20En412(0)) = 2Ens12(T) + En2(U)

bagintisi elde edilir.

Iste bu son esitlikten n = 0 i¢in

2(21Rg — 203g) + (21W, — 20V,) = 2 (21E; 5(T) — 20E,5(T)) + (21Eo3(0) — 20E; 2(0) ) = 2E45(T) + Eo,(U) = 2Rg + W,

esitlikleri gecerli oldugundan her iki tablodaki 2 ve 3. stitunlardaki elemanlar i¢in yalnizca su sonug ¢ikar:

(1.89) 2(21Rg —20Sg) + (21W, — 20V,) = 2Rg + W,.

Mathematica Programi. Ole Amble’in (1.76)’daki yaklagikliklarina iligkin mathematica programini

|

|

Ole Able, Oslo Universitesi’ndeki Wagematic 1000’in basinda.

11k Bilgisayar Sistemi (Det Forste Regneanlegget)

Isvegli finansér Axel Wenner-Gren’den gelen hediyenin hikdyesi ¢ok &zel.
Aftenposten’in gazetecisi Henning Sinding Larsen, biiyiik sanayiciyle bir portre
réportaji yapmistt. Wenner-Gren daha énce Isve¢’teki iiniversitelere birkag tane
Wagematic makinesi vermisti ve roportaj sirasinda Oslo Universitesi’nin de bir
hesap makinesine ihtiyaci olup olmadig1 sorusu giindeme geldi.

Sinding Larsen, iniversitenin rektoriine bir mektupla Norve¢’e dondii. Wenner-
Gren, UiO’ya hediye olarak bir Wagematic 1000 teklif etti. Neredeyse Norvegli
oldugu, Bahuslen’de dogup bitytidigi gergegiyle bunu hakli ¢ikarmis olmasi
gerekiyordu. Ole Amble’a gonderilen ve Sinding-Larsen’in yazdig1 mektubun bir
kopyas1 bende var:

Universite rektérii, “bu kadar dnemli meseleler séz konusu oldugunda, onlara
musallat olmamalar: gerektigini soyledi. Bilgisayar kiralamanin miimkiin olup
olmadigini az once fakiilte tarzinda tartistik” dedi.

Amund Lunde.

1. “Mathematica’da Lineer E-ATA M Algoritmasi Uzerindeki Ole Amble Algoritmasinin Romberg Ornegine Uyeulanmasiyla Elde Edilen Yaklasikliklara Sembolik Bir

Yaklasim™

2. “Mathematica’da Lineer E-ATA M Algoritmasi Uzerindeki Ole Amble Algoritmasinin Romberg Ornegine Uyeulanmasiyla Elde Edilen Yaklasikliklara Sembolik Bir

Yaklasim™

linklerinde bulabilirsiniz. Bu programdaki tiim ¢iktilar1 Romberg’in turuncu tablosuna gore, dolayisiyla onun bu tablosunun diizeltilmis sekli olan Tablo 4.3’e gore
yaptim. Fakat girigleri degistirerek Tablo 4.4’teki ve 6tesindeki sonuglara ulagabilirsiniz. Ciinkii (1.76)’daki yaklagikliklar genel formiillerdir! 2. Lqplcd K724, Lipt
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http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/ole_amble_metodu/ole_amble_algoritmasi.pdf

		2022-07-13T19:42:27+0300
	DERYA PAMUKTULUM




