Trondheim’da Bir Tiirk Seyyah

Oncelikle calismaya gegmeden 6nce Knut Hamsun'un “Istanbul’da 2 Iskandinav Seyyah” adli kitabindaki gézlemlerinden hareketle 1899 Istanbul’'unun gergek bir

tasvirini yapmak istiyorum: “Ertesi sabah gemi demir alirken uyaniyoruz. Saat 6, hava bulutsuz.

Kalede zabitlerle askerlerin konustuklarini goriiyoruz. Onlar talime ¢ikarken, vapurumuz Bogaz’1 gecmeye basliyor.
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Istanbul’da Giin Batimy, I.K. Ayvazovski-1899, 205x335 CM tuval iizerine yagliboya (Kefe/Feodosiya Ayvazovski Resim Miizesi. Ayvazovski, bu resmi vefatindan 1 yil 6nce hafizasindan

yararlanarak ¢izdi. Ayni yilda Hamsun bu manzaray1 Anadolu Kavagi'ndan gorebildigi kadariyla, “Arkamizda Karadeniz yemyesil ! ve sakin uzaniyor. Gurup vakti; giines batarken ufuk
¢izgisinin en dibinde kan ve altin karisimi bir kusak alev aliyor (Bkz. “Ortakéy’de Giin Batimi, 18567). Gok kubbenin altinda baska hicbir yerde boylesine bir renk ctimbiisii gordiigiimii

zannetmiyorum ve baska hicbir seyin de Tanri’min yaptig1 kadar giizel olamayacagini hissediyorum. Ufuktaki kan ve altin kusagi yavas yavas ¢oziiliirken, altimizdaki deniz karariyor,
agirlasiyor.” seklinde tasvir ederken Istanbul’a giriste de sunlar1 goriir: “Vapurumuz hiz kesiyor, Istanbul artik karsimizda. Biiyiik devletlerin sefaretleri, genis arazilere kurulmus kisla
benzeri mimarileri ve kaba ciisseleri ile manzaraya tahakkiim ediyorlar. Sonra minareleri goriiyoruz. Tiirkiye'nin payitahti ii¢ denizin; Marmara Denizi, Altin Boynuz (Hali¢) ve Bogaz'in
birlestigi yerde kurulmus. Iki kitanin arasina yerlesmis, iki yakasinda tabiat harikast tepeler ve eteklerinde deniz olan bu sehrin diinyada bir benzeri yoktur. Istanbul, her ne kadar Mos-
kova'min rengarenkligine, kirmizi, yesil ve yaldizli kubbelerine sahip degilse de, Moskova’da olmayan bir sey var burada: Semaya yiikselen beyaz minareler...” Bana gelirsek, Hali¢’e girisin
biraz saginda Kasimpasa Lisesi'nde okurken Dalan’in, “Hali¢ gozlerimin rengi gibi masmavi olacak!” dedigi Giiney Hali¢ Kollektorler’in yapimindaki kaziklar ¢akilmaya baslanmisti ve

mezun olana kadar da bu Cin iskencesinden kurtulamamistik. Ama bakin, Ayvazovski, Bogazici'nin ve Hali¢’in ne kadar mavi oldugunu gostermis tablosunda. Cocuklugum ve
gengligim hep Kasimpasa’da gecti ve bize 1970’lerde bile Hali¢’de yliziildigiinii sdylerlerdiler de inanmazdik!

Bogaz’in iki yakasinda arka arkaya siralanmus kiigiik sehirlerin oniinden birer ikiser dakikalik fasilalarla gegiyoruz. Esasen hepsi tek ve ayni sehir demek daha dogru
olacak. Sahile o kadar yakiniz ki, karada olup biten her seyi gorebiliyoruz. Gordiiklerimiz, diisiindiiklerimizden ¢ok farkli. Yoksa biz Tiirkiye'de degil miyiz? Ben 30 senedir,
beceriksiz sultanlar tarafindan iflasin esigine getirilmis bir memlekete dair yazilmis yazilar: okumaktayim. Halbuki vapur, baglk bahgelik kiigiik sehirleri ve giillerin
kipkizil pariltisiyla goziimiizii alan bir masal diyarinda yol aliyor.

Hakikati bilmek giic. Bunun nedeni belki de bize hakikati anlatacak olan Avrupa basininin tek sesliligidir. Insan biraz siipheleniyor dogrusu. Sesini duyurmasi lazim gelen
taraf tamamyla dilsiz. Akla su fikirler geliyor: Abdiilhamit Tiirkiye’ye uzun senelerdir sahip olmadigi bir itibar kazandirmus gibi goriiniiyor. Sultan iilkede ticaretin
gelismesiyle ilgilendi, mekteplerde yapilan reformlara itiraz etmedi, demiryollar: insaatina izin verdi, orduyu yeniden tanzim etti. Kendisinin ¢ok ¢aliskan bir kimse
oldugu, sabahin 5’inde kalkti1, icabi halinde hemen emrinde bulunmalari icin katipleri sarayda gecelettigi soyleniyor. Viicut yapisi itibariyle, asil bir Tiirk oldugu goz
ontinde bulunduruldugunda zayif bile sayilabilecegini kendi miisahedelerime (gozlemlerime) dayanarak belirtebilirim.

Huristiyanlara uyguladig: iskenceler mevzuuna gelince %, bunun ¢ok Miisliimanca oldugu séylenebilir. Bosuna mi ‘Miiminlerin Sultant’, ‘Islam’n Halifesi’dir kendisi...
Amma simdi karsi tarafin konusmasi lazim, kars: taraf tamamen dilsiz. Yalnizca bir taraf konusuyor, hem de fasilasiz ve biitiin diinyada. Contemporary Review’da bu
tek taraf -bir miitecaviz, hem de yiiksek dereceli bir Tiirk devlet memuru- soyle dile geliyor: Osmanli imparatorlugundaki Hiristiyan unsurlarin devletin gizli ya da agik
diismanlar: olduklar: bilinen bir mevzudur. Neyi arzuladiklar: ve istiklal miicadelesi vermek iizere neler yaptiklarini biitiin Avrupa’ya anlattilar. Bununla beraber Av-
rupa’nin heniiz bilmedigi, Imparatorlugun Miisliiman tebaalarinin da -Kiirtler, Arnavutlar vs.- istiklal talepleri icinde olduklaridir. Bunlarda Hiristiyanlarin atilganh
ve zekdst bulunmamakla birlikte, Sultan Abdiilhamit’e karsi silahli mukavemette bulunmak arzusuyla tutusmaktadirlar.

Gordiiniiz mii?

Norveg’te Yahudilerin devlete karsi agik ya da gizli diismanlik gosterdiklerini, hatta silahli mukavemette bulunmak arzusuyla tutustuklarini diisiinelim. Sonra? Sonrasi,

! Hans Christian Andersen, V1. Boliim’{in girisinde Istanbul’a girerken sdyle bir tasvirde bulunur: “Geceki firtinanin ardindan dogan sabah giinesi bulutlar ve sisle miicadele halindeydi,
arkamizda Marmara Denizi koyu yesil dalgalarla kopiiriip cosarken karsimiza tipk: Venedik gibi, bir hayal kenti, dev Constantinopel, yani Ttirkler’in Stambul’u ¢ikt:.” Yani Marmara
denizinin gergek rengi yesil hem de yemyesilmis. Tipki Ayvazovski'nin Ortakdy’deki kayiklarin altin1 boyadig: yemyesil gibi. Fakat 180 yil sonra Marmara denizinin dibi ¢6llesmis
durumdadir. Prof. Dr. Mustafa Sari, bizzat dalarak manzaray: soyle tasvir eder (Bkz. “Prof. Sar1 fotografladi: denizin dibi miisilaj ortiisiiyle kaplanmis durumda”): “Bugiin kendim
daldim. Kiyrdan 18 M’ye kadar indim. Miisilaj olusumu devam ediyor ne yazik ki. Denizin dibi miisilaj ortiisiiyle kaplanmis durumda”

> Hamsun, durumun gayet farkindadir, yani biitiin Avrupa basininin Sultan Abdiilhamit’in Ermeniler’e ve Hristiyanlar’a yaptig1 zulmi hakkinda malumat sahibidir ve bu ytizden
“Biiyiik Ihtiyar (Ingiltere)’, ‘Tahttaki Katil (Sultan Abdiilhamit)’i tanimaz miydi?” sorusuyla bu 6nyargili tutuma bir génderme yapar. Konu “Payitaht: Abdiilhamid” adli dizisinin
dikkatini ¢ekmis ve 96. Boliim’deki “Hristivan Oliimleri’nde yer verilmistir.
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Trondheim’da Bir Tiirk Seyyah
isyani bastirir, isyancilari da kursuna dizerdik. Ama mesele boyle kapanmazds tabii. Simdi diinyadaki biitiin Yahudiler haykirmaya basladilar. Avrupa’daki Hiristiyanlar:
da haykirislarina kattilar, Tiirkiye’yi de.
Ve biz, yani karsi taraf hala suskunuz.”

Yukaridaki pargalar1 Hamsun’un Danca’ya yakin olan eski Norvegge * kullanarak kaleme aldig1 ve Norveg’te az taninan yapitlarindan biri “Stridende Liv (Miicadeleli
Hayat)” adin1 tagiyan ve 1905’te basilan bu seyahatname “Hilalin Altinda” adli béliimde yer alir. Eyliil 1899°daki Istanbul gezisi notlari tamamen gozlemlere (miisa-
hedelere) *, dolayistyla bilimsel bilgiye degil giindelik bilgiye dayali olmakla birlikte, Osmanh toplumuna ve Sultan Abdiilhamit'e ¢agdaslarindan farkl olarak Os-

manli’ya yargilayarak degil son derece olumlu, miisamahakar ve agik goriisle yaklasmistir. Ornegin yukaridaki son ciimlede Hamsun, kendisini bizim gibi mazlum biri

olarak goriir ki, bu durumda Hamsun hakkindaki “Radikal Anarsist ve Islam Hayran:” ifadelerinin art niyetli oldugu sonucu ¢ikar!

Buraya kadar her sey giizel, ama Hamsun’un seyahatnamesinden yola ¢ikan biri, 1899 Istanbul’'unu ne kadar tantyabilir ki? Iste bu yakici soru, 66 sayfalik seyahatna-
menin her ciimlesinde, paragrafinda, sayfasinda ve nihayetinde tamaminda daima karsima ¢ikt1 ve bir yanit bulamadim. Bunda tabii ki Hamsun’un Istanbul’u tanima-
masl, Islamiyet’i bilmemesi ve 6zetle bizi Avrupanin doldurusuyla yanlis tanimasinin gok biiyiik pay1 vardir. Ama yine de Hamsun’un suya sabuna dokunmadan
sadece “martilar”dan bahsetmesi feci sekilde stiphelendirdi beni!

“Saglam bilgiler saglam (dogru) adamda bulunur!”

Acaba gercegi bulabilmemiz i¢cin Hamsun’un ne yapmasi gerekiyordu? Bana gore Hamsun, “Payitaht” dedigi yerden karaya ¢ikar ¢tkmaz bir Rum turist rehberi yerine
Istanbul’u taniyan bir Tiirk ile gériismeliydi. Ornegin Hamsun Bogazici'nden Istanbul’a giris yapip karaya ciktiginda Tevfik Fikret, orada ilk siir kitab1 “Riibab-1
Sikeste”nin basimi i¢in Cagaloglu’nu arsinliyordu!
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Tevfiik Fikrar Boy, nutour du Rdbabi-Chikestd, dans son cnbinat de travail.

Riibab-1 Sikeste miinasebetiyle: Tevfik Fikret Bey, glise-i istigalinde (inzivada). Servet-i Fiintin, 465 (27 Kantn-1 Sani 1315/8 Subat 1900).

Bilindigi tizere 1896 yil1 Fikret'in Saray ve Padisah karsisindaki tutumu agisindan bir dontim noktasidir. Ciinkii bu tarihte bir yandan Mekteb-i Sultani’deki memuri-
yetinden ayrilip Robert Koleji'nde goreve baslamis, artik Devlet memuriyetini terk etmistir, bir yandan da ayni yil icinde Recaizade Ekrem’in tesvik ve tavsiyesi ile
Servet-i Fiiniin dergisinin sorumlulugunu tistlenmis ve dergide toplanan kadro ile birlikte yeni bir edebiyatin binasin1 “Edebiyat-1 Cedide” adinda yiikseltmeye koyul-
mustu. Sanatta hem igerik hem de bigimde bir atilim yapip Batililasmayi ilke edinmislerdi. Fakat sonra ne olduysa bilinmez, Fikret ¢ok keskin bir Padisah, Saray ve

> Guniimiizde “Trondheim” sehrinin eski ya da orijinal ad1 “Trendhjem”dir ve Danimarkalilar halen bu orijinal adi kullanirlar. Ctinkii bu isim Viking Kralligrnin bagkenti olan
Trondelag’tan gelir. Ben giiniimiiz Norveglileri gibi “Trondheim” adini hi¢ kullanmadim (ki kulagim1 tirmaliyordu); onun yerine hep “Tréndheim” dedim (Bkz. RIK 3, Dipnot 8).

* 1. Bolum, S. 21’de Sultan Abdiilhamit icin soyle der: “Viicut yapisi itibariyle, asil bir Tiirk oldugu goz oniinde bulunduruldugunda zayif bile sayilabilecegini kendi miisahedelerime
dayanarak belirtebilirim.”
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Trondheim’da Bir Tiirk Seyyah

iktidar muhalefeti hatta diismanlig1 ve nefreti igine girer. Bu diigmanlik ve nefret daha 6nceleri ne zamandan itibaren olugmaya basladi, ne vakitten beri vardi, yazdiklar:
ve gevresindekilerle iliskilerinden bize ulasan veriler ¢cercevesinde buna dair kesin bir sey sdyleyebilmek miimkiin degildir. Ancak Fikrefin bu donemde Devlet memu-
riyeti kabul etmemesi bir yana, ¢cevresinde bu tiirden gorevleri kabul edenlere ve hatta iktidara, Saray’a yakin olarak anlasilabilecek en ufak tavir ve eylem igine girenlere
kars1 dahi ¢ok kiric1 ve kati tepkiler gelistirdigi, yakin ¢evresinde bulunan kimi Servet-i Fiintin toplulugu yazarlarinin daha sonra kaleme aldiklar1 anilarinda kayitlidir
(Bkz. “Saray Karsisinda Tevfik Fikret”). Gegen ylizyilin son 4 yilina bakildiginda, Fikret'in siirlerinde toplumsal boyutun arttig1, karamsarligin tiste ¢ciktig1 gorliir. 1897

Osmanli-Yunan savasi sirasinda yurt ve ulus sevgisini dile getiren siirler yazar. Ayni zamanda, Abdiilhamit'in baskist ile sansiir ve jurnalcilik artar. Ozgiirliik ve adalet
ozlemi ile ilgili siirler yazarken 1898’de birkag giin i¢in g6zaltina alinir!

Tarih: 11 Fkim 1899.

Ingilizler Giiney Afrika’nin altinina g6z dikip bu topraklar1 500,000 askeriyle isgal etti. Topraklarini ve altinlarini kaptirmak istemeyen Boerler, Ingilizlere karsi ge-
rilla miicadelesi verdi. Evleri yakilip yikilds, esleri-gocuklar1 6ldiirtildii, toplama kamplarinda iskenceler gordiiler ama Boerler geri adim atmadilar.

Tam o giinlerde Osmanli miinevverleri (aydinlar1) ne yapti dersiniz?
Su analizi yaptilar: Ingilizler kaybederse bu Ingiliz karsit1 bir politika izleyen II. Abdiilhamitin isine gelir. O halde biz Ingilizleri destekleyelim!
Ve bu destegi de verdiler. Nasil mi1?

Eski sefirlerden Ali Galib Bey’in Rumelihisar’ndaki evinde toplanti diizenlediler. Toplantiya Ismail Kemal, Hiiseyin Siret, Ismail Safa ve Ubeydullah katild1. Ingiltere
Biiyiikelgisi Sér Nicholas O’Conor’a hitaben bir mektup kaleme aldilar. Bir de desteklerine kilif buldular: “Ingilizler Kirim Savagsi’'nda bizimle birlikte harp ettiklerinden
Ingiltere’nin bu savasta muzafferiyetlerini temenni ederiz!” Fakat gercek niyetlerini de yazmadan edemediler: “Sultan Hamit'in Ingilizlere karsi planladigi hasmane
siyasete millet istirak etmemektedir.”

Hiiseyin Cahit Yalcin’a gore metni Tevfik Fikret kaleme almisti. Kimine gore ise Hiiseyin Siret yazdi (Y.N. Ad1 gegen dizide metnin bizzat Tevfik Fikret'in kaleme
aldig1 gecer).

Sonucta dilekce Osmanli miinevverlerine sunuldu; destek imzasi istendi. Kimler destek vermedi ki: Recaizade Ekrem, Sami Pasazade Sezai, Mehmet Cavid, Mehmet
Rauf, Ahmet Kemal, Tevfik Fikret gibi 29 miinevver.

Tarih: 20 Kasim 1899.
Giiney Afrika somiirgesi Ingilizler oluk oluk kan akitirken Osmanl miinevverleri Ingiltere Bityiikelciligi’'nin kapisini ¢aldi. 12 kisiydiler.

Dilekgelerini bizzat S6r O’Conor’a elden verdiler (Y.N. Yine ayni dizide Osmanli miinevverleri adina dilekgenin Tevfik Fikret tarafindan bizzat kaleme alindig1, ingiliz
Sefiri S6r O’Conor’in yiiziine kars1 okudugu ve bizzat elden teslim ettigi gosterilir).

Kuskusuz II. Abdiilhamit bu girisimi duydu, korktu ve bir operasyon baslatt1 (Y.N. Ad1 gegen dizide Sultan Abdiilhamit, girisimi Hasan Tahsin Pasa’dan 6grenir).

[k 6nce Hiiseyin Siret ve Ubeydullah Besiktas Karakolu'na gekildi. Ingilizler bu gozaltindan rahatsiz oldular. Biiyiikel¢i O’Conor girisimde bulundu; gézaltina alinanlar
serbest birakildi. Ancak II. Abdiilhamit bu olay1 unutmadi. 2 ay sonra Hiiseyin Siret'i Bitlis’e, [smail Safa’y1 Sivas’a, Ubeydullah’1 Taif siirgiine gonderdi. Tevfik Fikret
evinde goz hapsine alindi. Kimi de yurtdisina kagt1 (Bkz. “Hangi sairler suikast planladi?”).

Iste bu Tevfik Fikret'in sadece gdzlem yoluyla Istanbul’u, dolayisiyla Osmanli’yr anlamaya caligan Hamsun’a anlatacag siiphesiz ok seyi
vard: °. Merak ediyorum, simdiye kadar hangi edebiyat¢1 boyle bir karsilasmayr diistinmiistii? Ciinkii bu konuda higbir veri bulamadim.
Bununla birlikte bazi edebiyat tarihgileri Hamsun’un 1899-1900°de Rusya, Katkasya ve Tiirkiye seyahatlerine ¢ikis nedenini “gizemli, 6z-
giin ve el degmemis olana kars1 duydugu ilgi ve sevgiye” baglar. Ancak tek neden bu olmasa gerek!

Ayrica Ole Amble’1n tezini gelistirmeme iliskin ¢alismalarim i¢in Hamsun ile ayn1 diistinceleri paylasiyorum:

“Ayagim Tiirk topragina basmis olmak bile biiyiik bir muvaffakiyet degil mi zaten? Var mi herkeste bu cesaret? Tamam, Tiirkler adam
yemiyor artik. Lakin hepten de dissiz olduklarini kim iddia edebilir? Benden baska Norvegli bir yazar bu memlekete gelme cesaretini gostere-
bilmis mi? Goethe bir zamanlar Weimar’dan Italya’ya kadar gitmisti, Tiirkiye’yi ziyaret etti mi acep?

Hasili, iftihar edilecek bir sey bu benim yaptigim!”

L/, - / Bu arada Hababam sinifindaki edebiyat¢inin durumuna diismeden, Tevfik Fikret'in 106. Oliim Yil Déniimii nedeniyle anisi kargisinda

Knut Hamsun oo 1899 biiyiik bir saygiyla egiliyor, gegen yiizyilin basindaki ayni hatalara tekrar diigmememizi temenni ediyorum. Ciinkii basimiza ne bela gel-

tarihli ve imzali tek fotog-
rafi. lesi oldugunu ve ancak bu birikimle refaha erisebilecegimizi kavrayamadigimizdan dolay: olmustur. Yani biz birikim yapmadan her seyi

misse, III. Ahmet (1718-1730) doneminde baslayan Batililasma Hareketi'ni bir tiirlii beceremedigimizden degil; bunun bir birikim mese-

Batr’dan almakla Batililasacagimizi zannediyorduk. Ama 200 y1l sonra geldigimiz nokta pek de farkli olmadi. Ciinkii biz ilerlerken Bati da ilerliyordu, dolayisiyla aradaki
fark bir tiirlii kapanmiyordu. Iste bu yiizden Atatiirk’e gore bize 1 degil 100’lerce Tevfik Fikret gerekiyordu!

D. PAMUKTULUM, 19.08.2021, 01:54.
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*> Mustafa Kemal'in Canakkale Savagi’'ndayken Tevfik Fikrete yetisemediginden dolayr déviindigiinii ¢ok iyi biliriz. Mustafa Kemal 19.08.1915’te (Tevfik Fikret'in 6ldugi giin) 16.
Kolordu Komutani ve ayni zamanda Anafartalar Komutani olmus ve 10.12.1915’te de Anafartalar Grup Komutanhigr'n1 Fevzi (Cakmak) Pasa’ya birakarak izinli olarak Canakkale’den
ayrilip Istanbul’a donmiistii. Fakat Tevfik Fikret'i anmasi ancak 19.08.1918/Pazartesi giinit “Tavaf-1 tahatturunda bulunmakla miibahi perestiskiran-1 Fikret (Anisi cevresinde bulun-
makla oviinen, Fikret’in biiyiik hayranlari)” kaydiyla miimkiin olabilmisti.
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Romberg’in Orneginden Ole Amble’in Algoritmasinin Genellestirilmesine Dogru

2.1. Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi (23.06.2021, 01:17:55). Ole Amble’in al-
goritmasina iliskin ilk ¢aligmami 01.02.2019, 20:21’de “4.1. Ole Amble Algoritmas:” adl1
makalemde yapmistim. Anilan bu tarih, Prof. Brynjulf Owren’den “Vereinfachte nume-
rische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517
adli Rombergin tezini 23.12.2018, 18:30’da almamdan 40 giin sonrasini gosterir. Bu tezi
23.12.2018, 19:30-24.12.2018, 11:00 tarihleri arasinda MS-Office 2016 ile A3 formatinda
“Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p.
30-36, MR 61, 517” soluksuz bir gekilde (ki inanin tuvalete bile gitmedim) ilk kez mii-
kemmel bir kopyasini ¢ikardim (Bkz. “1.6.4.1. Romberg’in Orijinal Makalesi ve Sonuc-

lar1”, S. 12). Ciinki tezin orijinali hi¢ hos degildi; sayfalandirma konu anlatimina gore
kot bir sekilde yapilmisti, yani konu anlatimi sayfalara gére ¢ok kotii sekilde boliin-
miistii ve tablolar da olduk¢a daginikti. Ole Amble’in algoritmasina gelince, o sirada za-
ten 13705 KB’lik Romberg Integrali 2016-2019.docx adli aragtirma dosyamda Uygula-
malar’da idim ve giizel uygulamalar ariyordum. Iste bu sirada Romberg'in tezindeki Ole
Amble’1n algoritmasi dikkatimi ¢ekti ve onu giintimiize kazandirabilmek i¢in hemen ¢a-
ligmaya basladim. Yaptigim sey ¢ok agiktir: Romberg’in anlatimina goére Ole Amble’in
algoritmasini genellestirmek, dolayisiyla Romberg’in turuncu tablosundan daha biiyiik
tablolar elde etmekti. Bunlara iliskin tiim sonuglar1 “4.1. Ole Amble Algoritmasi”nda ver-

dim. Fakat bu calismay1 uygulamalarin basina gecirmem, Owren’den aldigim Rom-
berg’in tezi nedeniyle degil, matematik tarih¢isi Reinhard Siegmund-Schultze’nin de ¢ok
iyi bildigi gibi Romberg’ten sonra gelen matematik¢i oldugu igin. Ne yazik ki matema-
tikgiler bu konunun {izerinde durmazlar ama matematik tarihgileri bunun ne kadar
onemli oldugunu gayet iyi bilirler. Bunu nereden mi biliyorum: 22/7.2002 kayitli “Arsi-
met’in Metodu M.V.” adli bir projem vardi ve o sirada bir konuda bilgi almak i¢in Bo-
gazici Universitesi’'nden bir profesdre danismistim. Bana dedigi sey aynen su: “Biz, her
donem ogrencilerimize matematik projesi veririz. Ama sen bu kadar bilgiyi (matematik
tarihgesinden soz ediyor) nereden buldun?”. Iste matematikgilerin zayif olduklari konu
bu! Bu sonug ayn1 zamanda arastirmam makalem i¢in de gegerliydi. Ciinkii orijinal ka-
yitlara ulasamiyordum. Sag olsun Owren, ilk orijinal kayit olan Romberg’in tezini bana
verdi. Ama bu teze ulagabilmek i¢in neler ¢ektigimi bilseniz aklinizi kagirirsiniz (Bkz.
“1.6.4. Romberg’in Orijinal Makalesinin Pesinde”, S. 12).

Simdi tam burada Reinhard Siegmund-Schultze'nin bana gonderdigi yanit e-postasin-
daki su ifadeye 6zellikle dikkatinizi ¢ekerim (Bkz. EK 1): “I do not know whether you are

Resim 2.1. Ole Amble (08.05.1913-06.01.1996), 1950. 8 Mayis 1913’te Binbag1 Ole
Amble Ommundsen ve Anna Kristiansen’in oglu olarak Trondheim’da dogdu.
Ana dal: Meteoroloji, Yan dal: Astronomi, matematik, fizik, mekanik, cografya.
1939’da Oslo’daki Meteoroloji Enstitiisi'nde hava durumu béliimiinde meteoro-
log, 1947’ den itibaren iklim bélimiinde. Hastalik izni 1941-1945 (Not. Muhteme-
len Hitler'den dolay1 kafa izni. Ciinkii Norveg 9 Nisan 1940°da Nazi Almanyasi
tarafindan isgal edilmis ve 1945’e kadar stirmistii. Bkz. Dipnot 5). 17.12.1917°de
Ragnhild Aasgaard ve 11.11.1939’da 2 kiz ¢ocugu dogdu.

» «

“Tropagram, Yeni Bir Havabilim Diyagram, 1940”, “Degrade Riizgarinin Hesap-
lanmasi, 1945”, “Bush Entegratérleri Icin Baglant: Ilkesi Uzerine, 1946” gibi mete-
oroloji tizerine cesitli tezler yazdi. Bu nedenle Ole Amble’a “2. Richardson” deni-

lebilir (Bkz. RIK 4, S. 35, Resim 2.3).

aware that NTNU the Technical University in Trondheim (Norway) has rather extensive
personal papers of Werner Romberg. There is also a file on Romberg in Oxford within the refugee files of the Society for the Protection of Science and Learning.”

Bu ifadede Reinhard Siegmund-Schultze, Romberg'in tezinin elimde olmadigini zannediyor, dolayisiyla Trondheim ve Oxford’taki ilgili kaynaklar1 almamu istiyor.
Ama ben zaten Trondheim’dan Owren ile 23.12.2018’den beri temas halindeydim ve Romberg’in tezini de ondan almistim. Ayrica Romberg’in hayatini projeye basla-
digimdan beri zaten arastiriyor ve bir¢ok kaynaga ulasmistim bile. Burada bir seye dikkatinizi cekerim: Norvegliler gercekten de hiimanist insanlardir ve eger akademik
kaynaklarda bir sikintiya diiser ve onlara bagvurursaniz size derhal yardim ediyorlar. Oysa ayni davranisi Almanya’dan géremedim. Ben Norveglilerin bu samimi
davranislarint Romberg den kaynaklandigini diisiintiyorum. Ciinkii Romberg Trondheim’a geldiginde bir siirgiin idi ve ona orada her tiirlii olanag: saglamislardi. Tabii
ki bunda 2. Diinya Savasr'nin getirdigi yikimin da etkisi var. Simdi belki Norvegliler kizacak ama, “4.1. Ole Amble Algoritmasi™nin ilk sayfasina Norve¢’in en biiyiik

edebiyat¢is1 Knut Hamsun’un fotografi ve onunla ilgili verdigim bilgiler orijinalde vardi. Takla atan genci resme sonradan ekledim. Peki neden? Bunu az sonra 6gre-
neceksiniz. Hatirladigim kadariyla bu fotografi yine Norvegli bir diger edebiyat¢i Torem Rem’in “Hitler’e Yolculuk (Die Reise zu Hitler)” kitabindan almigtim ve o sirada

bunu Norveglilere giizel bir hatirlatma yapmak i¢in koymustum. Bu arada “Istanbul’da iki Iskandinav Seyyah” kitabryla Hamsun bizi de ilgilendiriyordu. Ama daha o

sirada A-ha’nin soz yazari ve gitaristi Pal Waaktaar-Savoy'un 2018 de basilmis “Tears from a Stone” adli kitabindan haberim yoktu. Bu kitabi lisedeyken biiyiik bir

keyifle dinledigim ve sozlerini onun yazdig1 “Diisiince Treni (Train of Thought)” par¢asindan kesfettim. $6yle ki: Pdl'un, bu pargay1 yazarken Gunvor Hofmo, Knut

Hamsun ve Fyodor Dostoyevski gibi varoluscu yazar ve sairlere dayandirdigina iligkin bir rivayet dolasiyordu ortalikta ve ben de bu bilmeceyi ¢6zebilmek i¢in arasti-
rirken karsimi bu kitap ¢ikti. Anladigim kadarryla, Tore Rem’in kitab1 Palun iizerinde, 6zellikle ge¢misiyle ilgili, biiyiik bir etki birakmus!

Padlun kitabini nasil kesfettim?

Pdl'un anilan par¢asindan hareketle Google’da arastirma yaparken 2018’de bir kitap yazmis oldugunu 6grendim ve Google kitapliginda bu kitabin tanitimi da olsa
mevcut oldugunu goriince derhal kitap iginde arastirmalarima bagladim. Once soldaki arama kutusunun igine “Hamsun” yazdim ve karsima 4 sayfa geldi. Bunlardan
sonuncusunda Tore Rem’in anilan kitabi1 da geger. Ama bu sayfalarin hepsi 6n izleme oldugu igin ieriklerine bakamadim. Ciinkii iceriklerini 6grenebilmeniz i¢in sizi
kitabi satin almaya yonlendiriyordu. Ama bu kitapta Hamsun ile ilgili sayfalarda nelerin yazilmis oldugunu muhakkak 6grenmem gerekiyordu ve 4 sayfa i¢in de kitabi
satin almayi gerekli grmityordum. Sonra Google kitapligina donerek arama kutusuna gunu yazdim: “Waaktaar, Tears from a Stone, Hamsun”. Iste karsima ¢ikan

“ICINDE BULUNDU”nun 6n izlemesine tikladigim zaman Hamsun’u buldum ve orada Hamsun ile ilgili daha 6nce hicbir kaynakta gormedigim bilgiler veriliyordu.
Bunlar1 “K,, ve T, I¢in Indirgeme Bagintilar:” adl makalemdeki Resim 5’in altinda verdim (Bkz. Onsoz, VIII-IX. sayfalara). Orada Hamsun’un “Yitik Ada” adli siirindeki
bir dortliigiin Almancasi var. Ama Hitler hakkinda verilenler daha da dikkatimi ¢ekmisti ve Hitler'i Pal Waaktaar degil, o donemi yasamus bir kisi, Pdl Waaktaar'in

babasi Olav Nicolai Gamst anlatiyordu. Diyordu ki: “Benim kiigiik memleketimde herkes Nazilerden nefret ederdi, kimse onlara sempati duymazdi. Ama Hamsun’'un
Hitler’i olumladig1 imajini unutursaniz, bence Hamsun iilkemizdeki en biiyiik yazardir.”

Bu, Hamsun hakkinda ilk kez birinci elden bir degerlendirmeydi ve simdilerde Hamsun’u kotiilemek i¢in, 6zellikle Norveg’te, yapilan propagandalari gecersiz kili-
yordu. Bize bu bilgiyi sagladig1 icin Pdl Waaktaar Savoy kardesimize tesekkiirii bir borg biliriz. Ciinkii ben de Hamsun’u bu sekilde diisiinityordum ama kaynak
bulamiyordum. Hamsun aslinda kotii biri degil; sadece ge¢misteki yoksulluk yillarina bir daha geri donmemek, dolayisiyla 6niine ¢ikan firsatlar: degerlendiren biri

oldugu icin 2. Diinya Savag1 sirasinda Nazilerden yana oldu. Ornegin 1899 Istanbul’'undaki gézlemlerini yazdig1 “Istanbul’da Iki Iskandinav Seyyah” kitabinda, Ham-

sun’un 6niine ¢ikan firsatlari nasil degerlendirdigini ve bu firsatlarin ona verdigi rahatlig1 a¢ikca gorebilirsiniz. Yani adam agik¢a rahatina diiskiin biri olarak gozikiir.
Bence Norvegliler Hamsun’u kotiilemek yerine, neden boyle davrandigini arastirirsalar daha dogru olur. Nobel 6diilii aldigr “Aclik” kitabiyla baglamalar1 gerekiyor.
Bununla birlikte Hamsun’un hatalar1 da var. Ornegin “Hamsun” adl filmin fragmaninda gésterilen Hamsun’un, cepheye giden ve birazdan 6lecek olan 20’li yaglardaki

Norvegli askerlerle tartismas: hi¢ dogru degildi... Kamyon uzaklasirken Norvegli askerlerin “Hamsun” diye sayiklamasi, travma gecirdiklerinin a¢ik bir kanitiydi!
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Pdil Waaktaar kimdir?

Bu arada Pdl Waaktaar'dan hig s6z edemedim. Onu miizik diinyasinin disindaki 6zel hayatini “Tears from a Stone”kitabindan 6grenebilirsiniz. Clinkii biyografilerinde

ozel hayati Romberg'de oldugu gibi pas gecilmistir (ki 6rnegin “Paal’s family”deki bilgileri normal biyografilerde géremezsiniz. Ornegin Resim 5’in altina yazdigim
Pdl'un saginin renginin sar1 oldugunu buradaki turkuaz renkli tablodan 6grenmistim. Orada ayrica Pdlun bir zamanlar (gengliginde) metro bilet saticis1 oldugunu
ogreniyoruz ki, “Diisiince Treni (Train of Thought)” pargasini Resim 5’teki soldaki parcadaki gozlemlerine gore yazmistir). O, 1961°de Oslo’da dogdu ve kiz kardesi

Tonje ile birlikte bir deniz kenarinda, Manglerud’ta biiytidii. Annesi Gerd Waaktaar ve babasi Olav Nicolai Gamst, hayatlarini Hamsun’un eserleriyle doldurduklar:
i¢in yetismesinde ¢ok biiyiik katk: yaptilar. Ailecek tekne turuna ¢iktiklarinda Hamsun’un “Yitik Ada” adli siirini okumalarinin nedeni, Manglerud’un denize agilabilir
bir fiyordu (Oslo Fiyordu) olmasindan kaynaklanir. Yani kitabinda, dolayisiyla IX. sayfada gegen tekne turlar1 buradan basliyordu.

Simdi kitapta Pdl Waaktaar'in okuma diinyasina daliyoruz ve ebeveynlerinin onu nasil degistirdigini gozlemliyoruz.
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Resim 2.2. A-ha’dan 6nceki grup Bridges (1978-1981): Soldan saga dogru Magne Furuholmen, @ysten Jevanord, Pdl Waaktaar (ki ergen oldugu i¢in aynadaki yansimasini seyredi-
yor) ve Tone Aarnes.

“Diinyay istiyoruz ve onu simdi istiyoruz’ kitabinda-A-ha hakkinda kitapta (1986) Aftenposten’dan gazeteci Tor Marcussen, Pal'un okulu bitirdikten 1 yil sonraki
hayatini soyle resmediyor: “Bu yilda (In diesem Jahr)» Hamsun’u oynadi. Ciinkii Pdl edebiyat: kesfetmisti. Norvegge derslerinde edebi icerigin soguk incelemesinden
edebiyata karsi tam bir isteksizlik gelistirdikten sonra, Pdl aniden neyi kagirdigini fark etti. Kitaplarin aslinda bir¢ok onemli bilgi ve yasam deneyimi icerdigini. En ucuz
kitaplar icin yanip tutusuyordu, Ingilizce ciltsiz baskilar satin aldi. Her seyi yalayip yuttu. Oslo kafelerinde saatlerce kitap okuyarak gegirdi.’

1980 sonbaharinda Pdl 19 yasina girdi ve Magne (Furuholmen) son sinifini1 bitiriyordu. Pdle gore, o zamana kadar hem o hem de Magne, edebi kanonun derinliklerine
inmeyi reddetmislerdi. Okuduklar: veya duyduklari, yaptiklarina etki etmemelidir. ‘Yetenegimize olan giivenimiz o kadar sarsilmazds ki, tiim eski sagmaliklardan odiin
vermemeliydik. Baska seyler duymanin veya okumanin anlamsiz oldugunu diisiindiik’

Bu tutum o y1il boyunca degisti, ancak Oslo kafelerinde kitaplarla gecen uzun saatler sadece biiyiik edebiyat: kesfetmekle ilgili degildi. Okumak niyetinde olmasa bile,
i¢inde hala biytiyen bir huzursuzluk vardi. Acaba lisede mi kalmaliydi? Okumay1 seven bir aileden geliyordu. Anne, Manglerud kiitiiphanesinin gayretli bir kullanici-
styd1 ve evdeki iyi stoklanmus kitaplikta, diger seylerin yani sira ciltler dolusu siir ve kitap kuliibii baskilar1 vardi. Pd@l'un ablast Tonje'nin en sevdigi okuma materyali
de orada bulundu, roman serisi Isvegli Vilhelm Moberg'in ‘Gi¢menler’ adli romanu. Siireli dergilere ek olarak, babasinin basucu masasinda ayni anda okudugu 6 ya da
7 kitaptan olusan bir y1gin vard.

Bu nedenle Pdl, literatiirii yogun bir sekilde incelemeye karar verdi. Her sey Dostoyevski ile basladi. Pdl dogrudan ‘Suc ve Ceza’ya dalar ve sonra Hamsun ve Kafka ile
devam eder. Daha sonra 1981°de Nobel Edebiyat Odiili’'nii kazanan Bulgaristan dogumlu Elias Canetti ve 2. Diinya Savasi’'ndan sonra Japonya'nin en taninmis yazar-
larindan Yukio Mishima izledi. Edebi kesifler, Pal'un narin viicudunda derin izler birakti. Ayni yil, Bridges deposunda isim degisikligi, stiidyo kayitlar1 ve yukarida
bahsedilen stiidyo hirsizig1 ile cok sey oldu. Oslo’da yeni bir 10 yila girerken kitapgilari, plak diitkkanlarini tarads, film kuliibiine gitti ve yazmak i¢in ¢esitli yerlere
yerlesti. Ve oku: Unmengen. Pdl, klasiklere ve Gunvor Hofmmo’ nun kesfine ek olarak, punk sairi Gene Dalby’yi de okudu. Oslo’daki Velvetli sair ilk ¢ikisini 1979'da
‘Linedanser pa piggtrad (Dikenli tel tizerindeki ip cambazlari)’ile yapt1. Edebiyata olan yogun ilgi Pdl'a Londra’ya kadar eslik etti, burada kiitiiphanede oturdu ve okudu.

‘Kendimi bilgiye verdim, buna bir nevi egitim eksikligimin ikamesi diyorum.’

Padlun kendi metinleri genellikle melodi bigimini bulduktan sonra ortaya gikar. Neredeyse her zaman 6nce gelir. Ancak, tamamen yeni bir melodiye dogru ilk adim-
larda bile, genellikle sonuca etki eden bazi yonlendirmeler, kelimeler, metin parcalar1 veya bir ugultu vardir. Pal bunun nasil ¢alistigini agikliyor:...” Bundan sonrasini
kitaptan okursunuz, ¢iinkii Google kitapliginin bana izin verdigi yere kadar ¢evirdim. Bu arada “A-ha The Movie” adl1 belgesel su siralarda Norveg’te gosterime girecek!
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Acilen fonlanmam lazim (!)

Simdi kaldigim yerden devam edersem, Ole Amble’in algoritmasi icin 2. calismami “K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilar:” adli makalemin sonundaki EK 1’de verdim.

Bu ¢alisgmada Ole Amble’1n sapkayla gosterilen yaklagikliklarini Romberg’in (1.74)’teki yaklagikliklar dizilerine gore (1.76)’da yazdim. Ciinkii “4.1. Ole Amble Algorit-
masi“nda bu gelismeden haberim yoktu. Sonra Romberg ile Ole Amble’in yaklagikliklari, dolayisiyla tablolarindaki elemanlar arasindaki iligkileri ele aldim ve bunlar
Romberg’in hazirlamis oldugu mavi ve turuncu tablolara gore tam olarak ifade ettim. O sirada bu yeterliydi ama oradaki bagintilar1 bu makalemde teoremlerle tam

anlamiyla inceledim. Bitmedi, bu ¢aligmalar1 yaparken 25.07.2021’de birine giilerken Samsung 32” CHG70 adli monitdriim gogtii (ki RIK 4’te bahsettigim meshur
monitériim budur). Bu monitorii Vatan Bilgisayar’dan 17.05.2018, 17:48’de almistim ve 28.07.2021, 17:05:03’te de Samsung 32” Odyssey G7 adli bir monitor daha
satin aldim. Fakat bu son monitordii ve adindan dolayr Apollo 13’e benzettigim i¢in bir facia olmasindan korkuyordum. Korktugum basima geldi, ¢iinkii monitori

monte ettikten sonra panelin tam ortasindan 2’ye boliindiigiinii ya da 2 es panelin birlestirilmis oldugunu gérdiim. Ilk bagta tasarimdan dolay1 boyle oldugunu zan-

nettim ama fisini takinca bunun bir fabrikasyon hatasi oldugunu anladim ve yogun bir iletisim sonucunda ertesi giin iade ettim. Anladigim kadariyla bunlar takint:
yaptigim i¢in basima gelmisti. Apollo 13’tekiler “13” ile dalga gecerken bunun farkinda degillerdi; G.H. Hardy de 6yle, Ramanujan da 6yle, Eski Babilliler de 6yleydi
(Bkz. “Apollo 137, “1729”, “Hammurabi Kanunlar:”). Ctinkii sorun takint1 yapmaya basladiginiz zaman basliyordu. Takinti1 bir yana ekonomik olarak zaten sarsik

haldeydim ve bir de iistiine monitorde panel arizasi ortaya ¢ikinca hepten goctiim. Iste o zaman Norveg Disisleri Bakanligi tarafindan acilen fonlanmam gerektigini
anladim (!) Bizimkiler zaten fonlamiyor, ne yapayim? Almanya desen hi¢ miimkiin degil!

Ole Amble’in Algoritmasi. $imdi sakay: bir kenara birakirsak ikidir ugrastigim Ole Amble’in algoritmasini hi¢cbir kaynaga bakmadan Romberg’in anlatimina gore su

sekilde genellestirdim: Romberg’in tezinde verilen bilgilere gore ilkin Ole Amble’in yaklagiklikligin,, Vvn € Nym = 0,1,---ni¢in N = 2L = gnem e h, = % farkina

2m
b-a _
2m

gore Nh, = h,, olmak tizere

n

(2.1) Azm - ﬂ (fN - f_N + f(Zm—l)N - f(2m+1)N)
seklinde verebilir ve bu genel tanimi da,
Nh
Apm = 2—4n (fv = fon + fom_pyn = feminn)

Nh,,
24

_ }21—2 (f(a + hm) — fa — hy) + f@@ + (2™ — Dhyy) — f(a + 2™ + 1hy,))

(f(a+ Nhy) — f(a — Nhy) + f(a + (2™ — 1)Nh,,) — f(a + (2™ + 1)Nh,))

= }21—2 (f(a + hyy) — f(a — hy) + f(b — hyy) — f(b + hyy))

esitliklerine gore en sade halde soyle yazabilirim:

(2.2) Aym = }2‘—2 (f(a + hy) — f(a — hyy) + f(b — hy) — £(b + hyy)).

Burada Romberg'in, tezinde yaptig1 su uyariya dikkat edelim: “Diger baz: yaklasim yontemleri de yaklasik degerler elde edilir edilmez metodumuza uyarlanabilir. Ornegin
O. AMBLE [2], a < x < b integral araliginin disinda her 2 tarafa h uzakliginda birer nokta ekleyerek I'ya daha iyi bir yaklasimin nasil bulunabilecegini gosterdi (Auch
manche anderen Niherungsmethoden konnen unser Verfahren entsprechend anpassen, sobald Niherungswerte bei mehrmaliger feinerer Teilung vorliegen. So hat u.a. O.
AMBLE [2] gezeigt, wie man durch Hinzufiigen je eines Punktes im Abstande h auf beiden Seiten ausserhalb des Integrationsgebietes a < x < b eine bessere Anniherung
an I finden kann)”. Iste bu agiklamaya gére [a, b] araligindaki ug noktalarin hy,-komsuluklarina gore igteki noktalar a — hy, ve b — hy, ve distaki noktalar a + h,, ve
b + hy,’dir. Yani Romberg’in “Ole Amble, [a, b] integral araliginin disinda her 2 tarafa h uzakliginda birer nokta ekleyerek I'ya daha iyi bir yaklasimin nasil bulunabi-
lecegini gosterdi” dedigi noktalar bu son noktalardir. Tabii biz bu noktalari1 1952’deki haliyle degil; onlar: giiniimiize tastyarak hem modern halde hem de en genel halde
gorityoruz!

Fakat Romberg, tezinin 2. sayfasinda Ole Amble’1in algoritmasinim = 0,1,2,3,n = 3 ve N = 1 i¢in su sekilde vermisti (Bkz. “4.1. Ole Amble Algoritmasi”, S. 97, (4.2)’ye):

n—-m

(2.3) Apm = ) % (fpn-m — f_pn-m + fony_pn-m — fyny,pn-m).

Yine Romberge gore | = fab f(x)dx’e yakinsayan Ole Amble’1n yaklagikliklar: soyledir:

—~ _ 4
(24) En Kn + An + O(hn)r4
Ty =T, — 2An41 + O(h?).

Buradaki ilk yaklasiklik (49) no’lu
hn hn 4
(25) P,=K,+ ﬁ(_f(’ +f,+fm g —fom ) =K, + ﬁ(—f(a) +f(a+hy_1) + f(b—hy) —f(b + hy)) + 0(ht)

Newton-Cotes formiiliinden ve ikinci yaklasik da D. C. Joyce'nin, “Survey of Extrapolation Processes In Numerical Analysis/9. Analysis of Romberg’s method” kitabinin
441. sayfasinda (26) no’lu formiilde dile getirdigi Sheppard’in 14.06.1900°deki,

2 2

hy, hy, hy, hy, 4
2.6) S, =T, +—(f0 Cfi—f 1 +f2n) =T, + -2 f(a) —f<a+—> —f(b——) +£(b) | + O(ht)
12 2" 12 2
yaklagikliklarindan daha iyi yakinsama yaparlar. Ciinkii Ole Amble’1in (2.4)’teki yaklasikliklari, gergek yaklagikliklardir (Bkz. “4.1. Ole Amble Algoritmas:”, S. 97, Dipnot
1. Dipnottaki formiil icin “W. F. Sheppard: Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277 adl1 tezinin 267. sayfasindaki (28) no’lu formiile
ve bu formiil hakkinda daha fazla bilgi almak i¢in de 267-277. sayfalarindaki “III. Miscellaneous Formulas” pargasina bakiniz).
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Su halde Ole Amble’1n yaklasikliklarini (1)&(2) ve (2.2)’yi (2.4)’te yerlerine koyarsak,

201
—~ K h
(Kn = 2—2 +h, z f(a + khy) + ﬁ (f@a+hy) — f(a—hy) + f(b — hy) — f(b + hy)),
(2.7) oy
~ 1 h
To=hy > Fa+ (ke 5) o) =52 (@ + Bnga) = F@ = Byyr) + E5 = Byy) = b + by 1)
k=0

seklinde elde ederiz ve bunlara ait ekstrapolasyon asagidaki (2.10)’a gore (2.11)dedir.

2.2. Romberg ile Ole Amble’m Yaklasikliklari I¢in Ekstrapolasyonlar

UNREGISTERED COPY!
. i

Resim 2.3. Romberg 1’den Romberg 2’ye Dogru: Solda Werner Romberg (8-10 Aralik 1988) ve sagda Posseidon’un yaninda ben (Istanbul Arkeoloji Miizesi, M.O. 1-M.S. 1. yy. Roma
Heykelleri Boliimii, 23.10.2004, 15:10). Buradaki gériintiim, asagidaki (2.9)’u vermemden 528 giin (14.05.2003-23.10.2004) sonraki halimdir (Bkz. RiK 4, S. 33, (2.39) no’lu ekstrapo-
lasyon). Bu, Romberg'in 6limiinden 98 giin (05.02.2003-14.05.2003) sonrasini gosteriyordu. Ama burada yanlis bir anlagilma olmasin: Ben Romberg'in matematikteki ikincisi ya da
devamiyim. Tipki Ramses I ve Ramses IT'de oldugu gibi. Ciinkii Hans Romberg adinda ve simdi 60’11 yaslarin baginda bir oglu varmis. Vallahi ben de yeni 6grendim (Bkz. EK 1).

Bilindigi tizere Romberg’in X ,,,, = Ky, T yaklagikliklar: igin
(2-8) Emn,O(X) = Xmn
baslangic degerini goz dniine alirsak Vm, k € N¥ i¢cin E-ATA M ekstrapolasyonunu su gekilde tanimlamigtim (Bkz. (2.34) ve (2.39)):

4‘mkEmn,k—l(X) - Em(n—l),k—l(X)
4mk _q '

(29) Emn,k (X) =

Buna “Gegis Ekstrapolasyonu” diyelim, ¢iinkii bu ekstrapolasyon Ole Amble’in (2.7)’deki yaklagikliklar: i¢in (2.4)’teki yakinsamalar nedeniyle k = 1 i¢in ¢aligmaz.
Yanik = 1 = m ve sonraki degerlerde Rombergin K, ve T, yaklasikliklar1 calisirken, Ole Amble’'in K, ve T,, yaklagikliklar1 k = 2 ve sonraki degerlerde calisir. Bu, Ole
Amble'n yaklagikliklarinin, yakinsaklik bakimindan Romberg’in yaklasikliklarindan 1 adim (mertebe) 6nde oldugunu gosterir!

Bu durumda Ole Amble'in Y = Ky, Tin vaklasikliklari igin (2.4) teki esitliklerin her 2 tarafinin E ile ekstrapolasyonunu alirsak (ki E, bir lineer fonksiyondur. Burada
k— oo
Emnk(A) — 0 oldugundan Ejp, 1 (A), Egyn+1),1(A) — 0 nedeniyle ihmal edilebilir olduklarina dikkat ediniz),

4men - Km(n—l) _ 4‘mEmn,O(’K) - Em(n—l),O(K) _

Kmn = 4m _ 1 4m _ | = Emn,l(K) = Emn,l(K + A) = Emn,l(K) + Emn,l(A) = Emn,l(K) = Kmn = Emn,l(K) + O(hg):
o~ 4mT - T ( _1) 4mE ,O(T) - E ( _1)'0(T) o~ o~
Tin = m:m — T 2 = = 4m _ Iln . = Emn,l(T) = Emn,l(T) - 2Em(n+1),1(A) = Emn,l(T) = Tyn = Emn,l(T) + O(hg)

yaklagimlari ortaya ¢ikar ki burada Ole Amble’in yaklagikliklarinin Romberg'in yaklasikliklarindan neden 1 adim ya da mertebe 6nde oldugu tamamen agiga ¢ikmaistir.
Iste bu nedenle artik (2.9)’u kullanamayiz; bunun yerine (2.8)’deki baslangic degerini 1 adim ilerletirsek,

(2-10) an,O(Y) =Ymn = Emn,l(X)

baslangi¢ degerini elde ederiz ve (2.9)’daki 4’iin kuvvetindeki k’ye de 1 eklersek,

4mOADE e 1 (V) — Frn—1k-1(Y)
4m(k+ 1) _ 1

(2-11) an,k(Y) =
ekstrapolasyonu gecerli olur. Buna da “Esas Ekstrapolasyon” denir.

Not 2.1. Yukaridaki Ole Amble’in genellestirilmis algoritmasina gore yazdigim Mathematica programini “11. 2. Tiir E-ATA M Algoritmast Uzerindeki Genel Haldeki

Ole Amble Algoritmasi’na Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim”dan alabilirsiniz. Fakat bu Mathematica dosyamdaki ilk uygulama nedeniyle birka¢ noktaya aciklik

getirmem gerekiyor: Bundan sonra makalelerime iliskin Mathematica programlarini (ki bunlara notebook deniliyor) web sitemden degil, az 6nce linkini verdigim
Wolfram Cloud’taki hesabimdan verecegim. Ciinkii bu dosyalarin web sitem tizerindeki goriiniimii format nedeniyle kisithdir ve bu da okumay: giiglestiriyor. Wolfram
Cloud’ta 6yle degil, dosya tam ekran boyutunda ve iizerinde istediginiz islemi yapabilirsiniz. Ornegin metni ya da formiilii mii okuyamadiniz, hemen gézaticinizdaki
“Yakinlastir” ile istediginiz bityiikliikte okuyabilirsiniz. Ama en iyisi, sag tistteki “Download” ile dosyay: bilgisayariniza indirerek Mathematica programiyla ya da

4
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Wolfram Player ile okumaktir. Ciinkii bu takdirde dosyay1 hem en iyi sekilde okuyabilirsiniz hem de programdaki fonksiyonu ve aralig1 degistirerek istediginiz integrali
hesaplayabilirsiniz. Programa gelince, 3 boliim halinde verdigim programin ilk bolimiinde yukaridaki bilgilere gore Ole Amble’in genel haldeki algoritmasini tanim-
ladim ve 2. boliimiinde de (2.11)’deki ekstrapolasyonu verdim. 3. boliimde ise top bir 6rnek ele alarak (ki bu 6rnek internetteki pek ¢ok kaynakta geger ve sonucu 11061
olarak verilir) metodumuz ile ilgili kritik bilgileri verdim. Iste bu boliimiin altinda érnegimiz igin 2 farkli ¢6ziim vererek aralarindaki farki ve bunlarin program kul-
lanmadan iterarif olarak nasil caligtiklarini gésterdim. Ozetle bu dosya Ole Amble’in algoritmasinda Romberg’in 1955’teki 6rneginden sonra 2. drnegi gosterdigi icin
tarihi bir 6neme sahiptir. Bununla birlikte programdaki fonksiyonu ve aralik degerlerini degistirirseniz istediginiz kadar 6rnek yapabilirsiniz. Ciinkii ne de olsa Ole
Amble’1n algoritmasini genellestirmis bulunuyoruz! Bakalim, Norvegliler beni fonlayacak mi1? Ama bana asil fonu Resim 2.1’deki artist verdi desem sasirir mrydiniz?
Clnki o beni (bakislariyla) fonladi, ben de onu (bu makaledeki sonuglarla onun gercek bir Niimerik Analizci oldugunu kanitlayarak) fonladim!

2.3. Romberg ile Ole Amble’in Yaklasikliklar1 Arasindaki fliskiler. Oncelikle (2.4) ya da (2.7)’den

> hnyy

Knt1 = Kpy1 = =y

T. —
(f(a +hpy1) —fl@—hpyq) +f(b—hyy ) —f(b + hn+1)) == 2 -

esitliklerine gore sadece su bagintinin mevcut oldugunu goriiriiz (ki bu bagintiy1 (1.82)’de vermistim. Bkz. “Tablolardaki Elemanlar Arasindaki Iliskiler”, S. 17-19).

(2.12) ZKn+1 + Tl’l = ZKn+1 + Tn.
Eger bu bagintida T,,’yi (1.20)’den ¢ozer ve yerine koyarsak,

2Kpq + Ty

2’Kn+1 + T\n = 2Kn41 + Tn = 2Kpy1 + 2Kpyg — K = 4Kpqg — K = 3Epg11(K) = Epyp 1 (K) = 3

esitliklerinden

2Rp41 + T
(2.13) Eny11(K) = —"—"+0(h})
bagintisini elde ederiz ki buradan su sonuglar ¢ikar:

1. Eger (2.12)deki esitligin her 2 yanini 3’e bolersek elde edilen esitligin sag tarafi (2.25)teki 2. Snell bagintisini gosterirken, sol tarafi ayni bagintinin (2.13) ile Ole
Amble’in yaklasikliklar: icin de gegerli oldugunu gosterir.

P

Resim 2.4. 13.06.2021°de Johan Cruijf Arena’daki Hollanda-Ukrayna macini izleyen 16,000 taraftara Hollanda Krali ve Kraligesi de eélik etti. Ikinci yarinin baginda Kraliyet ifti su

twiti atte: “Johan Cruijf Arena’da heyecan verici bir oyun. Hollanda Milli Takimi’nin orada oynadigini gormek harika. Giizel bir Avrupa Sampiyonasi icin sabirsizlaniyoruz.” 7 dakika
sonra Wijnaldum, skoru 1-0 yapt1. Bu sirada Hollanda Krali Willem-Alexander’'in sevinci gorillmeye degerdi (Bkz. “Holland lisst den Konig jubeln”). $imdi sansiire ugrayan Kral'in

bu sevincini mag1 canli izledigim icin gérdiim ve Sekil 1’in altina (2.24)’teki 1. Snell bagintis1 nedeniyle not diiserek bu sevince katildim. Gordugim kadariyla Kral, Wijnaldum’un
goliinden sonra yerinden kalkt: ve 2 elini yumruk yaptiktan sonra saga-sola sallanarak sevindi (Bkz. Helmich Lubberts’in twiti). Iste tam bu sirada Kralige Maxima, ona yukaridaki

resimde gorildigi tizere garip garip bakti. Anladigim kadariyla Kral'in bu davraniginin yanhs degerlendirilmesinden korkuluyordu. Fakat simdi gorityorum ki, (2.13)’teki bulgum
nedeniyle tekrar ayni seving iceresindeyim. Ciinkii Ole Amble’in yaklagikliklarini bir tek bu baginti agiklar. Diisiinsenize: Ole Amble’'in anilan 1952 tarihli tezini Prof. Brynjulf
Owren’den istedim; bana elinde olmadigini soyledi ve son olarak Norve¢ Kral’ndan istedim; ondan da bir sonug alamadim (Bkz. “Savgideger Ekselanslar1 V. HARALD’a Taziye Mesa-

jim”, S. 16). Biri bu tezin yazildig1 Tréndheim Universitesi Matematik Béliimii'niin profesérii, digeri bu tezin basildigi DKNVS’nin 1760’tan beri koruyucusu. Isin kétiisii, bu konuda
elimizde bir tek “W. F. Sheppard: Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277 adl1 tezi, 6zellikle “III. Miscellaneous Formulas” pargasi, var ama o da Ole
Amble’n algoritmalarini agiklamaktan uzak. Ozetle bu konudaki diigiincem Hamsun unkiyle aymidir: “(Alman subaylarin Hamsun’un odasina girip Sultan Abdiilhamit’in Hamidiye

Camii’ne gelis-gidisinin seyir ahengini bozmas: tizerine) Ekselanslar: Tesrifat Miidiirii bu oday: sadece biz ikimize tahsis etmekle ne kaybederdi ki? Bu asil davranisini hi¢ hatirimizdan

¢ikartmaz, biz de ona bir hizmette bulunmaya gayret ederdik. Iste simdi, Tiirkiye’nin Avrupa’da iyi dostlar temin etme imkdnini ziyan etmis oldu”, V. Béliim: Sultan’in Cami Ziyareti,
S. 54. Yani sevinmek hakkimiz, soke soke alir1z!

2. (2.13)’te (2.4)’teki yakinsamalar gerceklesmistir. Ciinkii esitligin sol tarafi (2.50)’de k = 1 i¢in biiyiik O i¢indeki hj,’ye 4. mertebeden yaklasir, yani esitligin sag
tarafindaki K, ve T,, dolayisiyla K, ve T,, yaklagikliklar1 da ayni yakinsamay1 gergeklerler. Ama bu sonug (2.4)’teki K;, ve T, ’nin O(h#)’te yakinsama yaptiklarini
gostermeye yeterli degildir!

Ole Amble’in Yaklagikliklarinin Mertebesi I¢in Dolayl Bir ispat!

Ama su Snell bagintis1 bu yakinsamayi géstermeye yeterlidir: Eger K,’ye Huygens'in algoritmasini uygular ve (2.25)’i kullanirsak,
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T 3 ; 2 28,00 - >

= 2En+1,1(K) - En+1,1(K)

AR — Ry P2 (2K + T —To) =Ry 2Kpyq + T, 2T, + R, ALY 2T, +K, 2T,+K,
Ens11(K) = =2. - - .

esitliklerinden Ole Amble’in yaklagikliklar: i¢in (2.24)’teki gibi su Snell bagintisini elde ederiz:
~ 2T, +K
(214) 2Ent11(K) = Eny1a(K) = ——
+0(h3) +0(h3)

Bu, (2.13)’tekinden daha iyi yakinsama yapar. Fakat bu bagintiy1 sakin (2.24)’tekiyle karistirmayin; ¢iinkii bu bagintida kullanilan yaklagikliklarin yakinsakliklar: fark-
lidir. Yani (2.24)’teki Romberg’in K, ve T, yaklasikliklar1 O(h2) mertebesinde yakinsarken Ole Amble’in K, ve T, yaklagikliklar1 O(hgt) mertebesinde yakinsar, dola-
yisiyla Romberg'in yaklagikliklar1 Ole Amble’in yaklagikliklarindan 1 mertebe geride kalir. Iste Romberg bu yiizden turuncu tablonun 2. siitununda (2.4)’ten dolay1
Ent11(K) ve Epyq1(T)yi kullanamady; Epy 41 5(K) ve Eqyq12(T) ya da daha dogru bir deyisle Fpy 41 1(K) ve Fpiq1(T)yi kullandt! (Bkz. “4.1. Ole Amble Algoritmas:”
adli makalemdeki Tablo 4.1-4.4’¢e)

Su halde bu sonuca gére (2.14)’{in sol tarafindaki ilk terimde (2.50)’de k = 1 i¢in O(hg) sonucunun ve ikinci terimde ise (2.4) nedeniyle bosa dondiigiinden ayni
sonucun mevcut olduklarini biliyoruz. O zaman esitligin sag tarafi da, dolayistyla bu agirhiga katilan K, ve T, yaklagikliklar1 da ayn1 sonucu yani yakinsamay1 gercek-
lerler!

Simdi bundan sonraki Romberg ile Ole Amble’in yaklagikliklar1 arasindaki iliskiler icin ilk kez “K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilar:” adli makalemin EK 1’inde gegen

“Tablolardaki Elemanlar Arasindaki Iliskiler” bolimiindeki sonuglar1 genellestirdigim agagidaki teoreme bakacagiz. Bunu yapmamin nedeni, oradaki tiim ekstrapolas-
yonlar1 E ile tanimlamis, dolayisiyla buradaki (2.9)’daki E ve (2.11)'deki F ile tanimladigim ekstrapolasyonlar: orada sdylemedigim i¢in bir karigiklik s6z konusu ol-
mustur. Daha dogrusu anlayan icin bir sorun yok ama konunun uzaginda kalanlar karistirabilir. Iste buradaki amacim, karigikmig gibi goriinen o ayrimi burada
kesinlestirmek ve béylece “Tablolardaki Elemanlar Arasindaki iliskiler” béliimiindeki sonuglarin dogru olduklarini bir kez daha teyit etmekten bagka bir sey degildir.

Teorem 2.1.Vn € N,k € N* icin Rombergin K, ve T, yaklasikliklar1 ile Ole Amble'in K, ve T,, yaklagikliklar1 igin (ki burada A, (2.2)’deki Ole Amble yaklagiklikligidir)

4_k+1 -1 _ 4_k+1 —4 _

Tan,k(K) - TFn+1,k—1(K) = Ept1,k(K) + Epyqk(A),
(215) k+1 _ 1 4k+1 —4

TFn,k(T) - TFn,k—l(T) = Epx(T) — 2Ep41x(A)

esitlikleri gecerli olmak tizere Romberg ile Ole Amble’in tablolarindaki elemanlar1 arasinda su baginti mevcuttur:

k+1 4_k+1 _ k+1 1 4_k+1 _

4 . 4 . 4 — _ 4 _
(2.16) 2 Tan,k(K) - TFn+1,k—1(K) + TFn,k(T) - TFn,k—l(T) = 2Ep41x(K) + Ef  (T).

Fakat bu son esitlikteki her 2 taraftaki ifadelerin, 6zellikle sag taraftaki ifadenin (bkz. (2.30)’daki parantez i¢indeki ifadeye), birer Snell bagintisi olduklarina ve

k—oo
(217) Enyri(A) — 0
sonucuna dikkat ediniz. Ciinkii bu limit (2.15)’e gore (2.16)’daki ekstrapolasyonik yaklagikliklarin karsilikli olarak birbirlerine hemen hemen esit olduklarini gosterir!

Ispat. Oncelikle Fp, 11 (K) ve Fn_l(T) ifadelerini (2.11)’e gore agarsak,

_ _ _ _ 4Kp.q — K 4A,, — A

Fonsa(R) = 4Fn11,0(R) = Fo(R) _ 4°Rnss =R _ 42Knps + Ana) = (Ko + An) _ #°Kngs —Kn | 4%Angs —An _ o #75  4hng +—F5—

n+1,1 - - - - -

' 42 -1 42 -1 42 —1 42 —1 42 —1 5 5
_ 4Kpng HEpy1(K) + 4Ans1 + Enp11(A)  Epg11(K) + Epyq1(A) +4 Kns1 +Ansr Enp11(K) +Epyq1(A) +4 Kn+1 _ Enp11(K) +Eppq1(A) + 4Fp1,0(K)
- 5 5 h 5 ' 5 h 5 5 5
= 5Fn+1,1(K) - 4Fn+1,O(K) =Ept11(K) + Epyq1(A)
ve
_ _ S 4T, — Tyq 4A,., — A

Fo (T) = #Fno(T) = Foo1o(T) _ 40— Tocn _ 42(Ta — 28040) — (Ta—g — 2A0) _ Ty —Tooy  #PAnys — Ay _ AT+ 5= 4An, +—5—

n1 42 —1 42 —1 42 —1 42 —1 To42-1 5 ' 5
_ 4T, +Ey, (T) 4An41 + Enp11(A)  Eng(T) — 2Ep,q1(A) Tn —2An41  Eng(T) — 2Ep;q1,(A) Tn  Eni(T) —2Ep4q1(A) + 4Fp(T)
= c —2. z = c + 4. c = c +4o = :

= 5Fn,1(T) - 4Fn,0(T) = En,l(T) - 2En+1,1(A)

sonuglari gecerli oldugundan

5Fn+1,1(K) - 4Fn+1,O(K) =Ep4+11(K) + Epi11(A),

2.18 _ -
( ) {SFn,l(T) - 4Fn,o(T) = En,l(T) - 2En+1,1(A)

bagintilarini elde ederiz. Bu, k = 1 i¢in (2.15)i dogrular!

O halde bu esitliklerden ilkinin her 2 tarafinin 2 katini alip ikincisiyle taraf tarafa toplarsak,

(219) 2(5Fp41,1(R) = 4Fn01,0(R)) + 5Fn1(T) = 4F00(T) = 2En41,1(K) + En(T)

seklinde (2.16)’y1 k = 1 i¢in dogrulamis oluruz. Bunu adi gecen boliimde (1.84)’de vermistim!
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Diger taraftan, yine ayni islemi yaparsak yani (2.18)’deki ilk esitligin her 2 yaninin 2 katini alip ikincisiyle taraf tarafa toplarsak,

_ _ E K)+E A) + 4K E,(T) — 2E A) + 4T, 2E K)+E, (T 2R, + T
2Fn+1’1(K)+Fn‘1(T) =2 n+1,1( ) n+1,1( ) n+1+ n,1( ) n+1,1( ) n __ n+1,1( ) n,l( )+4 n+1 n

5 5 5 ' 5
_ 2En+1,1(K) + En,l(T) 2(Kn+1 + An+1) +Th — 2A441 _ 2En+1,1(K) + En,l(T) 2Kn41 +2An4 + Ty —2Ap 4
= + 4. = + 4.
5 5 5 5
1
_ 2Ep411(K) + Ep 4 (T) 2Kn41 + Ty 2Epgq1(K) + Ep 4 (T) 2Ep41,0(K) + Efo(T) i 2En41,1-1(K) + Ef 14(T)
= + 4. = + 4. =>4
5 5 5 5 cd 5
1=

esitliklerinden

1
— _ . 2E _i(K)+E, (T
(2-20) 2Fn+1.1(K)+Fn,1(T) =Z4l ol 1( ; me 1( )

seklinde bir ikinci sonug elde ederiz.

Ikinci olarak bu sefer Fp, 41 » (K) ve Fy (T) ifadelerini (2.11)’e gore agarsak,

42(Kppq +Ap) — Ky +A,) 42Ky +A) — Koy +Ap-1)
- - 3 +1 +1 _ 1 1
o AF(R)—Fp(R) 47— 21 o 5
n+12()_ 43_1 - 43_1
43 4 Kn+1 Kn + 43 4 An+1 An _ 4'ZKn — Kn—l _ 42An — An—l
_ 47 —1 42 —1 47— 1 471
43 —1
4Kni1 — Ky 4An+1 — Ap 4Kp — Kp-1 4A, — Ap—y
3[4 3 3[4 3 4 3 4 3
B e+ ——— |+ 8 | fApa +—— |- [ sKa+— 22— |- [ gAn+— 32—
- 431
E K E A E K E, (A
43 (% K., + n+15,1( )) 443, (%Anu n n+15,1( )) _ (g K, + n,15( )) _ (%An n n,15( ))
- 43 —1
43E K K) 43E A)—E, (A
) n+1,1( 5) En( ) Ent+11( 5) n1(A) 4(43 Ko,y — n)+ (43 el — AL
- — 1
16 42E K) — (K) 42E (A) —E,.(A) 4K, ., — K 4 4A, 4 — A
< 5 n+1 1(K) + n+1,142 -1 n1 + 5 n+1 1(A) + L 14_2 1 = 5 (ZOKn+1 + %) + g(ZOAn+1 +%)
- 21
16 16
= En+11(K) + Epyq2(K) | + = En+11(A) + Epyq12(A) | + (ZOKn+1 + Enyq, 1(K)) (ZOAn+1 + Enyq 1(A))
- 21 ~
_ Ent12(K) + Epyq2(A) + 16Kp1q + 4Ep411(K) + 16Ap,q + 4E;414(A) _ Ensap (K) + Epy12(A) +4Ep451(K) +4Ep,q1(A) + 16K, 44
21 21
_ Ent12(K) + Epiq2(A) +4.5F 41, (K) _ Ent12(K) + Epq2(A) + 20F, 444 (K)
21 21
ve
42(Ty — 2A,41) — (Tyeqg — 24A,)  4%(Ty1 — 2A,) — (Ty—y — 2A,_1)
~ ~ 3 n n+1 n—-1 n) _ n-1 n n-2 n-1
e 7y = FFna(T) = Faaa(T) _ - 42 —1 471
n2( ) = 43 — 1 - 43 -1
42T, — T, 42A,.1 — A, 4°T,_;—T 427, — A
3 3 n+1 n __ n-1 n-—2 n n—1
R 2 D V= £-1 T
43 — 1
4 4T, — Ty 4 4An+1 — An 4 4Ty 1 —Th 4 4An — Ap-1
o £ i HPPRY W s B SN i FUPY 9 W s
43 — 1
E T E A E _14(T E,{(A
43, (ng + “'g( )) —2.43, (%Anﬂ + —“*151( )) - (%Tn_l + 2L 15'1( )) +2. (%An + —“'g( ))
- 43 -1
4%Ep1(T) —Ep_14(T) 4°E (A) - (A) 4 4
~ n,1 . n-1,1 —2. n+1,1 £ n 1 (43 Tn—l) _ 2-5(4’3An+1 — An)
B 43 -1
16 4%E_ (T) —E,_11(T) 16 42E (A) —E,,(A) AT, — T, 8 4A,., — A
< En (D) + —0 = | = 2. 5 Enenn (W) + — 25 Pt 4 4 = (201, + T a=t) — 2 (20, + Hop L)
- 21
16 16 4 8
En1(T) + Ena(T) ) = 2.( 2 Ens1,1(A) + Eng12(A) ) + 2 (20T, + 1 (1)) = 2 (204041 + Enar 1 (8)
- 21
_ En2(T) — 2Ep412(A) + 16T, + 4E,, 1 (T) — 32A,41 — 8Ep41,1(A) _ En2(T) — 2Ep412(A) + 4E, 1 (T) — 8Ep411(A) + 16T,
21 21
_ En2(T) — 2Ep412(A) 4+ 4.5F,;(T) _ En2(T) — 2Ep41,2(A) + 20F,, 4 (T)
21 21

bagintilarini elde ederiz ki bu da, k = 2 i¢in (2.15)’i dogrular:
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21Fn+1,2(K) - 20Fn+1,1(K) = Ept12(K) + Epyq2(4),

(221) {Zan,Z (T) -_ ZOFH,I(T) = En,Z(T) - ZEn+1,2 (A)

O halde bu esitliklerde yine ilkinin her 2 tarafinin 2 katin1 alip ikincisiyle taraf tarafa toplarsak (2.16)’y1 k = 2 i¢in dogrulamis oluruz ki, bunu da (1.88)’de vermistim:

(222) 2(21Fp41(R) = 20Fy411(R)) + 21F, 5 (T) = 20Fy 1(T) = 2Ens2(K) + Epo(T)
Fakat diger taraftan, (2.21)’deki ilk esitligin her 2 yaninin 2 katini alip ikincisiyle taraf tarafa toplarsak,

En+12(K) + Epy12(A) + 20Fn+1,1(K) + Ena(T) — 2Ep412(A) + ZOFn,l(T) _ 2Ep412(K) + Epo(T) +20 2Fn+1,1(K) + Fn,l(T)
21 21 21 ' 21
En+11(K) + Eng11(A) + 4Fn110(K) | Eqq(T) = 2E411(A) + 4F,4(T)
- 5 * 5 _ 2Ens1p(8) +Enp(D) | 2Engq1 () + Eny (D)

ZFn+1’2 (K) + FD,Z (T) = 2.

2E K)+E,,(T 2
— n+1,2( ) n,2( )+20.

21 21 21 ) 21
+16 2Fn+1,0(K) + Fn,O(T) - 2En+1,2(K) + En,z (T) +4 2En+1,1(K) + En,l(T) +16 2(Kn+1 + An+1) + Tn - 2An+1 — 2En+1,2 (K) + En,z (T) +4 2En+1,1(K) + En,l(T)
) 21 21 ’ 21 ’ 21 21 ' 21
2
16 2Kpi1 + Ty _ 2En412(K) + Ef2(T) 44 2Ep411(K) + Ef1(T) +16 2En41,0(K) + Efo(T) _ z 4i 2En41,2-i1(K) + Ef2-i(T)
' 21 21 ' 21 ' 21 L 21
i=
esitliklerinden

K) + En,Z—i(T)
21

2

> ~ )P

(2:23) 2Fp112(R) + By (T) = ) 415002 i€
i=0

sonucunu elde ederiz.

Ozetle, diger k degerleri icin isleme bu sekilde devam edip diger sonuglar1 da benzer gekilde bulabiliriz. Fakat MEM geregince buna gerek yok, ¢iinkii (2.20) ve
(2.23)’ten hareketle

41+1 -1

1
R T i 2Eni1,1-1(K) + Ep 1 (T
2F 411 (K) + Fp1(T) = 241 n+1,1-1(K) + En1i( )’
i=0 3

2
= =  2Ep41,2-1(K) + Ep2-i(T)
) 2Fni1.2(R) + Fap(T) = z Ty e
i=0 —a

3

(2.24)

k
- ~  2Ep i1 k-i(K) + Epx—i(T)
2Fn+1,k(K) + Fn'k(T) - Z 4 41k+1 — 1n 1
L i=0 —_—

3

esitliklerinden gortildigi tizere su genel sonucu verebiliriz:

k+1

k
(2.25) 4T(ZFH+1,1<(K) +Fpi(1)) = D 4 (2Bns11ci(00 + Eges(D)))

i=0

Iste bu esitligin sag tarafindaki toplamdan hareket edersek,

g1 _ g _ R S
e (2Fne i (®) + Fai(1) = ) 41 (211100 + B (1) = 2B 14 + Bnge(D) + 4 (2B 11610 + Enjers(D))
i=0 i=1
k-1 k-1
= 2B 11 + Bge () + ) 4% (2B 111109 + B 11(D) = 21100 + Eng() + 4 >~ 4 (2Bng11c1109 + Eng11(1))
i=0 i=0
(2.25) 4k _ 1 k+1 _ 4
2 _ _ _ _
= 2Ep11c(K) + Eni(T) + 42— (211 (R) + Pt (7)) = 2Ens1 () + Enge(1) +——5— (2Fns1x1 (R) + Fogeea ()

esitliklerine gore teoremdeki (2.16)’y1 su sekilde elde etmis oluruz:

k+1 4k+1 _ k+1 1 4k+1 _

457 — - 4 ~ 457 — ~ 4 ~
(226) 2| ——Fns1k(B) = —5—Fns1sc1(R) |+ —5—Fas(T) = —5—Fas1(T) = 2Ens1c(K) + Eni(D.

3

Su halde bu sonugla (2.18) ve (2.21)’i genel olarak su sekilde formiile edip teoremdeki (2.15)’i su sekilde verebiliriz artik:

k+1 _ k+1 _
4 1 A 4 4 —
 Fai(®) - T Fariea(R) = B + By (A,
(227) 4_k+1 -1 _ 4k+1 _ _
() = T Fugea (T) = B () = 2B 11e(A),

Teorem 2.2 (2. Snell Bagintis1). Yk, n € N i¢cin Ole Amble’in yaklagikliklarina gore 2. Snell bagintisi su sekilde mevcuttur:

2Fn41x(K) + Fui(T)

(2-28) En+1,k+1(K) = 3


http://rombergintegrali.org/kronoloji/2-trapez_formulleri/kn_ve_tn_icin_indirgeme_bagintilari.pdf
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Bunu RIK 1’den beri veriyorum ve en son RIK 4’te (2.30)’daki parantez i¢inde verdim. Fakat bu bagint1 oralarda I'ya yakinsayan fantezi bir yaklagiklik iken burada tam
bir hiiviyete kavusmustur!

Ispat. Oncelikle (2.12) deki esitligin her 2 yanini 3’e bélersek,

D 4En10(K) = Eno(K)  4Knyq — Ky 4Kpyg — QKppr —To)  2Kpgq + Ty B2 2R + Ty 2Fn410(R) + Fop(T)
Ent11(K) 2 . =——"= . == = = :

esitliklerinden

2Fp41,0(K) + Fuo(T)
3

(2.29) En+1,1 X) =

sonucunu elde ederiz.

Ikinci olarak eger E ;1 , (K) ifadesini acarsak,

2Kpe1 + Ty 2K, + Thg 16K, — K, 16T, — T4 - A
CO42E, 111 (K) — By (K) @29 16, —H—0 — —fo—= e 5 2F001(R) + Faa(T)
En+12(K) = 42 — 1 - 15 =2 3 + 3 - 3
esitliklerinden

2Fn411(K) + Fua(T)
3

(2-30) En+1,2 (K) =

sonucunun gegerli oldugunu goriiriiz.

Ugiincii olarak yine Ey, 44 3(K) ifadesini agarsak,

2F K) + Fu1(T) 2Fn1(K) + Fuoq4(T 43F K) = Fu1(K)  4%F,1(T) — Fuo1a(T
n+1,1( % n,1( )_ n,1( ) . n 1,1( )_ , n+1,14-(3)_1 n,l( )+ n,1(4)3_1n 1,1( )=2Fn+112(K)+Fn,2(T)

. 3
COBE 1 2(K) — o () 4
43 —1 43 —1 ' 3 3 3

En+13(K) 2

esitliklerine gore

2Fn412(K) + Fu2(T)
3

(2.31) Ep413(K) =
sonucu gegerli olur.

Su halde bu islemi diger K’ler igin ayn1 sekilde yaparsak (2.29), (2.30) ve (2.31)’den goriildigt tizere MEM geregince teoremdeki sonucun ¢iktigini goriirtiz:

2Fn41x(K) + Fui(T)
2 s

(2-32) En+1,k+1(K) =

Sonug 2.1. Burada Teorem 2.1’deki sonuglar1 Teorem 2.2 ile birlikte daha da kisaltabilir ve yeni sonuglara erisebiliriz. Bu yeni sonuglarla birlikte Teorem 2.1’deki her
bir sonucu ispatiyla agiklayayim ki kafalarda herhangi bir kusku kalmasin!

Buna gore ilkin (2.15)’ten

(2.15) 4k+1 -1 _ 4k+1 — 4 R (2.11) 4_k+1 -1 4k+1F _ K —F.._ K 4_k+1 —4 _
Ens1k(K) + Enp(A) = TFn+1,k(K) - TFn+1,k—1(K) = 3 n+1'k4k1+(1 )_ 1 e (K) 3 Fn+1k-1(K)
B (R) = P (R) = (851 = i s(8) #Fris(R) ~ Fapa(R)
3 3 ’
(2.15) 4k+1 -1 _ 4k+1 — 4 % (2.11) 4_k+1 -1 4k+1F _ T —F . T 4k+1 —4 _
Enk(T) = 2Eq41k(A) S TFn,k(T) - TFn,k—l(T) = 7 o 14(1<+)1 — 1n cs(T) 3 Fox-1(T)
_ A1 (T) = Fooaiea (T) = (45 = 4)Fipa(T) _ 4Fnieea (T) — Fooa s (T)
3 3

esitliklerine gore su bagintilar gegerli olur:

4F 41 x-1(K) = Fppe1 (R
(2.33) (ot ; s )=En+1,k(K)+En+1,k(A),

4Fn1-1(T) = Faogpea (T
ni-1(T) - wea(T) Enx(T) — 2Eq41x(A).

Bu durumda bu son esitlikte ilkinin her iki tarafinin 2 katini alip ikincisiyle taraf tarafa toplarsak (2.16) su hale doniistir:

11 (B) = Fagca(R) | Hics (1) = Fu i (7)

2.34) 2.
(2.34) 3 3

= 2Ep4+1k(K) + Eq (D).
Peki bu dogru mu?

Kesinlikle dyledir ¢iinkii,
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234 4F K) = Foie1(R)  4Fu1(T) —F T
2En+1_k(K) + En,k(T) an) 2. n+1,k—1( :)3 n,k—1( ) + n,k—l( ) . n—1,k—1( )

2Fn+1,k—1(K) + Fn,k—1(T) _ 2Fn,k—1(K) + Fn—1,k—1(T)
3 3

2En1+1k(K) + Eqk(T) = 4.
(2.28)

2En+1,k(K) + En,k(T) 2 4'En+1,k(K) - En,k(K)

Enk(K) + Epk(T) = 2Ep41x(K)

En,k(K) + En,k(T)

E K) =
n+1,k( ) 2
isleminin sonucu (2.7)’yi verir!
Eger benzer sekilde (2.16)’y1 ispatlamak istersek,
4k+1 -1 _ 4k+1 —4 _ 4k+1 -1 _ 4k+1 — 4 N
2| =5 Fae1a®) =5 Fnsrc1(R) | + —5—Fur(T) = —5—Fases (T) = 2Ens1 () + Ense(1)

2F K) + Foi(T 2F i1 k1(K) + Fppq (T
(4_k+1 _ 1) n+1,k( )+ n,k( )_ (4_k+1 _4) n+1,k 1( )+ nk 1( )= 2En+1,k(K)+En,k(T)

3 3
(2.28)
(4’k+1 - 1)En+1,k+1(K) - (4’k+1 - 4)En+1,k(K) = 2En+1,k(K) + En,k(T)
A En1k(K) = Enic(K) Car
(@ - —— i~ (M = B () 2 2B (K) + Eni(T)

4‘En+1,k(K) - En,k(K) = 2En+1,k(K) + En,k(T)
2En+1,k(K) = En,k(K) + En,k(T)

Epx(K) + Eqk(T)
En+1,k(K) =— 2 -

isleminin sonucu yine (2.7)’yi verir!

Burada son olarak (2.15) ya da (2.33)’teki E}, 1.1 x (A)’y1 hesaplayabilmek i¢in Ej 4 1 141 (K) i¢in (2.7)’yi kullanirsak,

Enjcr1(K) + Eniera (T) 28 _ 2Fne1k(R) + Foie(T)
2 - En+1,k+1(K) - En+1,k+1(K) - 3
2F k K)+F -1k T (2.28) - =
3. - ( ) - ( ) + 3En,k+1(T) = 3En,k+1(K) + 3En,k+1(T) = 4'Fn+1,k(K) + 2Fn,k(T)

3
3En,k+1(T) = 4'Fn+1,k(K) + 2Fn,k(T) - 2Fn,k(K) - Fn—l,k(T)
_ 4Fpi1x(K) 4 2F i (T) — 2Fpi(K) = Fo_q 1 (T)
En,k+1(T) - 3

esitliklerine gore

4F41x(K) = 2F k(K) + 2Fpk(T) — Fuo1x(T)
3

(2.35) Episa(T) =
bagintisinin gecerli olduguna dikkat etmemiz gerekiyor.

Su halde (2.33)’teki her iki esitlikten de,

@33 4F 1 k-1(K) = Fox1(R) @28 4F 1 k-1(K) = Fage1(R)  2Fniaiee1 (R) + Fojer (T) | 2Fni1 i1 (R) — Foges (R) — Fojeer (T)
Enrix(A) = : — Ens1(K) 2 z - : = . ,

(233) 4F 11 (T) = Foo1ge1 (T) @39 40111 (R) + 2F0 501 (T) = 2F 01 (R) = Froapeea (T) - 4Fnaca (T) = Fuoqieea (T)
2En+1,k(A) - En,k(T)_ 3 - 3 - 3

_ AFni1i-1(R) — 2Fn 1 (K) — 2Fn k-4 (T)
3

islemlerinin sonuglarindan goriildiigii tizere E; 11 (A) igin su bagint1 gegerli olur:

2Fn114c-1(K) = Fag-1(K) = Foi-a (T)

(236) Epsrx(A) = :

Burada dikkat edilirse pay inanilmaz hizla sifira gider, dolayisiyla (2.17)’nin dogru oldugunu goriiriiz.

Not 2.2. Ole Amble’'in genellestirilmis algoritmasina iligkin yukaridaki Teorem 2.1&2.2 ve Sonug 2.1°deki bagintilarin Mathematica’da nasil ¢alistiklarini “12. Teorem
2.1¢2.2 ve Sonug 2.1’°deki Bagintilarin Mathematica'daki Uygulamalari™nda gorebilirsiniz. Bu uygulamalarda 6rnek olarak Romberg’in 6rnegini sectim. Ciinkii hesap-

lamasi kolay ve yakinsaklig1 iyi olup fazla hafiza gerektirmez. Iste bu érnek iizerinde tam 9 bagintiy1 tablolar halinde galistirdim ve siz bu bagintilardaki sol ve sag
taraflarindaki ifadelere ait tablolardaki ayni elemanlar: kargilastirarak elde edilen sonuglarin ayni, dolayisiyla bu 9 bagintinin dogru olduklarini gérebilirsiniz.

2.4. Ole Amble’in Algoritmasinin Diger Varyantlari. Bilindigi gibi Ole Amble, Norveg'in ilk bilgisayar1 NUSSE’yi 1954’te ilk kez NIM adli oyunun dijital bir varyan-
tiyla galistirmis ve o an1 6liimsiizlestiren bir fotograf ¢ekilmisti. Ben, Resim 2’de goriilen bu siyah-beyaz hatira fotografin1 Resim 1’de mitkemmel bir sekilde renklen-
dirdim (Bkz. “Bir stirpriz de benden olsun: Ole Amble Algoritmasi”, S. III-V).

Burada s6z konusu olan Resim 2’deki hatira fotografinin sag tarafinda NUSSE igin giris bilgileri soyle verilir (ki bu bilgileri okuyabilmek igin tabii ki Resim 2’de yer
alan hatira fotografina zoomluyoruz):
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Resim 2.5. “NUSSE” 1952 - Norsk Universell Siffermaskin, Selvstyrt, Elektronisk (Norveg¢ Evrensel Sayisal Makinesi, Kendinden Kontrollii, Elektronik).

Denne forste norskbygde datamaskinen inneholder ca. 1000 radiorer, og kunne utfore 500 addisjoner pr. sek. Minnekapasiteten var 512 tall & 32 siffer. Den ble bl .a. benytet til
beregninger innen gkonomi, kjernefysikk og mekanisk konstrukjon (Bu ilk Norve¢ yapimi bilgisayar sunlari igerir: 1000 radyo tiipii ve saniyede 500 ekleme yapilabilir. Hafiza
kapasitesi: 32 basamakli 512 say1. Diger seylerin yan1 sira Ekonomi, Niikleer Fizik ve Mekanik Ingaat’taki hesaplamalar igin de kullanilir).

[ste yukaridaki bilgilere gore Tablo 4.4’tin 1955’te NUSSE ile verilebilir oldugu sonucu ¢ikmakla birlikte, 01.02.2019, 20:21’de Ole Amble’n algoritmasini Romberg'in
ornegi i¢in dogru bir sekilde genellestirdigim sonucu ¢ikar.

Diin gibi hatirliyorum. 02.11.2016, 22:54’te basladigim “Romberg Integrali Metodu” hakkindaki tezimi giincelleye giincelleye epey bir
birikim yapmis ve “4. Uygulamalar” bolimiinde ilk olarak Romberg’in tezinde gecen “Ole Amble’in Metodu”nu 01.02.2019, 20:21’de
yazmistim. Bunda tabii ki Hamsun’un belirttigi gibi Owren’den gelen bir sevk (Romberg’in tezi) de vardi. Ama ben zaten o sirada “Bd-
liim 4. Uygulamalar”da idim ve her 2 tezi de tarihe kars1 duydugum sorumluluktan dolay: ele almak ve onlar1 giiniimiize kazandirmak
istiyordum. Burada suna dikkat ediniz: Aslinda tezimde ne Romberg’in tezine ne de Ole Amble’1n tezine ihtiyacim yoktu. Ciinkii metot
olarak zaten en modern yani en son sekli kullantyordum. Yalniz bu tarihi ve nadide tezleri bir arkeolog gibi eseleme ve giiniimiize bir
seyler kazandirma diirtiisiine kargi koyamiyorum. Herhalde piramitlerde ¢alisirken gegti, bilemiyorum. Ama arastirma tezimi zengin-
lestiren esas seylerin bunlar oldugunun gayet farkindayimdir. Buna gore Romberg’in metodunu Owren’den tezi almadan 6nce Boliim

I’de ¢ozmiistiim zaten (Bkz. “1.6.4.1. Romberg’in Orijinal Makalesi ve Sonuclari”, S. 12). Fakat ayni1 seyi Ole Amble’in metodu igin yap-
maya kalktigimda, hi¢ olmazsa Romberg’in tezindeki 6rnege uygulanmasina iliskin, yani 30.05.2021, 07:54’te Owren’den Ole Amble’in
“A set of formulas for numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR 14, 907" adl1 tezini istedigimde
A -:/ 09:16’da bana gelen yanit e-postasinda sonug olumsuz oldu (Bkz. “Saygideger Ekselanslart V. HARALD’a Taziye Mesajun”, S. 16). Ama

S fer
Resim 2.6. Knut Hamsun’un
1899 tarihli ve imzali tek fo-
tografi. Hamsun, bir keresinde soyle demisti: “(Alman subaylarm Hamsun’un odasina girip Sultan Abdiilhamit’in Hamidiye Camii’'ne gelis-

taziyede belirttigim tizere bu son tezi kendim i¢in degil Ole Amble igin istemistim!

gidisinin seyir ahengini bozmas tizerine) Ekselanslari Tesrifat Miidiirii bu oday: sadece biz ikimize tahsis etmekle ne kaybederdi ki? Bu
asil davramgini hi¢ hatirnmizdan ¢ikartmaz, biz de ona bir hizmette bulunmaya gayret ederdik. Iste simdi, Tiirkiye’nin Avrupa’da iyi dostlar temin etme imkanini ziyan
etmis oldu”, IV. Boltim: Sultan’in Cami Ziyareti, S. 54.

METOT Hakkinda Birkag¢ S6z. Ole Amble ve Romberg’in metotlar1 W.F. Sheppard’inkinden daha ilkeldir. Yani metotta ileri gidilecegine geri gidilmistir, ¢tinkii
Sheppard’in “Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277” adl1 tezinin yayin tarihi 14.06.1900, Ole Amble’ inkinin 1952 ve Romberg'in-
kinin 14.02.1955’tir. Bu arada Sheppard’in metodunun bana 2003’teki “ATA 1 Algoritmalar1”ni feci sekilde hatirlattigini sdyleyebilirim. Ciinkii 2003 teyken bu algo-
ritmalar1 ben de onun gibi, 262. sayfadaki 4. Madde ve 263. sayfadaki 5. Maddede gosterdigi gibi lineer kombinasyonlar yoluyla buluyordum. Bunlardan kimisi Shep-
pard’inki gibi basit algoritmalar olarak ¢ikiyordu, kimisi de genel algoritmalar (Bkz. 6. Sayfa, Son Paragraf). Bunlardan bazilarini RIK 3 ve RIK 4’te verdim! Ozetle,
Sheppard 2003 teki halim olarak goziikiir!

Simdi Ole Amble’in algoritmasi ve diger varyantlarina iliskin teoreme gegebiliriz.

Teorem 2.3 (Ole Amble’in Algoritmasinin Diger Varyantlari, 04.07.2021, 05:39:22). Ole Amble’in 1952°de (2.4)’te verdigi yaklagikliklar1 Vp € R — R™ i¢in

An = }2‘—4 [(f(a + hn) — f(a = hy)) = (£(b + hy) — (b — hy))] = 222 Kf(a * g_p> ~1fa- }zl_p)> - (f b+ 27) (- 27))‘

n+p

= zzr’.hz—4 [(f(a + hnap) = (@ = huyp) ) = (E(b + hnyp) — (b — hn+p))] = 2%PA,

yaklagimina gore su sekilde diizeltebilirim:

Kn = Kp +2%PA,,, + O(hp),

2.37) .
(2.37) {Tn =T, — 22°"1A,,, + O(hd).

Bu formiillerde dikkat ederseniz K, ve T, yaklasikliklar1 'ya hemen hemen es yaklasimlardadirlar. Boylece Ole Amble’'in yaklasikliklarini burada hem genellestirmis
oldum, hem de I'ya yakinsamalarindaki yakinsaklik bozuklugunu gidererek homojenize etmis oldum!

Not 2.3. (2.37)’deki en genel haldeki Ole Amble’in algoritmasinin Mathematica’daki programi igin “13. 2. Tiir E-ATA M Algoritmasi Uzerindeki En Genel Haldeki Ole
Amble Algoritmasi’na Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim”a bakiniz. Bu program yine 3 béliimden olusur. Ilkinde (2.37)’deki yaklasikliklari ve bunun altina da

Ap4p'nin yukaridaki elde ediligine iligkin limit hesabini ve sonuglarini verdim.
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Once kafamizda herhangi bir kusku kalmamasi icin su limit hesabina bir bakalim. Eger (2.37)’nin iizerindeki yaklasimda p sonsuza giderken limit alirsam,

h h
lim 27PA, ., = lim 22P.‘2+;p [(f(a + hnap) = f(@ = hurp) ) = (E(b + hnyp) — (b — hn+p))] = < lim 22°. ;‘Zp> ( lim [(f(a + hnap) = (@ = hnp))

_ (f(b + hyyp) — (b — hn+p))]) = <lim %hn> ( lim [(f(a) — f(a)) — (F(b) — f(b))]) = 0.0 (B.H.)

p—)OO
sonucundan goriildigi gibi bir belirsizlik ¢ikar.

Fakat c = a, b i¢in

gi_{rgo 2%Php pf(c + hyyp) = (39330 zphn+p) (gl_l)lélo 2Pf(c + hn+p)) = (31120 hn> (gl_l)lélo 2Pf(c + hn+p)) = h,. 1}5‘30 2Pf(c £ hyyp) = hyf(c +hy)

limiti gegerli oldugundan

gi_{r.}o 22PApip = Ap
sonucu gegerli olur. Demek ki yukarida yaptigim yaklagimim dogruymus! Eger Sheppard bu yaklasimi bilseydi, eliminasyon yoluyla kesfettigi (31)-(44)’teki yaklagim-
lar1 hem daha kolay bir sekilde bulmus olacakti, hem de yakinsakligi bunlardan daha etkin yaklasimlar bulabilecekti! Bu onun adina kotii sans ama bizim i¢in iyi bir
sans oldu. Cunkii “I.1. En Genel Haldeki Ole Amble Algoritmasi’ndaki Yaklasikliklar”da bu son limitin altinda Parmentier (19. yy.), Sheppard (1900) ve Ole Amble
(1952)'a ait yaklagikliklarin mertebelerini teker teker inceledim ve Parmentier’de O(h3), Sheppard’ta (ki bunun igin en iyi yaklagiklik olarak iddia ettigi (38) no’lu
formiilii kullandim) O(hZ) ve Ole Amble’da O(hy) oldugunu gordiim. Yani bu sonuglara gore en iyi yaklasiklik Ole Amble’inkidir. Hadi biraz dedektiflik yapalim:
Romberg 1949’da Trondheim’a geldiginde orada bunu buradaki gibi degil ama bir sekilde fark etti ve 1955’teki tezinde inceledi. Bu konuda Romberg’in 1949-1968
yillarinda Trondheim’da oldugunu ve Sheppard’in tezinden dolay: simdi adiyla anilan yontemi hemen bulmadigini biliyoruz (Bkz. EK 1). Fakat Norvegliler Ole Amble’1

Romberg kadar takdir edemediler, ciinkii Ole Amble’1 bir Niimerik Analizci’den ¢ok bilgisayarci zannediyorlardi. Bunun icin eger “Norvec’in Ilk Veri Yoneticisi: OLE

AMBLE” adli okuma pargasini okursaniz ne demek istedigimi gayet iyi anlarsiniz. Ole Amble ¢ok yonlii bir bilim adamiydi; meteoroloji, astrofizik, matematik ve fizik
alanlarinda son derece 6nemli ¢aligmalarda bulundu. Bu makalemde onu bir meteorolog olarak tanittim ve meteorolojideki ¢aligmalarina yer verdim (Bkz. Resim 2.1).

2. bolimde en genel haldeki Ole Amble’1n algoritmast igin (2.11)’deki genel ekstrapolasyonu verdim. Dikkat ediniz, bu ekstrapolasyon hem bana ait, hem de onu en
genel hale getirdigim Ole Amble’in algoritmasina uyarladim. Bunlar ¢ok is tabii ki ama, Ole Amble’in 1736’ya kadar geriye giden (ki e-Devlet’te en fazla 1900’e kadar

geriye gidebildim) “Amble” ailesinin soyagacindaki alttaki sol bastaki Ole Amble Ommundser’in oglu oldugunu ve gekirdek aile fotografin1 100. sayfada gostersem

Norvecliler ne diistiniirdii acaba?

3. boliimde en genel haldeki Ole Amble’in algoritmasi igin Mathematica programini verdikten sonra yine “I1. 2. Tiir E-ATA M Algoritmast Uzerindeki Genel Haldeki

Ole Amble Algoritmasi’na Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim daki 6rnegi ele aldim. Fakat bunlardan 6nce (2.37)’deki K, ve T, yaklagikliklarindaki K, T, ve Antp

yaklagikliklar dizilerini hem Céziim 1’e gére hem de Coziim 2’ye gore verdim. Bu yaklagikliklar dizilerinin 6nemi surada: lim K, = 1= lim T, ve lim A,,, =0 =
n—»>oo p—>oo

n—-oo

lim Ap,,. Ancak Mathematica Coziim 1’deki K, ve Ty, yaklagikliklarini Pochhammer semboliine gore verdigi i¢in bunlarin limitlerini belirleyebilmek miimkiin ola-

n—oo

madi. Ama Coziim 2’den (1.27)&(1.28)’den goriildiigii tizere I integral sonuglarini elde edebildim. Orada bunlar (1.19)’daki I integrali sonucundan farkli goriiniir
ancak gercekte hepsi birbirlerine esittir. Iste bu yiizden programda Céziim 2’yi kullandim. Eger orada bu ¢dziime ait Romberg tablosuna bakarsaniz, ¢iktilarin Ole
Amble’n algoritmasina gore daha dengeli dagilmis olduklarini goriirstiniiz. Ciinkii Ole Amble’in algoritmasindaki K, T,,’den 1 adim geride kaliyordu, dolayisiyla
bunlar Romberg tablosunda homojen olarak dagilmiyorlardi. Ole Amble’1in algoritmasindaki bu problemi nasil diizelttigimi hemen asagidaki 1. maddede agikladim!

Simdi tarihi malumatlara gegersem (2.37)’den su sonuglar ¢ikar:

1. Ole Amble’in yaklasikliklarindaki es yakinsaklik probleminin diizeltilmesi. Hatirlanacag tizere Ole Amble, anilan tezinde (2.37)’deki yaklagikliklarin ilkinde
p = 0 veikincisinde p = 1 alarak (2.4)’teki yaklagikliklar1 vermisti. Fakat Ole Amble, bu secimleri yaparken farkinda olmadan, ikincisinin yakinsakligini ilkinden biraz
daha ileriye tasimis ve bunun sonucunda bu yaklagikliklarin I'ya yakinsamalarindaki homojenligi (es yakinsama) bozmustur.

Burada Ole Amble'1n esas yaklagiklikligi, Romberg’in, “O. AMBLE (2], a < x < b integral araliginin disinda her 2 tarafa h uzaklhiginda birer nokta ekleyerek I'ya daha
iyi bir yaklasimin nasil bulunabilecegini gosterdi (O. AMBLE [2] gezeigt, wie man durch Hinzufiigen je eines Punktes im Abstande h auf beiden Seiten ausserhalb des
Integrationsgebietes a < x < b eine bessere Anndherung an I finden kann)” agiklamasina gére [a, b] araliginin ug noktalarinin yani a ve b’nin hy, ., komsuluklarindaki
(a —hpipat hn+p] ve [b —hpyp, b+ hn+p) noktalarinin ordinatlari arasindaki farklarin farkina gore (2.2)’den su sekildedir (ki Romberg’in uyarisina gore bu nok-
talardan [a, b] araliginin icine diigenleri koseli parantezle ve disina diisenleri kiigiik parantezle gosterdigime dikkat ediniz):

(2.38) Apnsp = % [(F(a + hnsp) = f(a = hnep) ) = (E(b + o) = (b = hoyp) )|

Fakat bu formiildeki koseli parantez igindeki ifadeye benzer ifadeler Parmentier’ den sonra ilk kez esash bir sekilde 14.06.1900°de W.F. Sheppard tarafindan verildi
(Bkz. “Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277").

Buna gore Ole Amble, 1952’de (2.4)’teki yaklasiklar1 NUSSE’de kullanmis (ki buna kanit olarak Resim 1'i verebilirim. O, orada adeta uguyordu) ve bunlarin I'ya
yakinsamalarinda RAM’lerdeki gibi birbirlerine eslik etmediklerini gormiis olmali. Giinkii K, I'ya yakinsarken T,’den biraz geride kaliyordu. Bu durumda Ole
Amble’1n, 6rnegin p = 0 i¢in

K, =K, +A, +0(h}),

(2.39) <. 1 .
To = Ty =5 An + O(h)

yaklagikliklarini almasi gerekiyordu ve boylece es yakinsaklik problemi de ortadan kalkmis olurdu! Fakat bu haldeyken bile (2.37)’deki hem es yakinsaklik bozulur ve
boylece (2.39)’da Ole Amble’'1n algoritmasindaki duruma diiseriz, hem de bundan dolay1 bu yaklagikliklardan elde edilen sonuglar diger p degerlerine gore elde edilen
yaklasikliklardan daha kétii sonuglar iiretir. Iste bu yiizden (2.37)’de p yerine 0 almayin da ne alirsaniz alin! Merak etmeyin, p yerine milyon, milyar, trilyon vb., hatta
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istediginiz rasyonel (tam sayili kesir) ve irrasyonel say1y1 koysaniz bile (ki bu, [0,1] araliginin diginda yani 1’den biiyiik olmalidir), (2.37)’deki es yakinsama bozulmaz!
2. 1. Snell bagintisi. Eger (2.37)’de ikinci esitligin her iki yanin1 2 ile garpar ilkiyle taraf tarafa toplarsak,

(2.40) K, + 2T, = K, + 2T,

bagintisini elde ederiz ki, bu esitligin sag tarafindaki ifadenin (2.24)’teki Snell bagintisinin 3 kat1 oldugunu goriiriiz!
[ste bu sonug (2.13)’teki ilk sonugta neden o kadar ¢ok sevindigimi agiklar. Ciinkii Hollanda Krali orada bir anlik sevinirken, benimki evladiyelik idi! Bununla birlikte,
eger bu esitligin her 2 tarafini 3’e bolersek elde edilen esitligin sag tarafindaki ifadenin (2.24)’teki Snell bagintis1 oldugunu ve bunun asagidaki Teorem 2.4’e gore
ekstrapolasyon altinda da sabit kaldigini goriiriiz!

Yaklagimin Arka Plani. Oncelikle Euler-Maclaurin toplam formiiliine gore I integrali i¢in K, trapez formiilii ve T, orta nokta formiilii igin

K alhz_azh4_"',
2.41
( ){ T, — b;h? — b,h* —

esitliklerinin gecerli olduklarina dikkat edelim.

Bu esitliklerdeki katsayilar,

1
(2.42) aq = (B )'(f(Zq D(b) — f(Zq—l)(a)), bq=B(22—()2')(f(2q D(b) — f(2q—1)(a))

dir. Ama ilkindeki Bernoulli sayilar1 By = Bq(1)’dir (Bkz. “Euler-Maclaurin Formula”. Ayrica (2.41)’deki yaklagimlar igin “Konvergenzbeschleunigung durch Extrapo-

lation am Beispiel der Romberg-Integration” tezindeki 35 ve 43. sayfalara bakiniz).

Simdi (2.41)’deki K, ve T, yaklagikliklar dizilerinin ardisik 2 elemanini

K, =1+a;h? + a;h* + -, T, =1+ b;h? + b,h* +
4

hy? hy* h\? h
Kn+1=1+a1(z> +a2<5) +'“, Tn+1=I+b1<E) +b2(§> + .-

seklinde alir (ki n’yi 1 arttiginizda h farkinin 2’ye béliindiigiine dikkat ediniz) ve bunlara Huygens’in algoritmasini uygularsak,

(2.43)

hy? hy*
. —x 4 I+a1(7) +a2(7) 4+ | = (A+a;h®> +ah* + ) 3
_ n+1 n __ _ 4
Ep(K) = 3 = 3 =I—gah® -,
hy? hy*
aT . 1. I+b1(7) +b2(7) + -+ | = (4 bsh? + byh* + ) 3
_ n+1 n __ _ 4
Ep1(T) = 3 = 3 =1—7byh* -

esitliklerinden goriildiigt tizere

3
[=E,1(K) + Zazh4 +
(2.44) 3
[=Ep, (D) + szh‘* +

sonuglarinin gegerli olduklarini goriiriiz.

Ozetle bu sonuglarla birlikte eger isleme ayni sekilde devam edersek, bu eliminasyon sistemine gore her k i¢in (2.9)’daki E, , (X) ile h2¥l1 terim silinir. Bu isleme
“Sifirlama” ve bu isi yapanlara “Sifirlayicilar” denir. 2002-2003 ve 2017-2018°de bir siirii ekstrapolasyon kesfettim, pardon sifirlama yaptim ve hala da yapiyorum.

Ama asagidaki uygulama bunlardan farklidir. Giinkii 6nceki ekstrapolasyonlarda h?,h#, -+, h2®nin katsayilarini belirsiz olarak alirken asagidakinde Gyle degildir;
katsayilarin belirli olmasi gerekir.

Simdi de hyy, =:hve 22PA;,, =:B(h) dersek (2.38)’i
h - 1
B(h) =7 [f(a +h) — f(a —h) + (b —h) — f(b + h)] = 2 4— [(1+ (D™D (@) — (1 + (—1)*Hf @ (b)|hn+

(2.45) .
Z 12(2n T 1)| f(znﬂ)(b) - f(2n+1)(a)) h?n+2 = _E(f’(b) —f'(a))h? — %(f@(b) — f(3)(a)) h* —

ve boylece (2.37)yi

~ h
Kn=Kn+B(h)=I+a1h2+a2h4+---+ﬁ[f(a+h)—f(a—h)+f(b—h)—f(b+h)],

B(h)

(2.46) b
T, =T, —T=I+b1h2+b2h4+-'-—E[f(a+h)—f(a—h)+f(b—h)—f(b+h)]

seklinde ele alabiliriz ve bu durumda (2.45)&(2.46)’ya gore KveT yaklagikliklar dizisinin n-inci ve n 4+ 1-inci elemanlarinda h?’nin katsayilarinin sifirlanmis oldugunu
goruriz:
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(Kn =K, + B(h) =1+ a;h? +a2h4 +---+£[f(a+h) —f(a—h) + f(b —h) — f(b + h)]
_i4 2 5 (') — ' @)h? + 7 (f(3>(b) —f®@))h +- o [f(a +h)—fa—h) + f(b h) — f(b + h)]
=1+ (f (b) — f'(a))h? — =— (f<3>(b) - f<3>(a)) h 4o — E (')~ F@)h? —— (f(3>(b) - f(3>(a)) h* —

4
=l-— (fPm) - f<3>(a)) h* —

Ruws = Ko+ B(2) =14 (h)2+ (h)‘*+ e fe(a+ D) = t(a-2) (o -2) - 1(o+2)
n+1 = Bn+1 2) T 1 Ta\g) Ta2\3 48[32 a7y 2 2]

+&(f’(b)—f’(a))<k)2+B—T(f(3)(b)—f(3)(a))() +- +;—8[f<a+g)—f(a—g)+f(b—h>—f(b+g)]

1 1

=1+ (f (b) ~ f'@)h? ~ 7= (fP®) - @ @) h* + E (') ~ ' @)h* ~ 725 (f® ) - @ (@) h* -
i

=1- s (fP®) - f® (@)t -

- h
(2.47) <Tn=Tn—T)=I+b1h2+b2h4+---—E[f(a+h)—f(a—h)+f(b—h)—f(b+h)]

LB (1) B, (1) h
= —2(£/(b) — f'(a ))h2 — 22 (O () - F® (@) ) h* + - - 25 [f@+1) = f(a—h) + (b — h) — (b + )]
=1-— (f ®) ~F'@)h* + == (f(3>(b) — @ (@) h* +- o (f'(b) —f'(a))h? + ﬁ (fP®) - f® (@) n* +

=1+ i( ®)(b) — f<3>(a))h4 +

5760
- B(%) hy? hy* h h h h h
=S () @ o 00l o) - o)
=HBz_(z‘)mb)_ffca))(h)Z+Bf4_(!2‘)(f<s><b>_f<s><a>)(g)“+... 9h6[f(a+g)_f(a_g)+f(b_g)_f(b+g)]
_l——(f(b) f'(a))h? + 92160((3)(b)—f(3)(a))h4+---+%(f’(b)—f’(a))h2 2304((3)(b)—f(3)(a))h4
=1+ 55125 (f<3>(b) — f®(a))h* +

Eger bu ardisik yaklagikliklara (2.11)’deki ekstrapolasyonu k = 1 i¢in uygularsak,

. 16K, — K,
F. (R)=—— " =] fG) () = £® h®é fD(p) — D h8 + ...
(2.48) ( na(K) 15 + 25500 (0 ®) = FO@) 1 + 5 (FO0) = F0 @) 00+ -,
' 16Tn+1 Ty
= =]- fG)(p) — £ he ———(fD(p) — D hé —
Fa (T) = 57600( () @) 1935360( () @)

sonuglarinin gegerli olduklarini goriirtiz. Tarihi bir malumat olarak belirtmem gerekirse, bunlar Romberg’in turuncu tablonun 2. siitununda yaptig1 islemlere karsilik
gelir!

Iste bu sonuglara gore yani gerek (2.47)’ye gore, gerekse (2.48)’e gére I'ya yakinsama bakimindan (Kp, T,,), (Ky,, Ty)’den 1 mertebe ya da adim 6nde olur. Ayni sekilde,
Ole Amble'in (K, Tyy1) yaklagikliklar: da, (Kp, T,)’den 1 adim 6ndedir. Buna gore siz, (Kn, Tn)’ye (2.9)’daki E ekstrapolasyonunu uygularsaniz (2.47)’ye gére h*’nin
katsayist sifir oldugundan bosa doner ve onlara yakin sonuglar elde edersiniz. Bu nedenle (2.48) geregince (2.9)’daki 4’tin kuvvetini 1 artirmaniz gerekir ve bunun
sonucunda (2.11)’deki F ekstrapolasyonu karginiza ¢ikar!

Sonug 2.2. Burada su 2 kritik sonu¢ dikkat ceker:

1. B(h)’ye Limitsel Yaklasim. Eger B(h)’ye limitsel yaklagim i¢in f(x)’in a ve b noktalarindaki 1. tirevine iliskin limit tanimlarini kullanir,

f(a+h) —f(a—h) — i f(a+h) —f(a—h)

F@ =y —a—n a5 2h
- f(b +h) —fb—h) _ | f(b+h)—f(b—h)
(b) = R+ —Mb-h) h%o 2h

ve bu esitliklerdeki ilkinden ikincisini taraf tarafa cikarirsak,

@)

(249) B(h) = lim 3 71f@+h) —f(a—h) +f(b —h) — (b + h)] = =

sonucu gegerli olur ki bu, (2.45)’e gore B(h)’nin ilk terimini verir ve bu yeterlidir. Ama daha hassas yaklagimlar i¢in (2.45)’teki diger terimleri de gz 6niine almamiz
gerekir.

Ayrica bu esitliklerde h = hy, i¢in h zaten sifira gittiginden B(h)’nin h sifira giderken limiti almaya gerek yoktur ve ben de 6yle yazdim. Ciinkii aslinda bu esitliklerdeki
tiim limitleri kaldirabiliriz ve bu durumda B(h) nin ilk teriminin a¢iga ¢iktigini gorebilir ve bunun da B(h) i¢in yeterli oldugunu séyleyebiliriz. Soyle ki, ortalama deger
teoremine gore 6yle c; (@ — h,a + h) ve c,(b — h,b + h) vardir ki su sonuglar mevcut olur:

(f,(c)_f(a+h)—f(a—h)_f(a+h)—f(a—h)

Y7 @+h)—(@a-h) 2h ’

(2.50) f(b+h)—f(b—h) f(b+h)— f(b— h)
)= m—mb-n ~ 2h '
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Sheppard’in tezini incelemek gerekiyor!

Cok ilgingtir, Sheppard’a gore buradaki c; ve ¢, noktalar1 orta noktalardir, yani c; = ave c, = b’dir. Ciinkii o, 14.06.1900’de [a, b] araliginin orta noktasinin ordinatini

z1 =:f <X1m> =f (a + ?h) seklinde aldiktan sonra, bu orta noktadan esit uzaklikta bulunan z1 ve 71 ordinat ¢iftini alarak Parmentier kuralin1 modifiye

Sm(1-B)
e:ti ve Ole jlmble’m 1952’de yaptig1 gibi (ki bu, makalemde genellestirme sonucu kesfettigim (22.2)’deki yak12a§1kl1kt1r) bir siirii yaklagik buldu (Bkz. “Some quadrature
formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277", 10. Madde, S. 267). Hepsini teker teker kontrol ettim; higbirisi (2.2)’deki Ole Amble’1in yaklasikliginin yanina
bile yaklagamiyor. Ciinkii Sheppard (11)&(26) ile (2.41)’deki agilimlar1 bilmesine ragmen, B(h) i¢in (2.45)’teki koseli parantez i¢indeki ifadenin a¢ilimini orada gos-
terdigim sekilde genel olarak degil, (30)’da goriildigii gibi Cosh fonksiyonunun agilimina gore yani 6zel olarak verir. Bu da tabii ki dogal olarak (31)-(44)’te buldugu

m(1—a)

yaklagikliklarda diizensiz yakinsamalara neden olmustur (ki bu durum Sheppard’in yaklagikliklarinin hi¢birisinin neden Ole Amble’inki kadar iyi olmadigini gosterir).
Bu sonugla Sheppard’in diizgiin yakinsayan yaklagikliklar bulmasi i¢in oradaki gibi degil buradaki (2.47)’deki gibi olmaliydi!

Peki (2.37)’deki 24 nereden geliyor?

Sheppard (31)-(44)’teki yaklagikliklarinin katsayilarini su sekilde bulmaliydi: Ornegin (2.38)’deki yaklagikligin katsayisindaki p’yi bulabilmek icin (2.45)&(2.46)’ya
gore,

rKn =K, +B(h) =1+ash?+ - +g[f(a +h)—fla—h)+f(b—h)—f(b+h)] =1+ %(f’(b) —f'(@)h? + - —S(f’(b) —f'(a))h? — -
1 2 —24

=1+ (F'®) ~ F'@)h? — -~ —E(f’(b) —f'(@)h?— =1+ p12p (F'(b) — f'(@))h? — - > p—24 =0 = p =24,

(2.51) < B(h N - B (1) )

Th=Ta —% =1+4byh? + - _E[f(a +h)—f(a—h)+f(b—h)—f(b+h)] =1 +%(f’(b) —f'(a))h% + - +5(f’(b) —f'(a))h?
1 2 2p — 48

= 1= g7 (F®) = P @) + -+ S (F(0) = F@)h? + - =1 —psz(f’(b) —f'(a))h?+ -~ >2p—48=0=p=24

\ =

islemlerini yapmamiz gerekir ve ancak bu iglemlerin sonucunda p = 24 buluruz. Sonra Parmentier, Sheppard, Ole Amble’in yaklasikliklarindaki 24 nereden geliyor
diye sormay1n; iste buradan geliyor. Bu sonug ayn1 zamanda Ole Amble’in (2.1)-(2.3)’teki yaklagikliklarinin katsayisidir. Ama benimki tabii ki modern bir ¢ikarim,
dolayisiyla Ole Amble’in 24’1 nasil buldugunu bilmiyorum! Acaba Ole Amble, 24’ 4"’den mi bulmustu?

[ster inanin ister inanmayin, bu makaleyi MS Word 2019°da her agtigimda ister istemez Resim 2.1’deki artisti goriiriim ve her seferinde parmentier kuralini en iyi
modifiye edenin kendisi oldugunu bilirim. Bakmayin siz ona meteorolog, astrofizikgi, fizik¢i vs. denmesine, o bu iste 1. Sinif bir matematikg¢iydi. Norveglilerin bu
gelismeden habersiz olduguna kesinlikle eminim. Sadece Norveglilerin degil, kimsenin haberi yok. Ciinkii Ole Amble’in tezi Romberg'in tezinde oldugu gibi unutulup
gitmis ve bunlarla bir daha kimse ugragsmamais. Yani bu tezler birer “Kayip Calisma”dir ve ben de bunlar: giiniimiize tagiyorum!

Diger taraftan bu son sonuca gore Sheppard’in (11) ile lineer kombinasyonlar sonucunda elde
ettigi (7)’deki Huygens’in algoritmasi (1654) ya da ona gore Simpson’un 1. kurali (Simpson’un
1/3 kural), (9)’daki Simpson’un 2. kurali (Simpson’un 3/8 kural1), (10)’daki Weddle'in kurali
icin sirastyla (14), (15) ve (16)’da gosterdigi sekilde katsayilarin bilinmesine gerek yoktur. Ciinkii

2003’teyken ben de ayni sekilde lineer kombinasyonlar yoluyla bir siirii algoritma bulmustum
ama bu katsayilar1 genel olarak almigtim (Y.N. 2003’te bu algoritmalar1 “ATA 1 Algoritmalar:”
bashg: altinda toplamigtim. Inanmazsaniz A1A.jpg (AlA.rar), AIA SV.ipg (A1A SV.rar) re-

simlerine bakiniz. Parantez igindekilerden bu resimlerin orijinal kayzt tarihlerini gorebilirsiniz).
Ama (2.37) deki yaklagikliklarin I'ya yakinsamalarini (2.47)’de gosterirken bu katsayilarin bilin-
mesinin gerekli olduguna dikkat ediniz!

Keske... (Wish...)

Sheppard, Malcolm Gerrie'nin dedigi gibi keske (23) ile (i)-(xiii) algoritmalarini teker teker bu-
lacagina, bunlari bir sistem i¢inde yani iteratif (tekrarli) olarak bulsaymus (ki (2.9)’daki E ekstra-
polasyonunda k = 1 i¢in (i), k = 2 i¢in (iii), k = 3 i¢in (vii) algoritmalarini bulmustu. Bunlar-
dan sonuncusu en iyi algoritmadir ve 6. Maddeki 01% = Ln2 = 0.693147180 -+ 6rneginde
bu algoritmay1 kullansaymis daha iyi olurmus), cok daha isabetli olurmus (Bkz. “John Lennon’un
Son Haftasi”). E ekstrapolasyonunu Richardson adina kotarmaya calisan J.A. Gaunt, 1927’de
soyle demisti: “h’nin 4. kuvvetin dtesine genisletmede onemli bir zorluk olmayacaktir; ama 6yle
bir inceligin pratik degeri az olurdu! (There would be no essential difficulty in extending the expan-
sion beyond the fourth power of h; but such a refinement would have little practical value)” (Bkz.
“VIII. The Deferred Approach to the Limit: Part I-Single Lattice by Lewis Fry Richardson, Part II-

E) alamy stock photo e

Resim 2.7. William Fleetwood Sheppard (1863-1936). Ramanujanwn  [yterpenetrating Lattices by Arthur Gaunt”, Son paragraf, S. 361. Daha detayh bilgi icin RIK 3’iin

Avustralyali-ingiliz versiyonu, memur, matematikgi ve istatistikgi. Ista-
tistik Teorisi (ki daha ¢ok “Sheppard’in Dogrulamalari” ile bilinir), Inter-
polasyon ve Sonlu Farklar’daki ¢aligmalariyla hatirlanir.

22. sayfasindaki (2.1)’in altindaki paragrafa bakiniz). Iyi ama Sheppard 14.06.1900°’de bunu zaten
yapmis ve Stesine gecmisti: (i), (iii) ve (vii) ile h?, h* h® nin katsayilarini sifirlamigti!

2. Ayp nasil bir yaklagikliktir? Oncelikle 22pAn+p =:Bp4p dersek (2.37) (2.39)’daki gibi su sekle doniisiir:

Kn =Ky + Bn+p + O(hﬁ);
(2.52)

- 1
T, =T, — EBn+p + 0(hd).

Buna gore eger diizgiin yakinsama mevcut ise yani K, S 1S T, yada T, S I S K, esitsizliklerinden biri daima gercekleniyorsa K, S 1S T, yada T, S 1 s K|, eit-

sizliklerinden biri daima gergeklenir. Burada (K, T,) ve (Kn, Tn) giftleri Iya alttan ve tistten hemen hemen es yakinsarlar ama ilk ¢ifttekiler ikinci gifttekilerden uzak
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bir sekilde I'ya yakinsarlar. Yani daima K, SK, SIST, STy, Ty SKy SIST, SKp, Ky STy SISK, STy Ty STy S1S K, S K, esitsizliklerinden biri
gergeklesir.

Mantiksiz Mantikli islemler

Bu durumda (Kn, Tn) giftinin Iya alttan ve tistten hemen hemen es yakinsamasiyla ilgili 2 durum ve bunlara iligkin su sonuglar gecerli olur:

1. EgerK, SIS T,ise Bp4p nin igareti

Botp = R 1=Ky S Bpyp <0,
T, ST, - =Ta SIS Ry =Kn+Borp SKn =4 © 1y S 0= 2(Th =D S 1=Ky S By <0

n ~ Dn+p

(253) Botp = _ 0 <I—Ky S Boyp,
KnSTy—— =Ty SISKy =Ko +Boyp STy = 0<2(Tn_I)SBn+p:>O<2(Tn—I)SI—KHSBMP

olup (ki mavi renkle igaret ettigim esitsizligi gostermek imkansizdir; bosuna gostermeye ¢alismayin. Ciinkii normalde (K, Ty,) ifti I'ya alttan ve tistten hemen hemen
es yakinsarlarken 0 < I — K, < 2(T,, — I) olmas1 gerekiyordu)

(2.53)
4K —K K, + 2T,
(Z(Tn—I)SI—KHEn,l(K) == S S5 B ()~ Eyo(K) = Epg(K) =Ky S 1=Ky B Bayy
(2.54) Huygens—1654  Snellius—1621
Ep,1(K)SEp 1(T)
5 = 2(En1(T) = Eno(T)) S E1(K) = Eno(K) S By

seklinde kirmiz1 renkle gosterdigim esitsizlikler ® gereklenir. Burada E;, ; (K) — Ej, o (K) yerine E,,  (K) — E, o(K) ve E}, 1 (T) — E,, o (T) yerine E, 1 (T) — E, o(T) ali-
nabilir ama k = 1 i¢in olanlari yeterlidir!

Su halde bu sonuglara gore ayn1 mertebeden yaklagikliklar i¢in su 4 durumdan biri gergeklesir:

Ta S En1(K) SIS Ep (T) s Ky,
Ta SEni(K) SISK, SEp (T,
Epi(K) s Ty SIS K, SEp (D),

Epi(K) STy SIS E (D) s K.

(2.55)

2. EgerT, sIsK,ise Bp4p nin isareti

)
o8]

Bnip S 1—-K, <0,
Bnip S 2(T, =D <0
0 < Bpip S1—K,,
0 < Bpyp S 2(Ty — 1)

n+p

S BuypSI1—K, s2(T, -1 <0

N

SKH:Bn+p<O=>{

Bn+p

STn=>0<Bn+p=>{ =0 <Byp S1—K, S 2(T, — 1)

N

olup (ki burada da mavi renkle isaret ettigim esitsizligi gostermeye ¢aligmayin. Ciinkii yine normalde (K, T,,) cifti I'ye alttan ve tistten hemen hemen es yakinsarlarken
bu sefer 2(T, — [) = I — K;, < 0 olmasi gerekiyordu. Yani mavi renkli esitsizliklerde bir mantik aramayin, ¢iinkii bunlar yakinsamalardan dolay: boyle oluyor)

(2.53)

K, + 2T, 4K, 41 — K ~~
= = = o = = En,l(K) = Bn+p s [-K,=s En,l(K) -K, = En,l(K) - En,O(K)

3 3
(2.57) Snellius—1621 Huygens—1654
En,1(T)SEp,1 (K)

~

3 Buup S En1(K) = Eng(K) S —2(Eny(T) = Eno(T))

I-K,s2(T,-D=1s

seklinde kirmizi renkli esitsizlikler ger¢eklenir. Burada da E,, ; (K) — E,, o (K) yerine E, x (K) — E}, o(K) ve E}, 1 (T) — E,, o(T) yerine E,  (T) — E,, o(T) alinabilir ama
k = 1 i¢in olanlar1 yeterlidir!

Su halde bu sonuglara gore ayn1 mertebeden yaklagikliklar i¢in yalnizca 2 durum mevcuttur:

Eni(T) SRy S

2.58 ~
( ) {Kn < En,l(T) S

Simdi az once (2.54)&(2.57)’de soziine ettigim Snell bagintisina 7 iliskin Teorem 2.4’e gegmeden once 2002-2003’te bu algoritma hakkinda neler yapmisim, kisaca
ozetleyeyim. Boylece hem 400. y1l doniimiindeki Snellius’u (bkz. RIK 4) ve hem de 121. y1l déniimiindeki Sheppard’1 birlikte anmis oluruz!

¢ Biyiik Piramit’teki saft yapimcilari, saftlarin bazi yerlerine miithendislik hesaplarinin sonuglarini kirmizi renkli agt boyasiyla ve kesin karar verdikleri sonuglar1 da siyah boyayla
yazmuglardl (Bkz. “Robot Gizemli Saft Hiyerogliflerini Kesfediyor!”). Bu ¢6ziimiime gore Gantenbrink kapisinin 21 CM ilerisindeki Hawass kapisinin altindan siyah boyanin akmig
olmasi, Kralice Odasr’nin giiney saftinin kesin olarak kapanmis oldugunu gosterir. Hawass ve yanindakiler hala bu son kapinin arkasinda ne oldugunu merak ediyorlar. Hi¢ unutmam,
UPUAUT projesinin bast Alman arkeolog Prof. Rainer Stadelmann, 22.03.1993’te Gantenbrink kapisi kesfedildiginde, bu kapinin ardinda tahtinda oturan ve gokytiziine bakan bir
Osiris heykeli oldugunu iddia etmisti (Y.N. Bu konuda diger iddialar igin 203. sayfada baslayan “Béliim 12: Osiris Yollari"na bakiniz. Ayrica RIK 4’tin 9. sayfasinda séyledigim gibi
“UPUAUT Projesi” adl1 sitenin Subat 2021’de kapanmis oldugunu “Every CAD drawing of Cheops Pyramid from www.cheops.org” videosundaki CAD gizimlerinden de gorebilirsiniz.
Merak etmeyin, Eysteinn Gudni Gudnason orada bu ¢izimleri site {izerinden anlatirken bu ¢izimlerin tamamini zamaninda almistim (ki 6zel bir teknikle alintyordu). Bu CAD dosyalari
ve bazi kritik web dosyalar1 simdi arsivimdedir). Simdi benzer seyler diger kap: icin de disiiniilityor. Keske bana sorsalard: sdylerdim: Giiney saft1 Hawass kapisinin biraz ilerisinde
45”lik agryla batiya kirilarak sonlanir. Bosuna Stadelmann gibi hayal kurmasinlar, sonra hiisrana ugrarlar!

7 Sheppard Simpson kurallari icin “Simpson’s rule (Simpson’un kural1)” ve “Simpson’s second rule (Simpson’un 2. kural1)” diyordu. Dikkat ediniz, “Simpson’s first rule (Simpson’un
1. kuralt)” demiyordu. Ciinkii buna esas kural goziiyle bakiyordu (Bkz. “Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277"). Ayn1 sekilde, asagidaki Teorem

2.4’tekine her ne kadar “I. Snell Bagintis1” demigsem de, aslinda bu, esas, daha dogrusu tek Snell bagintisidir. Ciinkii “2. Snell Bagintisi”n1 Snellius vermedi, ben tiirettim (Bkz. RIK 3
ve RIK 4’teki (2.25)’e).
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Snellius Algoritmasr’nin 400. Y1l Doniimii: 2002’den Kalma Bir Performans

2002’de Snellius algoritmasini genellestirirken, Sheppard gibi sifirlamaya dayanan bir eliminas-
yonla ama onunkinden farkli olarak MEM ile sistematik olarak ekstrapolasyona doniistiirdii-
gtimii biliyor muydunuz? Ama bunun hikéyesi ¢ok farkli. Ciinkii Snellius algoritmasinin nasil
genellestirilecegi belli degildi. Yani birden fazla genellestirmesi vard1 ve en uygun olanini segmek
zorunda kaldim (Bkz. “21.rar”). Bu sikigtirilmis dosyadaki “Addendum_Files”in i¢indeki
“ATA_Algorithm.zip”ten “ATA_Algorithm.pdf” dosyasini ¢ikarttiginiz zaman “Snellius Me-
todu’nun Genellestirilmesi Uzerine” baghkli 6-9. sayfalarda 11.10.2002, 01:25 itibariyle 5 tane
algoritma (ki aslinda 9 tane. Biraz sabredin, “Snellius Algoritmasi’nin 400. Yil Déntimii” i¢in

2002’deki ¢alismalarimi toparlayip ¢ok 6zel bir se¢ki hazirliyorum) ve hemen bunlarin altina
sonuglarini verdigimi goriirstiniiz. Bunlardan 1, 2 ve 3. algoritmalar ayni iterasyona aittirler ve

bunlart AA_zip’teki AA.nb dosyasinin 2. tabindaki kavuni¢i tabloda Sr(lo), Sr(ll), Sr(13)

bilirsiniz (ki S olmadigina dikkat ediniz). S5z konusu bu genellestirme 10.09.2002, 01:45-
27.10.2002, 05:40 tarihleri arasinda oldu ama ¢ogu arastirmaya gitti. Ciinkii Snellius tek bir al-
goritma vermisti ve RIK 3 ve RIK 4’teki Saigey’in (2.1)’de verdigi ardigik 3 algoritmadaki gibi bir

olarak gore-

yonlendirme yoktu ortalikta. Ilkin siniis ve tanjant serileriyle Snellius’un algoritmasini buldum
(ki bu biliniyordu zaten). Sonra ayni metotla yani siniis ve tanjant serilerinin segilen terim hari-
cindeki tiim katsayilarini sifirlamayla 9 algoritma buldum. Ama baktim ki bu is olacak gibi degil;

© g §@y

o zaman bunlardan ayni iterasyona ait olanlar1 yani S, it segmek zorunda kaldim (ki

bunlardan ilk ikisini agagidaki 1. Algoritma ve 2. Algoritma’da verdim) ve genel bir iterasyona

ulagmaya calistim. Ispat 9 sayfa siirdii ve isin icine Mersenne sayilar1 (Arsimet’in kaldiraclari)
girdi (Bkz. “Snellius Ekstrapolasyonu 2002”. Ama 2003’ten kalma bu sayfalar1 daha temiz, ilk
glinkii gibi, ve toplu bir sekilde “Snellius Ekstrapolasyonu™nda gorebilirsiniz. Ancak bu sayfalar

_ her ne kadar Snellius ekstrapolasyonu i¢in bir ispat barindiriyorsa da sonugta bir karalamadan
Res1;11 2 8. Wzllebrord Snel van Roven (1580-1626). Hollandah matema-  ibarettir. Yani sizin bu karalamadan bir seyler anlayabilmeniz igin 18 yil 6nce Pi giiniinde tasdik

tikci ve gokbilimci. O daha ¢ok 1s1g1n kirilmasi yasastyla taninir. Amama-  ettirdigim “ATA Algoritmas: Ver. 1, 2, 37teki (ki 4. Versiyonu da var) ilk versiyona bakmaniz

tematikte biiyiik bir gelisime yol aan m’yi hesaplamak i¢in (2.24) ile yeni  gerekir. Orada bu karalamada takildiginiz yerlerdeki tiim sorularin yanitlarini bulabilirsiniz).
bir yontem gelistirdiginde biiyiik bir devrim yapti!

Buna gore (2.9)’daki E ekstrapolasyonunda k = 1 i¢in (i), k = 2 igin (iii), k = 3 i¢in (vii) algoritmalarini bulan Sheppard’tan farkim, Snellius'un Sl(lo) algoritmasiyla
basladigim ekstrapolasyon arastirmasinda tiim miimkiin durumlari ¢ikarmak ve bunlarin i¢inden iteratif olanlar1 genel bir yontem altinda toplamak oldu. Eger Shep-
pard da (i), (iii) ve (vii) algoritmalarinin devamini getirip benim gibi genellestirmis olsayds, simdi “Richardson Ekstrapolasyonu” olarak anilan E ekstrapolasyonunu
“Sheppard Ekstrapolasyonu” olarak aniyor olacaktik. Ama bu yaris tabii ki Ingilizler arasindaydi!

Diger tarihi malumatlar sunlardir: Snellius, 1621’de Sﬁo) algoritmasini geometrik yontemle kesfederken hemen asagidaki 1. Algoritma’da goriildiigii tizere siniis ve

tanjant serileriyle nasil kesfedildigini gosterdim. Ayni sekilde, gerek soziine ettigim 9 algoritmada, gerekse Sr(lo) algoritmasini bir ekstrapolasyona dontstiirdigiim
2002’deki ispatimda da siniis ve tanjant serilerinde x’li terim haricindeki tiim katsayilarin adim adim nasil sifirlandigini gosterdim. Fakat Snellius’un doneminde seriler
daha bilinmiyordu, hatta limit bile bilinmiyordu (Y.N. Snellius'un “Cyclometricus” adl1 eserinde Latince “Limitem” kelimesi 3 yerde gecer ve “Sinmir” anlaminda
kullanilir). 16-17. yy. (1684’e kadar) Avrupasi’'nda limit hakkinda bilinen tek sey, Arsimet ten kalma titketme metodundan ibaretti. Ornegin (2.49)’daki B(h)’nin limit-
sel tanimindaki tiirev tanimi 1684’te Leibnitz taratindan ortaya konulmustu (Bkz. “Nova Methodus pro Maximis et Minimis”. Adamlar teolojiye diiskiin olduklarindan,
kitapta “+” yerine Hag kullanilmstir).

Fakat tiim bu gelismeler i¢inde ac1 da olsa bir ger¢ekten s6z etmem gerekiyor: Snellius’un 1621’deki Sr(lo) algoritmasindan hareketle 10.09.2002, 01:44:39’da basladigim
aragtirmami 27.10.2002, 05:40’ta “Snellius Ekstrapolasyonu”nda tamamlarken 21 giin 6nce (06.10.2002) Hollanda Prensi Claus van Amsberg in hayatini kaybettiginin
farkinda degildim (Bkz. “2.2. E-ATA 1 Algoritmalari’ndan Transferler”, S. 30-31). Onu birakin, Snellius'un simdilerde yayinlanan “Cyclometricus” kitabi bile elimde

yoktu (Bkz. “2.2. E-ATA 1 Algoritmalari’ndan Transferler”, S. 30-31). Yani o sirada boyle bir ortam vardi ve durumu simdiki Hollanda Kralr’na (oglu) acik bir mektup
yazarak bildirdim! (Y.N. Oradaki resmin filmini surada gorebilir ve Prens Claus Vakfi'nca hazirlanan “Rondom Prins Claus-Documentarie 200171 izleyebilirsiniz)

Simdi hem W.F. Sheppard'in “Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277" adl1 tezindeki ekstrapolasyonik algoritmalar1 nasil buldugu-
nun anlasilmasi agisindan, hem de Snellius ekstrapolasyonunun biraz anlagilabilinmesi i¢in soziine ettigim 9 algoritmadan ilk 3’tinii nasil buldugumu asagiya ¢ikarayim.

1. Algoritma (Willebrord Snellius-1621): Oncelikle tarihi bilgilerimize gére siniis serisinin 1670’te Newfon ve 1676’da Leibnitz tarafindan (ki bu mesele bayag: bir
karigiktir. Yani ilk kimin kesfettigi belli degildir) ve tanjant serisinin Bernoulli sayilarindan sonra kesfedildiklerine dikkat ediniz!

Simdi bu serilerin ilk 2 terimini

3

X
Tanx = x + — + 0(x>)

(c; x° 5
Smxzx—€+0(x ),

(2.59) i
3

seklinde aldiktan sonra ilkinin 2 katin1 alip ikincisiyle taraf tarafa toplarsak,

2Sinx 4+ Tanx = 3x

ya da

2Sinx + Tanx

2.60 =
(2.60) x .

+ 0(x%)
seklinde Snellius’un 1621°de verdigi algoritmanin ortaya ¢iktig1 goriildii. Sah mat yani! Ama Snellius bu yaklasimi ya da algoritmayi bu sekilde serilerle degil, geometrik
olarak kesfetmisti. Clinkii onun zamaninda seriler bilinmiyordu!
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Tan™?

Su halde bu ilk yaklasimda x yerine n % yazar,

-1 -1
2““Sin—Tagn Xt 2"Tan Ta;n X

3

Tan 1x =

ve burada Tan™1x’e bir yaklasim s6z konusu oldugundan Tan™!x — Sf,") (%) yaklagimini gozoniine alirsak diizgiin ¢okgenler i¢in

21y (¥) + 1, (%)
3

2.61) SV (x) =

seklinde Snellius algoritmasini elde etmis oluruz (Bkz. “21.rar”). Bu, Frits Beukers-Weia Reinboud un “Snellius versneld” adli makalesinde biliniyordu zaten (Y.N. Bu
makalenin orijinali “Snellius Versneld (2002)” sayfasindadir. Orada bu makale sag taraftaki “Download Links” yazan yerdeki PDF’de 13.11.2000 tarihli ve
[www.math.uu.nl]’de 14.02.2001 tarihli olarak sunulur ve o sirada yararlandigim kaynaklardan biri bu idi). Fakat sorun bundan sonra baslyordu, ¢iinkii asagidaki

algoritmalardan bunu kestirebilmek olduke¢a giictiir!

2. Algoritma (Derya PAMUK TULUM-10.09.2002, 01:45): “1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu ile Pi Sayisinin Hesabi Ver. 3” calismasindaki diizgiin ¢okgenlerin
yakinsakliklarini hizlandiran bu algoritmayz ilk kez “21.rar/ Addendum Files/ATA Algorithm.zip/ATA Algorithm.pdf” dosyasinda vermistim!

Simdi bu algoritmayi nasil kesfettigimi agik bir sekilde agagida inceleyelim. Oncelikle Snellius’un algoritmasindan hareketle bu sefer siniis ve tanjant serilerinin ilk 3

terimini
x> x5
Sinx = x — < +m +0(x7),
x x %3 5 .
Sin-=-——+ +0(x"),
2 2 48 3840
(2.62) 4 s o
~ il 7
Tanx = x + 3 + s + 0(x"),
T X~X+X3+ i +0(x")
VAN =224 a0 T Y

seklinde ele alalim. Burada soyle diisinmuistim: “Belki bu diistiniisle Snellius’un algoritmasindan daha hizli bir algoritma bulabilirim!” Gergekten de ilk basta beni bu
distinceye sevk edecek hicbir bilgi yoktu ve “eger boyle bir algoritma varsa, Snellius’un algoritmasindan daha hizli bir algoritmay: bulabilmek i¢in nasil bir yaklasimda
bulunmaliyim?” dedim ve bu bana “Snellius’un Metodu’nun Genellestirilmesi” igin ilk adimi atma imkanini verdi! (Bkz. 2002 tarihli “Snellius Ekstrapolasyonu™ndaki ilk

sayfaya)

Simdi (2.62)’ye gore ilkin
5
X X
Sinx — 23Sinz =~ —3x+ a0’
(2.63) 0
X X
Tanx — 23Tanz =~ —3x+ 0

yaklagim ciftini goz 6niine alirsak,

X X
—2*Sinx + 27Sinz + Tanx — 23Tanz = (2% +264+20-2%)x

yada
—24Sinx + 27Sin% + 2%Tanx — 23Tan% —16Sinx + 12881n% + Tanx — 8Tan%
(2.64) x = = +0(x")
—2% 426 42022 45

seklinde bir 2. yaklasim elde ederiz.

1

Yine bu yaklagimda x yerine Ta;: = yazar ve gerekli diizenlemeleri yaparsak,
nider. Tan™tx oo Tan™!x .- Tan"!x . ,s  Tan x
N -2 Sll’lz—n+2 SII’IT-FZ Tanz—n—Z TanT
Tan™1x = 2 - Z

olur ve Tan™1x’e yaklasim nedeniyle Tan"'x — Sr(ll) (x) yaklagimini gozoniine alirsak diizgiin ¢okgenler icin

=21, (%) 4 2°Ttn41 (%) + 20T (%) = 2°2M541 (%) _ —16mp (%) + 64T041 (%) + 1T (X) = 411541 (%)

2.65) SW(x) =
(2.65) Sy (%) —24 4+ 26 4 20 _ 2 45

seklinde Snellius’'un algoritmasindan sonra bir ikinci yaklagim algoritmasini elde etmis oluruz (Bkz. “21.rar”). Cok ilgingtir, Snellius'un 6gretmeni Van Ceulen’in

mezar tagina X = 1 icin m'nin S%) G) alt sinir1 ve Sg%) G) {ist sinir1 kazilir! (Bkz. “RIK 37, S. 43, (4.16) ve (4.17). Bu arada Sg%))’de bir kopyalama hatas1 olmus. Yani
(4.16)’daki kesrin pay1 3 degil 45 olacaktir).

3. Algoritma: Bu sefer (2.62)’den
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X x3

Sinx — 25Sin= = —15x + —,
(2.66) 2 < 2

Tanx — 25Tan5 = —15x — x3

yaklagim ciftini goz 6niine alirsak,
X X
2Sinx — 26Sin5 + Tanx — 25Tan§ = —45x + 0(x7)

ya da kisaca

—2m,(x) + 251‘[n+1(x) M%) + 24Hn+1(X)

2.67) TP (x) = =

seklinde (2.65)’e benzer bir 3. algoritma elde ederiz.

Iste bu sonugla yani (2.65) ve (2.67)’ye gore Snellius algoritmasinin genellestirilmesinin tek tiirlii belirli olmadig1 sonucu ¢ikar ki basta vurguladigim nokta bu idi.
Cunki Snellius algoritmasi Saigey’in (2.1)’de verdigi gibi acik degildi, dolayisiyla genellestirilmesi de tek tiirlii belirli olamazdi. Ama ben 1 tane buldum, yani soziine
ettigim 9 algoritmadan “21.rar/Addendum Files/ATA Algorithm.zip/ATA Algorithm.pdf”deki 1, 2 ve 3. algoritmalarin (ki bunlar “21.rar/Addendum Files/AA zip/

Sr(l())J Sr(ll)J Sr(13)

AA.nb”nin 2. tabindaki kavunigi tabloda sirasiyla olarak gegerler) ayni iterasyona ait oldugunu goérdiikten sonra genel bir iterasyon buldum ve béylece

Snellius algoritmasini genellestirmis oldum (ki bu, (2.2)’den de bulunabilir. Dolayisiyla siz buna Huygens’in algoritmasinin genellestirilmesindeki gibi bakabilirsiniz).

Keske Snellius, Saigey ya da Sheppard gibi 1-2 tane daha algoritma vermis olsaydi, o zaman Snellius’'un algoritmasinin icerigini daha iyi anlayabilir ve boylece onu
genellestirmemiz ¢ok daha kolay olurdu. Ama ben, 2002°deki “Snellius Ekstrapolasyonunda yaptigim ispattan eminim. Yani Snellius, Saigey ya da Sheppard gibi isleme

devam etseydi bu ekstrapolasyonu bulmus olacaktik!
Peki, bunu nereden anladim?

Ciinkii eger Huygens'in algoritmasinin genellestirilmis sekli (2.2)’yi gosteriyorsa o zaman Snellius'un algoritmasinin genellestirilmis sekli de (2.32)’yi gosterir. Bunu
kolayca soyle anlayabiliriz: Snellius, hocas1 Ludolf van Ceulen’in 1610’daki ani 6liimii {izerine m'nin 32 ondalikta takilan hesabini 35 ondaliga tamamlayabilmek i¢in
hem yolu hem de zamani kisaltmak adina bu algoritmay1 1621°de kesfederken, bir daire igine ve digina ¢izilmis ayni diizgiin ¢okgenler i¢in vermisti, dolayisiyla igteki
diizgiin ¢okgenlerin ¢evreleri siniis ve distaki diizgiin cokgenlerin ¢evreleri tanjantla bulundugundan 6yle tanimlamak zorunda kalmist1 (Bkz. “4.4. Van Ceulen ve
Snellius’a Bir Saygi Ziyareti”, S. 50-51). Peki Huygens, 1654’te kesfettigi (2.23)’teki algoritmay1 Snellius’tan farkli bir sekilde mi tanimlamisti? Hayir, o da Snellius gibi
a,’yi diizgiin bir ¢okgenin ¢evresi olarak aliyordu. Dikkat ediniz a,,, kenarlar1 2’ye katlanmis diizgiin ¢okgenin ¢evresini gosterir. O zaman (2.2) ya da buradaki

(2.9)’daki E ekstrapolasyonundan k = 1 i¢in elde edilen algoritmaya neden Huygens algoritmasi deniliyor? Stiphesiz bu bir yakistirmadur, ¢iinkii Snellius ile Huygens'in
algoritmalarinin diizgiin gokgenlerde, dolayisiyla 7'de esit degillerken ekstrapolasyonda esit olduklarini biliyoruz (Bkz. (2.24)’iin elde edilis sekline). Iste bu sonugla
aslinda Snellius’un algoritmasi ile Huygens’in algoritmasi ayn1 sey demektir. Ama Huygens bunlar1 sadece w’de kullandig1 i¢in farkli goriiyordu!

Bu arada konuyla ilgili Romberg’in Tiirkiye Subesi’nden bir yetkiliyle goriistiigtim sirada bana, “ATA 1 Algoritmalari’ni nerede yayinladin?” sorusunu sormus ve ben
de ona kendi web sitemde yayimladim, yanitini vermistim (Bkz. “Romberg’in Tiirkiye'deki subesiyle goriismelerim!”, S. 35). Simdi hi¢ tisenmeden arsivimden o giinki
web sitemin index.html dosyasini ¢ikartiyor ve bunun tizerindeki ATA 1 Algoritmalarina kanit olarak A1A.jpg (Al1A.rar), A1A SV.jpg (A1A SV.rar)ve A1A WXP.jpg
(A1A WXP.rar) duvar kagitlarini veriyorum.

Ters Trigonometrik, Hiperbolik ve Logaritmik Fonksiyonlar I¢in flk Gergek Algoritmalar

Dikkat ediniz, bu duvar kagitlarindan sonuncusunun iizerinde ters trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlarin tamaminin (6 + 6 = 12’si birden) ve bunlarla birlikte
tiim logaritmik fonksiyonlarin diizgiin ¢okgensel algoritmalara dayali ilk gergek tanimlart mevcuttur. O sirada bunlara, te Arsimet amcadan kalma (M.O. 3. yy) algo-
ritmalar olduklar1 i¢in “I. Nesil Ters Fonksiyonlar” diyordum. Iste ATA 1 Algoritmalari’ni bu ¢okgensel algoritmalarin yakinsakligini hizlandirmak i¢in bulmustum.
Fakat orada “ATA 1 ALGORITHMS Version 1.0” yazdigima gore (ki ileride gelistiririm, diye boyle yazmistim), 14 yil sonra kesfettigim “p*inci Mertebeden Ekstrapo-

lasyon” ise “E-ATA Algoritmalari Ver. 2.0” demek oluyor!

Simdi Ole Amble’in (2.4)’teki algoritmasinda gegerli olan sonuglar yakinsaklik problemi diizeltilmis (2.37)’deki algoritma i¢in de gegerli oldugundan, bu benzer sonug-
lar1 vereyim.

Teorem 2.4 (1. Snell Bagintis1). VK, n € N i¢in

Fox(K) + 2F,(T)
3

(2-68) En+1,k+1 (K) =

seklinde Snell bagintis1 mevcuttur. Bunu daha 6nceden Richardson ekstrapolasyonunu Snell formunda yazarken farkinda olmadan, (2.26) ve (2.26)’da vermistim!

Neden? Ciinkii orada baslangi¢ degerini Ej, ;1 (K) = @ olarak almistim. Yani bu tiir hesaplar piyango gibi kime vuracag belli olmuyor. Ciinkii bu Snellius’un

1621°de verdigi orijinal bagintisidir ve daha ATA 1 Algoritmalar’n1 yazmadan ilkin 2002’de Snellius'un (2.24)’teki algoritmasini genellestirerek ekstrapolasyona do-
niistirmiigtiim. Gelelim giiniimiize, RIK 1’den RIK 4’e kadar tiim ¢aligmalarimda hep bu bagintiy1 verdim. Ornegin RIK I'i ne ile agmistim, Snellius'un portresiyle.

Iste bu bagint1 orada (43)’te geger (Daha yakin bir okuma igin “2.3. Tekrar Hos Geldin Snell Amca!”ve “2.4. Snellius-Huygens Algoritmalar: Arasindaki Iliski”ye bakiniz).
Ozetle, hep Snellius ile birlikteydim ve Hamsun’un ifadelerinden anladigima gére, bu, Avrupa’da, dolayisiyla tiim Batr’da bulunmayan bir meziyet idi. Ciinkiit Hamsun
ve genelde Bati, karsiliksiz bir is yapmaz!

Ispat. Oncelikle (2.40)’taki esitligin her 2 yanini 3’e bolersek,

2Eno(T) + Eno(K)  Kp+2T, Ky +2T,  Fyo(K) + 2F,o(T)

En+1,1(K) = 3 3 3 = 3

esitliklerinden
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Fro(K) + 2F,0(T)

(2.69) En+1,1(K) =

3
sonucunu elde ederiz.
Ikinci olarak E ;1 ,(K) ifadesini (2.9)’a gére agarsak,
K, +2T, K,;+2T,_; 16K,—K,_; 16T, — Ty_q _ ~
. ) = 16Ep41,1(K) — Ep1(K) _ I _ n15 n . n15 n _ Fu1(K) + 2F,1(T)
ntiz 15 15 3 ' 3 3

esitliklerinden

F1(K) + 2F,1(T)
3

(2.70) En+1,2 X) =

sonucunun gegerli oldugunu goriiriiz.

Ugiincii olarak E ;1 3(K) ifadesini (2.9)’a gore agarsak,

F..(R)+ 2F, (T) F,_;(R)+2F,._,,(T) 4%°F,.(K)—-F,_11(K 43F  (T) —F,_4(T
4*Eny12(K) — Enp (0 _ 4 ) 3 b T ual )= n'1(4)3—1n — )+2 n'1(4)3—1n i ):Fn,Z(K)+2Fn,2(T)

43 —1 43 —1 3 3 3

En+1,3 (K) =
esitliklerine gore

Fu2(K) + 2F,2(T)
3

(2.71) En+1,3 X) =

sonucu gegerli olur.

Su halde bu islemi diger K’ler i¢in ayn1 sekilde yaparsak (2.69), (2.70) ve (2.71) den gorildiigii tizere MEM geregince teoremdeki sonucun ¢iktigini goriiriiz:

Fox(K) + 2F,x(T)
3 :

(2.72) Eppr1x+1(K) =
Bu sonugla (2.37)’deki K}, ve T}, yaklasikliklarina ait Teorem 2.1’deki sonuglar asagidaki teoremdekine doner.

Teorem 2.5.Vn € N,k € N* i¢in (1)&(2)’deki trapez ve orta nokta formiillerine iliskin Ky, ve T, yaklagikliklar1 ile (2.37)’deki K, ve T,, yaklasikliklari igin

4_k+1 -1 _ 4k+1 — 4 _
sy | O T s (0) = B0+ 2 s (),
2.73
k+1 k+1
-1 _ 4 -4 _
Fu() = T Fagea (T) = B = 2P By (A)

esitlikleri gecerli olmak tizere bu yaklagiklik ¢iftleri arasinda su baginti mevcuttur:

4k+1 -1 4k+1 — 4 4k+1 1 4k+1 — 4
3 3

(2.74) TFn,k(K) - Frie1(K) + 2 T_Fn,k(T) - Faiet(T) | = Bnx(K) + 2B, (T).

Fakat bu son esitlikteki her 2 taraftaki ifadelerin, 6zellikle sag taraftaki ifadenin (bkz. (2.30)’daki parantez i¢indeki ifadeye), birer Snell bagintisi olduklarina ve

k-0
(275) En+p,k(A) —0
sonucuna dikkat ediniz. Ctinkii bu limit (2.73)’e gore (2.74)’teki ekstrapolasyonik yaklasikliklarin karsilikli olarak birbirlerine hemen hemen esit olduklarini gosterir!

Ispat. Yine ilkin Fn+1,1(K) ve Fy 1 (T) ifadelerini (2.11)’e gore agarsak,

_ _ S 4K, — Kp_q
F (K) — 42Fn,0(K) B Fn—l,O(K) _ 42Kn — Kp-1 (227) 42 (Kn + 22pAn+p) - (Kn—l + 22pAn+p—1) _ 42Kn = Kp-1 +22p 4'ZAn+p - An+p—1 _ 4Ky + %
i 42 — 1 42 -1 42 -1 42 -1 ' 42 -1 5
4'An+p — An+p—1
4+22p 4An+p + 3 _ 4K, + En,l(K) 4+ 22p 4'An+p + En+p,1(A) _ En,l(K) +2°P, En+p,1(A) +4 Kn + 22p-An+p
' 5 5 ' 5 5 ' 5
Ens(K) + 22P.Epyp 1 () Rn  En1(K) + 22P.Epyp1(A) + 4F,0(K) _ _
=— A= = === 5Fp 1 (K) = 4Fp0(K) = En1 (10 + 2%P.Eny 1 (A),
_ _ S, B _ 4T, — Ty_q
F 1(T) _ 4‘ZFn,O(T) - Fn—l,O(T) _ 4'zTn —Th1 (2,'»_27) 42 (Tn —2%P 1An+p) - (Tn—l —2°P 1An+p—1) _ 4'ZTn —Th—1 _ 2p-1 4'ZAn+p - An+p—1 _ 4T, + %
I 42 —1 -1 42 -1 o 42-1 ' 42 —1 B 5
4A + 4An+p - An+p—1 2p-1 2p-1 2p-1 T
_92p-1 n+p 3 _ 4T, + En,l(T) _ 92p-1 4'An+p + En+p,1(A) _ En,l(T) -2 En+p,1(A) 14 T, =2 An+p _ En,l(T) -2 En+p,1(A) 14 E
' 5 5 ’ 5 5 ’ 5 5 "5
En,l(T) - 22p_1En+p,1(A) + 4Fn,0(T)

= 5 = 5Fn,1(T) - 4Fn,0(T) = En,l(T) - 22p_1En+p,1(A)

sonuglari gecerli oldugundan
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5Fy1(K) — 4F0(K) = Ep 1 (K) + 22P. Entp1(A),

(2.76) { — ~ _
5Fn,1(T) - 4'Fn,O(T) = En,l(T) —22p 1En+p,1(A)

bagintilarini elde ederiz. Bu, k = 1 i¢in (2.73)’it dogrular!
O halde bu esitliklerde ikincisinin her 2 tarafinin 2 katini alip ilkiyle taraf tarafa toplarsak,

(2.77) 5Fy1(R) = 4Fn0(R) + 2 (5Fn1(T) = 4F4,0(T)) = En 1 (K) + 2En 1 (T)
seklinde (2.74)’t k = 1 i¢in dogrulamis oluruz!

Diger taraftan yine ayni islemi yaparsak yani (2.76)’daki ikinci esitligin her 2 yaninin 2 katini alip ilkiyle taraf tarafa toplarsak,

A _ Ep (K) +2%P.Epy1(A) + 4K Ent(T) —22P71E 01 (A) + 4T, En1(K) + 2E, 1(T) K, + 2T
Fn’l(K)‘}‘ZFn'l(T): n 5r1 p l’l+2 n 5n p 1’1= n, - n, + 4. n - n
1
(2;:“0) En,l(K) + 2En,1(T) +4 Kn + 2Tn — En,l(K) + 2En,1(T) +4 En,O(K) + ZEn,O(T) — Z 4_i En,l—i(K) + 2En,1—i(T)
5 ' 5 5 ' 5 . 5
i=0
esitliklerinden
L Epyni(K) 4 2E, 1_i(T)
(2.78) Fp1(R) + 2F,,(T) = Z 4l 2 : Ll
i=0
seklinde bir ikinci sonug elde ederiz.
Ikinci olarak bu sefer Fp, 41 » (K) ve Fy (T) ifadelerini (2.11)’e gore agarsak,
En 1(K) +2%P, En+p 1(A) + 4Kn En—l 1(K) + 2%P. En+p—1 1(A) + 4Kn—1
o 43F1(R) = Fuiq 1 (R) @79 4°.— : - :
Fr(R) = n1(K) = Fn_1,1(K) = 5 5
’ 43 — 1 43 — 1
3 P P
4'3En,1(K) — En—l,l(K) + 22p.4 En+p,1(A) - En+p—1,1(A) + 4. 43Kn — Kn—l
= 5 5 5
43 —1
16 4%Ep1(K) —Ep_11(K) 16 4%Enip1(A) = Enip_11(A) 16, 16K, —K,_
<TE“'1(K) L + 2P| 5 Enepa(A) + = * 4<TKH +“1—5nl)
21
16 16 16 5 -
<?En,1(K) + En,z (K)> + 22p <?En+p,1(A) + En+p,2 (A)> +4 <? Kn + Fn,l(K)>
N 21
16 - - 5 -
_ Enz(K) + 2%PEn,p2(8) + 5 (Bna (K) + 22PEn 0 (A) + 4Ry) + 4F, 1 (R) BZOE, 5 (K) + 22PE,y 42 (A) + 16Fy, 1 (R) + 4F,, 4 (R)
B 21 B 21
_ Ena(K) + 22PEq 2 (A) + 20F, 1 (K)
21 '
En 1(T) — 2P, En+p 1(A) + 4Tn En-1 1(T) — 2P, En+p—1 1(A) + 4Tn—1
. 43F(T) = Fpoy, (T) @04 — : - :
Fnz(T) — n,l( ) n 1:1( ) g 5 5
' 43 —1 43 —1
43En,1(T) — En—l,l(T) 22p—1 4'3En+p,1(A) - En+p—1,1(A) 43Tn - Tn—l
- . + 4.
= 5 > 5
43 —1
16 4%Ep (T) — Epoq,1(T) —1(16 4°Enypa(A) — Enyp_11(A) 16~ | 16T, — T,_
<FEM(T) et = 2P S Enpa (M) + + 4(?Tn 5 1)
21
16 _1(16 16 ~ -~
<TEn,1(T) + En,Z(T)> - 22p 1 <TEn+p,1(A) + En+p,2 (A)> +4 <?Tn + Fn,l(T)>
- 21
E 2p-1 16 2p-1 T T) (2.76) 2p—-1 T T
Enp(T) = 22P7 0 (A) + 5 (Bna (T) = 22P 7 B 1 (A) + 4Ty) + 4F,1(T) B9 E, o (T) — 22P 7 Ep 5 (A) + 16F,, 1 (T) + 4F,,1(T)
B 21 B 21
En,z (T) - 22p_1En+p,2 (A) + ZOFn,l(T)

21

bagintilarini elde ederiz ki bu da, k = 2 i¢in (2.73)’i dogrular:

21Fp,(K) — 20F,, 1 (K) = Ep2(K) 4 22PEq4p2(A),

(2.79) { _ - _
21F;,5(T) — 20F,, 1(T) = E,o(T) — 2%P 'Ensp2(A)

O halde bu esitliklerde yine ikincisinin her 2 tarafinin 2 katini alip ilkiyle taraf tarafa toplarsak (2.74)ti k = 2 i¢in dogrulamis oluruz:
(2.80) 21Fy;(R) = 20F,; (R) + 2 (21F 5(T) — 20F,1(T)) = Ep2(K) + 2Ep(T)

Fakat diger taraftan, (2.79)’daki ikinci esitligin her 2 yaninin 2 katin1 alip ilkiyle taraf tarafa toplamayla,
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_ oy BIVEn2(K) + 22PEp ), (A) + 20F,, 1(K) En2(T) = 22P ' Eqyp2(A) + 20F, 1 (T)  E,2(K) + 2E,,,(T) Fn,1(K) + 2F, 1 (T)
Fn,Z(K) + ZFn,Z(T) = 21 21 = 21 + 20. 1
En,l(K) + 22pEn+p,1 (A) + 4Fn,0 (K) En,l(T) - 22p_1En+p,1(A) + 4Fn,0 (T)
27 Ena(K) + 260,(D) | 5 +2 5 _ Ena(K) +2E0p() | Ena(K) + 2By, (T)
21 ' 21 21 ' 21
Fro(K) + 2F; 0(T) ®27 By, (K) + 2B, ,(T) | Enq(K) + 2B (T) Kn +22PAnsp +2(Ta = 2P Ansp) _ Enz(K) + 2Eno(T) | Eng(K) + 2B (T)
+16. = + 4. + 16. + 4.
21 21 21 21 21 21
2
Kn + ZTn EnZ(K) + ZEnZ(T) En 1(K) + 2En 1(T) En O(K) + 2En O(T) i n2—i(K) + 2En 2—i(T)
16. =— : 4, — - 16.— : = z 41— :
+ 21 21 + 21 + 21 L 21
1=
esitliklerinden

+ 2En,2—i(T)
21

2
(2.81) Fp,(K) + 2F,,(T) = z 4 Ep2-i(K)

i=0
sonucunu elde ederiz.

Ozetle, diger k degerleri icin isleme bu sekilde devam edip diger sonuglar1 da benzer gekilde bulabiliriz. Fakat MEM geregince buna gerek yok, ciinkii (2.78) ve
(2.81)’den hareketle

( + 2Ep 1(T)

1
1%¢ P E., (K ~
Fn,l(K) + ZFn,l(T) = 241 n,1-i(K) : ’ ’
i=o

2
. S i En 2—i(K) + 2E, 2—i(T)
— i )
(282) 1 Fn2(K) + 2F,, »(T) Z 4 51 :

i=0

B (K) + 2B i (T)
> ~ i Enk-i k=i
Fn,k(K) + 2Fn,k(T) = Z 41— 4k+1 _ f l
L i=0 —
esitliklerinden gortildigi tizere su genel sonucu verebiliriz:
K

k+1

gkt _q
(2.83) T( nk(R) + 2F, 1 (T) =Z41 Eni-i(K) + 2Eq (1))

i=0

Iste bu esitligin sag tarafindaki toplamdan hareket edersek,

k k
?( Foi(R) + 2Fni(T)) = ) 41 (EnjeeiCK) + 2Enjeci(T)) = En() + 2B (1) + > 4% (B (K) + 2Ep (1))
k-1 =0 i=11—1
= B + 2Eni(D) + Y 4% (B ) (K0 + 2En i (1) = EngeK) + 2En (1) +4 > 41 (Epy s (0 + 2B 1 1(T))
(2. 33) =0 k k+11=0

4
= Epk(K) + 2Eq(T) + 4.

-1 - ~ -4 - ~
(Faae-1 (R) + 2Fn i1 (T)) = Enge (10 + 2Eni(T) + ——— (Fase-1(R) + 2Fnp1(T))
esitliklerine gore teoremdeki (2.74)’11 su sekilde elde etmis oluruz:

4k+1 4k+1 4 _ 4k+1 4k+1 4 %
(2-84) nk(K) n,k—l(K) +2 Fn k(T) n,k—l(T) = En,k(K) + 2En,k(T)-

Su halde bu sonugla (2.76) ve (2.79)’u genel olarak su sekilde formiile edip teoremdeki (2.73)’ti su sekilde verebiliriz artik:

(4k+1 +1 4 _
nk( ) n,k—l(K) = En,k(K) + 22p-En+p,k(A)'

(285) 4k+1 1 4k+1 4 _
nk(T) n,k—l(T) = En,k(T) - 22p_1En+p,k(A)-

Sonug 2.3. Burada yine Teorem 2.5’teki sonuglar1 Teorem 2.4 ile birlikte daha da kisaltabilir ve yeni sonuglara erisebiliriz!

Buna gore ilkin (2.73)’ten

(2. 73) 4k+1 4_k+1 4 (2.11) 4k+1 _ 1 gk+1p o (RY—F. .. (K 4k+1 _y _

Euk) + 2% By ) 2 — —Lp (@) - tp, (1) 2 o A @t hna ) ST, g
_ A1 (R) = Faoiea (R) - (41‘+1 - 4)Fn,k_1(K) _ 4Fnic1(R) = Foo1-a(R)

3 3 '

(2.73) 4k+1 4k+1 4 (2.11) 4k+1 _ 1 gk+1g o (TY—F.. .. (T 4k+1 _ 4y _

Enie(T) = 2°P Enypi(A) 2 “Fo(T) - Frica(T) & —5— —= 14(1(31 — :(0)_ 7 Foica(T)
_ A i (T) = Frogiea (T) = (41‘+1 - 4)Fn,k_1(T) _ 4Fnie1(T) = Frog i (T)

3 3

esitliklerine gore su bagintilar gegerli olur:
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(4Fnic-1(K) — Fao11-1(K)

3
2.86
(286) 1 by s (T) = Forsen (T)

3

= En,k(K) + 22P, En+p,k(A)r

=E, (T) 22p_1En+p,k(A)-
Bu durumda bu son esitlik ¢iftinin ikincisinin her iki tarafinin 2 katini alip ilkiyle taraf tarafa toplarsak (2.74) esitligi su hale doniisiir:

AFnpc1(R) = Faciaes (R) | it (T) = Py (T) _
3 : 3 N

(2.87) Enx(K) + 2E;  (T).

Peki bu dogru mu? Kesinlikle 6yledir ¢tinkd,

@57 4F 1 (R) — F R 4F_T—F__T Foroq(R) + 2F, 1 (T)  Foqx1(R) + 2F, 11 4(T
By (K) + 2B (T) 2 nk 1() n—1k— 1() nk 1() n-1k 1()=4 nk 1( )+ nk 1()_ n—-1ik 1()+ n—-1ik 1()

3 3 ' 3 3
(2.68) Ep(K) + Ep 1 (T)

- K K

= 4'En+1,k(K) - En,k(K) = 4En+1,k(K) = En,k(K) + ZEn,k(T) = En+1,k(K) =— ) =
isleminin sonucu (2.7)’yi verir!
Eger benzer sekilde (2.73)’11 ispatlamak istersek,

4k+1 4k+1 4 _ 4_k+1 4k+1 4 _
nk(K) n,k—l(K) +2 nk(T) n,k—l(T) = Epk(K) + 2E,x(T)

(4541 - 1), nk(K)‘;ZFnk(T) (4541 — 4), Frk- 1(K)‘;2Fnk 1(T)

= Enx(K) + 2Eq (T)
(2.68)
(4" = DEnyiir1 (0 = (44" = 4)Ep 11 (K) 2 Enp(K) + 2B i (T)
(4k+1 - 1)En+1,k+1(K) - (4k+1 - 4')En+1,k(K) = En,k(K) + En,k(T) + En,k(T) = 2En+1,k(K) + En,k(T)

A B 414(K) = Enge(K) @
(@ -1 — i~ (4 = BB 2 2Bk (K) + En(T)

4'En+1,k(K) - En,k(K) = 2En+1,k(K) + En,k(T)
Epk(K) + Eq i (T)
En+1,k(K) = 2 -

isleminin sonucunun yine (2.7)’yi verdigini goriiriiz!

Burada son olarak (2.73) ya da (2.86)’daki E,,;.p, k (A)'y1 hesaplayabilmek igin Ep, 1 41 (K) igin (2.7)’yi kullanirsak,

En,k+1(K) + En,k+1(T) =F K (K) (2;'_28) Fn,k(K) + ZFn,k(T)
2 - n+1,k+1 - 3
Fo 1 (R) + 2F,_ (T (2.68) _ _
3 Proni(®) + 2801 )+3En,k+1(T) 2 3Epue1(K) + 3Eq 41 (T) = 2F, 1 (R) + 4F,, (T)

3
3En,k+1(T) = ZFn,k(K) + 4'Fn,k(’T\) - Fn—l,k(K) - 2Fn—1,k(T)
_ 2Fpx(K) = Fuo1k(R) + 4F, 1 (T) — 2F,_11(T)
En,k+1(T) - 3

esitliklerine gore

2Fn41x(K) = Fue(K) + 4F 4 1k(T) — 2F(T)

(2-88) En+1,k+1(T) = 3

bagintisinin gegerli olduguna dikkat etmemiz gerekiyor.

Su halde (2.86)’daki her iki esitlikten de,

@29 4F x4 (R) = Foo1p1 (K) A7 41 () = Fooai1 () Facaie(R) + 2Fnspea(T) _ ) 2P (R) = Fuoaea(R) = Fuoaiea (T)
3 3 3 ' 3 ’
(2.86) 4F, 1 (T) = Fro g g (T) @8 2F _(R) = Fp_q v 1(R) + 4F, 11 (T) = 2F;_11_1(T)  4F, 1 1(T) = Fr_q (T
22p_1-En+p,k(A) fan) En,k(T)_ nk 1( ) . n—-1k 1( ) ) n,k 1( ) n-1,k 1( )z n,k 1( ) n-1k 1( )_ nk 1( ) . n-1,k 1( )
_ 2P x-1(K) = Fpo1k-1(K) = Fpoqi-1(T)
3

2%p En+p k(A)

— Enx(K)

islemlerinin sonuglarindan gériildiigt tizere Ep 4,k (A) igin su bagint1 gegerli olur:

2Fnk 1(K) Fn 1,k— 1(K) Fn 1,k— 1(T)

(289) En+p,k(A) = 3. Zzp 1

Burada dikkat edilirse pay inanilmaz hizla sifira gider, dolayisiyla (2.75)’in dogru oldugunu goriiriiz!

Not 2.4. Ole Amble’in en genel haldeki algoritmasina iliskin yukaridaki Teorem 2.4&2.5 ve Sonug 2.3’teki bagintilarin Mathematica’da nasil ¢alistiklarini “14. Teorem
2.4¢2.5 ve Sonuc 2.3’teki Bagintilarin Mathematica'daki Uygulamalarinda gorebilirsiniz. Bu uygulamalarda érnek olarak yine Romberg’in rnegini sectim. Iste bu

ornek iizerinde Teorem 2.4&2.5 ve Sonug 2.3’teki 9 bagintiy1 tablolar halinde ¢alistirdim ve siz bu bagintilardaki sol ve sag taraflarindaki ifadelere ait tablolardaki
ayn1 elemanlar1 karsilastirarak elde edilen sonuglarin ayni, dolayisiyla bu 9 bagintinin da dogru olduklarini gorebilirsiniz.
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Uygulamalar

2.3. Uygulamalar. Asagida Romberg tarafindan 14.02.1955’te ele alinan (1.55)’teki 6rnegi Ole Amble’in (2.4)’teki algoritmasina ve onun yakinsaklik problemini dii-
zelttigim (2.37)’den p = 1 igin elde ettigim algoritmaya gore 2 farkli uygulamasini tiim yonleriyle inceleyecek ve aradaki farklari gosterecegim!

Uygulama 1 (Romberg’in Ornegi, 14.02.1955). Romberg, “Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517"
adli tezinde (1.55)’teki 6rnegine ilkin kendi metodunu (bilesik trapez kurali) uygular, sonra tezinin sonunda [2] ile isaret ettigi Ole Amble’in “A set of formulas for
numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR 14, 907” (*) adl1 tezindeki yeni metodu. Bu yeni metottan “Ole Amble’in Metodu”
olarak soz ederken giriste sdyle der: “Diger bazi yaklasim yontemleri de, yaklasik degerler elde edilir edilmez metodumuza uyarlanabilir. Ornegin O. AMBLE [2], a <

x < b integral araliginmin disinda her 2 tarafa h uzakliginda birer nokta ekleyerek I'ya daha iyi bir yaklasimin nasil bulunabilecegini gosterdi (Auch manche anderen
Niherungsmethoden konnen unser Verfahren entsprechend anpassen, sobald Niherungswerte bei mehrmaliger feinerer Teilung vorliegen. So hat u.a. O. AMBLE [2]
gezeigt, wie man durch Hinzufiigen je eines Punktes im Abstande h auf beiden Seiten ausserhalb des Integrationsgebietes a < x < b eine bessere Anniherung an I finden
kann)”. Fakat her 2 metoda iliskin Romberg'in hesaplar1 artik giiniimiizde terkedilmistir. Clinkii Romberg’in trapez ve orta nokta formiillerini kullanmasi giintimiizdeki
gibi degil, ilkel bir sekildeydi (Bkz. “1.6. Romberg’in Orijinal Metodu”, S. 7-10 ve “1.2.1. Romberg Metodu Hakkindaki Ilk Gozlemim”, S. 23-24). Oyle ki Sheppard bile,
14.6.1900°de trapez ve orta nokta formiillerini giintimiizdeki gibi kullaniyordu! Tezinin sonunda da kendi metodundan elde edilen mavi tabloyu ve Ole Amble’in

metodundan elde edilen turuncu tabloyu verir (ki bu tablolar1 boyle sdylememin nedeni, Rombergin tezini 23.12.2018, 18:30’da aldiktan sonra 23.12.2018, 19:30-
24.12.2018, 11:00 tarihleri arasinda MS-Office 2016 ile soluksuz bir sekilde kopya ederken bu tablolar: ayirt edici sekilde diizenlememden kaynaklanir. Bkz. “1.6.4.1.
Romberg’in Orijinal Makalesi ve Sonuclari”, S. 12).

Simdi (2.4)’teki Ole Amble’in yaklasikliklarini Romberg’in (1.55)’teki 6rnegine uygularsak, K, (1.61)’den ve T;, (1.67)’den olmak iizere

U
_ on+2 _ T L

Kn = Tan( T ) T on+2 Cot (2n+2)’

on+2
(2.90) - T
on+z T T
T . = on+2 CSC( n+2)
\ Sin (2n+2) 2 2
ve (2.2)'deki Ole Amble’n yaklagiklikligindan,
1-0
h, —om 1-0 1-0 1-0 1-0
An =52 (f(a + hy) = f(a = hy) + £(b — hy) = (b + hy)) = —2— f<0+ . )—f(O— . )+f(1—2—n)—f(1+ - )

1 1 1 1 1 1 T m 1 T i 1 T n 1
=3 ([(g) = 1(-3m) + 1(1-28) = (14 35) ) = g3 ( 3005 (5-5) ~3Cos (5 (-3 ) +5005(5(1-58) ) =3 o5 (5 (14 35)
1 T s s s s 18 s s 018 T s T T _ T

= on+3 3 <ECOS (2n+1) _ECOS (2n+1) +ECOS (E_ 2n+1) _ECOS (E+ 2n+1)> on+3 3( (2n+1) ZSm (2n+1)> = 2n+3_3sm (2n+1)

esitliklerine gore

Tt Tt
(291) Ay = 5= Sin (557)

sonuglari gegerli olur.

Su halde (2.90)&(2.91)’i (2.4)’te yerlerine koyarsak Kn’yi

2
Ry = Kq + A, 2:*2 Cot (2112) + 2nE_gsm (2111) = an_g <6Cot (2112) +Sin (2:*1)> = 21:2.3 Cot(zlz) (4 Cos? (2i2)> = Tyn <4 - (522) )

4U2n - T2n
TN
ve T ’yi
To =Ta = 2An41 = on+2 Snrz CSC (Zr:—Z) -2 2n41:[4_ 3 Sin (Zr:—Z) = 2r:—2 Csc (Zr:—Z) - znj—-[?,_ 3 Sin (Zr:—Z) = 2n41:[3_ 3 <6CSC (Zr:—Z) — Sin (23—2))

T T T Tyn\2 5UZn + Tin
= on+3 3 Csc (2n+2) <5 + Cos? (2n+2)> = U <5 + (U_2n> ) - 6U;3n

esitliklerine gore

2 2
(%, =k, 4T3T2Kn = anz_ 5 Cot (2:1T+2) <4 — Cos? (2:112)>

. 5T2+K2 i i S T
T, = 6T = na 3 Csc (2n+2) 5+ Cos (2n+2)

seklinde en sade sekilde yazmis oluruz (20.05.2021, 20:29:33-20:36:17. Bkz. “K,, ve T, I¢in Indirgeme Bagintilari”, S. 17). Bu formiiller hem Ole Amble’in algoritmasindan
elde edilen yaklasikliklarin en sade halidir, hem de Ole Amble ile Romberg’in yaklagikliklar1 arasindaki bagintilari gosterir.

(2.92)

Giizel, demek ki bu formiilleri “4.1. Ole Amble Algoritmas:” adli makalemde vermedim, ancak dogru bir sekilde genellestirmisim. Ciinkii bu konudaki hocam Romberg

idi (Y.N. Bu makaleye ek olarak “Mathematica'da Lineer E-ATA M Algoritmasi Uzerindeki Ole Amble Algoritmasinin Romberg Ornegine Uygulanmasiyla Elde Edilen
Yaklasikliklara Sembolik Bir Yaklasim” dosyasina bakabilirsiniz. Daha fazla bilgi almak i¢in “K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilar:” adli web sayfama bakiniz). Ayrica
halen Ole Amble’in “A set of formulas for numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR 14, 907" adl tezinin elimde olmadigin1

(*) Bu tezi de Trondheim Universitesi Matematik Boliimii'nden Prof. Brynjulf Owren’den bir e-posta géndererek (30.05.2021, 07:54) istemistim ama bana gelen yanitta (30.05.2021,
09:16) “Ne yazik ki elimde mevcut degil!” yanitini aldim. Ayrica “K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilar:” adli makalemin 26. sayfasinda Norve¢ Kralr'na, himayesindeki DKNVS’den bu
tezin akibeti i¢in bir ¢agrida bulunmustum!
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Uygulamalar

ozellikle belirtsem bile, Resim 2.1°deki artist, aslinda kendi kendisine yardim etti. Ben, sadece Romberg’in metodundan elde ettigim deneyimlerimi doktiirdiim, o kadar.

Keske bu sekildeki diistiniis 2019’da aklima gelseydi, ama o sirada da Ole Amble’1n tezinin Brynjulf Owren’in elinde oldugunu zannediyor ve buna giiveniyordum!

Rombergile Ole Amble’in Tablolarindaki Elemanlar Arasindaki liskiler. Bu konuda ilk bulgularimi “K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilar:” adli makalemde vermistim
(Bkz. EK 1’deki “Tablolardaki Elemanlar Arasindaki Iliskiler”, S. 17-19). Bunlar Teorem 2.1’de gecen ve ispatinda ilgili yerlerde belirttigim birkag bulgu idi. Kaldi ki

ayn1 makalemdeki (1.78), dolayistyla (1.82) bagintisini ilk kez “4.1. Ole Amble Algoritmas:” adli makalemde gormiistiim ama Teorem 2.1&2.2°deki kadar genel bagin-
tilarin oldugunu takdir edememistim. Fakat burada ilkinde pas gectigim ve ikincisinde biraz bahsettigim bu bagintilarin neler olduklarini Teorem 2.1&2.2’de tamamen
ac18a ¢ikardim. Bunlarin ispatlarini vermeme ragmen Sonug 2.1’de tekrar ispatladim. Bunlar daha ¢ok Teorem 2.1&2.2’deki bagintilarin dogrulanmasina iligkin son

derece sik gecislere sahip dolayli ispatlardir.

Bakiniz neler oluyor: Romberg, 14.02.1955’te “Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517 adl1 tezinde

ve

Aralik Uzunlugu 12 b Ralanibescrien G 18
sh Ky = 0,785398163
T, = 1,110720735
4h K; = 0,948059449 E;;(K) = 1,002279878
T; = 1,026172153 E;;(T) = 0,997989293
>h K, =0,987115801 E;;(K) = 1,000134584 E;,(K) = 0,999991566
T, = 1,006454543 E,1(T) = 0,999882006 E,,(T) =1,000008187
h K3 =0,996785172 E3;(K) = 1,000008296 Ej,(K) = 0,999999876 E;3(K) = 1,000000008

Tablo 2.1. Romberg’in kendi metoduna gore hazirladig: tablo.

|

Kalan Degerler
Aralik Uzunlugu ht 1o 8 18 10
- go =0,916297857
To = 1,018160673
4h Ry =0,994339480 F,,(K) =0,999542255
T, = 1,001125581 Fy4(T) = 0,999989908
- R, = 0,999639087 Fy;(K) =0,999992394 F,,(K) = 0,999999539
T, = 1,000070227 F,,(T) = 0,999999870 F,,(T) = 1,000000028
h K5 =0,999977330 F3,(K) =0,999999879 F5,(K) = 0,999999998 F;;(K) = 1,0

Tablo 2.2. Romberg’in Ole Amble’'nin metoduna gore hazirladig: tablo.

tablolarini vermis ama bu tablolardaki elemanlar arasindaki bagintilar: vermemisti!

Cok ilgingtir, ilkin Teorem 2.2’ye gore bu tablolardaki elemanlar arasinda 2. Snell bagintisinin gegerli oldugunu goriiyoruz. Bu durumda (2.28)’den K’ye ait ekstrapo-

lasyonik yaklagikliklar
( 2F;10(K) + Foo(T) 2K;+Tp 2x0,994339480 + 1,018160673  3,006839633 _
B =——"F—""=—7—"= 3 = 3 = 1,0022798776 = 1,002279878,
2F,0(K) + Fio(T) 2K, + T, 2x0,999639087 +1,001125581  3,000403755
B =—"""F—"""=—"7—"= 3 = 3 = 1,000134585 = 1,000134584,
2F30(K) + Fo0(T) 2K3+T, 2x0,999977330+ 1,000070227  3,000024887 _
Es () =—""F—"""=—7—"= 3 = 3 = 1,0000082956 = 1,000008296.
2.93) A - ~
(2.93) 2F,1(K) + F11(T) 2%0,999992394 +0,999989908  2,999974696 -
Bpp() = ——"F———"= 3 = 3 = 0,9999915653 = 0,999991566,
2F3;(K) + F,1(T) 2X0,999999879 + 0,999999870  2,999999628
B3 (K) = ———F———= 3 = 3 = 0,999999876.
2F3,(K) + F,,(T) 2% 0,999999998 + 1,000000028  3,000000024
(E33(K) = ———F———= 3 = 3 =1,000000008.

seklinde hesaplanirken Tye ait ekstrapolasyonik yaklasikliklar (2.35)’teki 6zdeslikten bulunur.

Simdi az 6nce yukarida degindigim gibi 17-19. sayfalardaki “Tablolardaki Elemanlar Arasindaki Iliskiler”deki (1.84)’ten (ki burada (2.19)’dur) elde edilen (1.86) ve
(1.88)’den (ki burada (2.22)’dir) elde edilen (1.89)’daki 6zdesliklerinin uygulamasini s6yle verebilirim:

(2.94)

]

2(5F2’1(K) - 4K2) + 5F1,1(T) - 4’T1 =2 (Slel(K) - 4F2’0(K)) + 5F1,1(T) - 4’F1,0(T) = 2E2’1(K) + El,l(T)

2(5%0,999992394 — 4 x 0,999639087) + 5 x 0,999989908 — 4 x 1,001125581 = 2 x 1,000134584 + 0,997989293
2x1,001405622 + 0,995447216 = 2,998258461
2,99825846 = 2,998258461,

2(5F3,1(R) — 4Rs5) + 5F51 (T) — 4T, = 2 (5F3 1 (R) = 4F5,0(R) ) + 5Fy,1(T) — 4F5,0(T) = 2E3(K) + E,1 (T)

2(5%0,999999879 — 4 x 0,999977330) + 5 % 0,999999870 — 4 x 1,000070227 = 2 x 1,000008296 + 0,999882006
2 x1,000090075 + 0,999718442 = 2,999898598
2,999898592 = 2,999898598.

2 (21F;5(R) — 20F31(R)) + 21F, 5(T) = 20F,,1(T) = 2E35(K) + Ez,5(T)

2(21 % 0,999999998 — 20 x 0,999999879) + 21 x 1,000000028 — 20 x 0,999999870 = 2 X 0,999999876 + 1,000008187
2 x1,000002378 + 1,000003188 = 3,000007939
3,000007944 = 3,000007939.
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Uygulamalar

Bir diger 6zdeslik (2.34)’tir. Fakat bu 6zdesligi ¢ikarmadan 6nce (1.85)'in genellestirilmis olan (1.83), dolayisiyla (1.87)’yi hatali ¢ikarmistim. Ciinkii o sirada
Ep+1k(A)lar1 hesaba katmamis ve buradaki gibi E ve F ekstrapolasyonlarinin ayrimina gitmemistim. Yani sizin anlayacaginiz sey, dalginliktan F’yi E ile karistirip (ki
buna kanit olarak (1.82)’de esitligin her iki yaninin E’sini alarak (1.83)’t1 ve bir diger dalginlik yaptigim yerdeki (1.85)’i verebilirim), dolayisiyla E gibi diisiinmiisiim ve
bu yiizden hem (1.85)"1 hem de (1.87)’yi hatali bir sekilde vermisim. Ancak (1.83)te yaptigim hatay1 burada (2.33)’e gore (2.34) 6zdesligiyle diizelttim. Demek ki 2
ayagimizi (ekstrapolasyonu) 1 pabuca (ekstrapolasyona) sokmaya ¢alisirsak olacagi bu imis. Bu hatanin disinda orda bagka bir hata yoktur. Ciinkii (1.83)’ti orada bagka
bir bagintiyla iliskilendirmemis ve yeni bir baginti igin bir karalamada bulunmugtum!

Su halde (1.83)’tin dogrusu (2.33)’e gore (2.34) olduguna gore, hesaplarimiza baslayabiliriz:

) 4K23— K, N 4T13— To _ ) 4F2,0(K)3— F1,0(K) N 4F1,0(T)3— Fo,0(T)
4 % 0,999639087 — 0,994339480 4 x 1,001125581 — 1,018160673
2. 3 + 3
2 x 1,0014056226 + 0,995447217 = 2,998258461
2,9982584623 = 2,998258461,
4K;3 — K, N 4T, - Ty _ ) 4F30(K) — F20(K) N 4F,(T) = F1o(T) _

= 2E;1(K) + E{1(T)

=2 x1,000134584 + 0,997989293

2. 3 3 2 3 = 2E3;(K) + E; 1(T)
4 % 0,999977330 — 0,999639087 4 x 1,000070227 — 1,001125581
(2.95) {2. 3 + 3 =2 % 1,000008296 + 0,999882006
2 % 1,0000900776 + 0,9997184423 = 2,999898598
2,9998985976 = 2,999898598.
4F, (K) = F,,(K) 4F,(T)—-F,(T
2. 3,1( )3 2,1( ) + 2'1( )3 1,1( ) = 2E3’2(K) + E2’2(T)
4 % 0,999999879 — 0,999992394 4 x 0,999999870 — 0,999989908
2. 3 + 3 =2 % 0,999999876 + 1,000008187
2 % 1,000002374 + 1,0000031906 = 3,000007939
\ 3,0000079386 = 3,000007939.

Burada son olarak Tablo 2.2’den baz1 E, 1 1 (A) degerlerinin (2.36)’ya gore hesaplanabildigini bildirmem gerekiyor!

Uygulama 2 (Ole Amble’in Yaklasikliklarindaki Yakinsaklik Probleminin Diizeltilmesine Iliskin Bir Ornek). Oncelikle Tablo 2.2’de goriildiigii iizere Ole Amble’in
K, ile T,, dolayistyla bunlarin F ekstrapolasyonlar: altindaki gériintiileri olan F n,k(K) ile Fn’k(T) giftlerinin 1’e yakinsamalarinda ilkinde 1 ondalik kadar gecikme
vardir. Bunun nedeni Ole Amble’1n, (2.4)teki yaklagikliklar1 es yakinsaklikta tanimlayamamis olmasinda yatar. Eger bu problemi ortadan kaldirmak i¢in (2.37)’de p =
1 alirsak Ole Amble’in (2.4)’teki algoritmasinin bir varyantini (gesidini) yazmis oluruz (ki Ole Amble da, NIM oyununun dijital bir varyantini gelistirmis ve NUSSE’de
calistirilan ilk program bu olmustu. Bkz. “K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilar:”, Onsdz, Resim 1&2, S. III-IV):

T, =T, — 2A,41 + O(h2).

Bu formiillerde dikkat ederseniz K, ve T,, yaklasikliklar1 I'ya hemen hemen es yaklasimlardadirlar. Bu nedenle Ole Amble’in yaklasikliklarinin I'ya yakinsamalarindaki
yakinsaklik bozuklugunu gidererek homojenize (es yakinsaklik) etmis oldum!

Burada Romberg’in (1.55)’teki 6rnegi icin K,, ve Ty, (1.61)&(1.67)’ye ya da (1.74)’e gore

Kn = mCot (Zr:_Z),

(2.97) n n
Tn = o5z Csc (2n+2)

olmak tizere A1 (2.38)’e gore soyledir:

hny
(2-98) Apt1 = - [(f(a + hn+1) —fla— hn+1)) - (f(b + hn+1) - f(b - hn+1))]-

24
Eger Ap4+1°1(2.97)’ye gore hesaplarsak,
h Pt 1-0 1-0 1-0 1-0
1 N1 - - - -
Ansr = 2 (f@ + Byr) = 2 = hg2) + F0 = Bp) = £(b + o)) = 22 <f(o + 2n+1) - f(o - W) + f(1 - 2n+1> - f(1 + W))

1 1 1 1 1 1 T m 1 T T 1 T T 1 T T
= on+a 3 f(2n+1) - f<_ 2n+1) + f(l - 2n+1) - f(l + 2n+1) = gnva 3| 08 (E'znﬂ) —5los\ 3 (_ 2n+1) +5 Cos E(l - 2n+1) — 5 Cos E(l +oni

e (gCOS (omz) ~ > os () + mcos (5 - o)~ 2cos (3+ 2;2)) = (g.sm (o) + 2 sin (2;12)) = o sin ()

esitliklerine gore

T T
(299) Ani1 = gy Sin (2n+2)
sonucu gegerli olur.
Su halde (2.97)&(2.99)’u (2.96)’da yerlerine koyarsak Kn’yi,
A m o, om T /T T2 —-K% T2+ 3T,K, —K3
Rn = Kn + 4Ans1 = Kn + 455572 Sin (577) = Kn + 555510 (553) = Kn + T - T
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Uygulamalar
ve T yi,

Tn =Ty —2Ap41 =

Snrz CSC (Zr:—Z) -2 2n41:[4_ 3 Sin (zr:—Z) = 2r:—2 Csc (zr:—Z) - 2n41:[3_ 3 Sin (zr:—Z) = 2n41:[3_ 3 <6CSC (Zr:—Z) — Sin (23—2))

T T s Kn\%\ 5T2+K3
= Snv3 3 CSC (2n+2) <5 + Cos® (2n+2)) <5 + <Tn) ) 6T,

esitliklerine gore

2n+2

2
( )f () (300 ) 5 )
2.100

2 4 w2
5T * Ka an.SCsc(zlz) <5+Cos2 (2:;2)>

seklinde en sade sekilde yazmus oluruz. Burada dikkat ederseniz Ole Amble’in ikinci yaklagiklikligi olan T, hi¢ degismedi; (1.76)’daki gibi kaldi!

Romberg’in Algoritmasi ile Ole Amble'in Yakinsaklik Problemi Diizeltilmis Bir Algoritmasr’na Ait Tablolardaki Elemanlar Arasindaki iliskiler. Oncelikle Ole
Amble’ i yakinsaklik problemi diizeltilmis (2.96)’daki algoritmaya gore tablomuz soyledir:

Artan Mertebelere Gore Yaklasik Degerler Tablosu ‘

Kalan Degerler
h4 h6 h8 h10
Ko = 0,970518286

Aralik Uzunlugu

8h ~
T, = 1,018160673
4h R, = 0,998152593 F;;(K) = 0,999994880
T, = 1,001125581 Fy4(T) = 0,999989908
o K, = 0,999884433 F,,(K) =0,999999889 F,,(K) =0,999999968

T, = 1,000070227 F,,(T) = 0,999999870 F,,(T) = 1,000000028
h K3 =0,999992775 F3,(K) =0,999999998 F;,(K) =0,999999999 F;3(K) = 1.0000000000057371307 -+
Tablo 2.3. (2.96)’ya gore hazirlanmis Romberg tablosu.

Dikkat ederseniz Tablo 2.1'de Ky < K; <K, < K3 < <[=1<--<T3 <T, <T; < TpyadaK, <1 < T, esitsizliklerindeki K, ve T}, yaklagikliklar1 ve bunlarin
E altindaki ekstrapolasyon degerleri 1’e hemen hemen es yakinsarlarken bu durum Tablo 2.2’de bozulmustur. Iste bu son tabloda bunu diizelttim. Yani Ky < K; <
K <Ry<<I=1<-<Ty<T, <T; <TpyadaK, <1< T, esitsizliklerindeki K,, ve T,, yaklasikliklarin1 ve bunlarin F altindaki ekstrapolasyon degerlerini
de I’e hemen hemen es yakinsattim!

Peki boyle olunca ne oluyor?

Romberg, kendi tablosunun (Tablo 2.1) son siitununda Qg = 1,000000008’de géremedigi sonucu Ole Amble’in tablosundaki (Tablo 2.2) Qg = 1,0’da ancak gorebi-

liyordu! Fakat onun gii¢-bela gordiigii bu sonucu, K, ve T,, yaklagikliklarini 1’e hemen hemen es yakinsattigimiz igin, 2 basamak fazlasiyla garantilemis olduk!

Bu sonug hakkinda “4.1. Ole Amble Algoritmas:” adli makalemde yaptigim arastirmaya gore, Romberg, MADAS ATG-20 adli 10-basamakl: bir hesap makinesi kulla-

niyordu ve bununla Tablo 2.2’deki son elemani hesapladig1 zaman,

256F3,(K) — F,,(K) 256 x 0,999999998 — 0,999999539
255 B 255

(2.101) F33(K) = =0,9999999998 = 1,0

sonucunu goriiyordu (Bkz. (4.11)).

Romberg, bu son sonug hakkinda “Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517” adli tezinin sonunda
soyle der: “Qg’in I ile 8 ondalikta, hatta Qg’in 10 ondalikta cakistigini goriiyoruz. Hangi yontemin kullanilacagr tamamen Fy,’nin nasil hesaplanabilecegine baghdir. Eger

bulmast kolaysa, onlar: daha kesin olarak siniflandirmak daha iyidir. Sayisal hesaplamamiz ¢ok fazla ¢alisma gerektiriyorsa, burada verildigi gibi yiiksek bir yaklasiklik
yontemini oneririz (Wir sehen, dass Qg mit I in 8, (38 sogar in 10 Dezimalen iibereinstimmt. Welche Methode man verwendet, hingt ganz davon ab, wie sich die F,
berechnen lassen. Sind sie leicht zu finden, teilt man besser feiner ein. Erfordert ihre numerische Berechnung viel Arbeit, dann empfiehlt sich eine Methode hoher Niherung,
wie wir sie hier angegeben haben.)”

Peki Romberg, Tablo 2.3’teki son elemant MADAS ATG-20’de hesaplamis olsayds, nasil bir sonug gorecekti?

Su sonucu gorecekti:

256 X0,999999999 — 0,999999968
(2.102) F33(K) = See =0,999999999 = 1,0.

Simdi buraya kadar elde ettigim deneyimime gore sonug olarak sunlar1 soyleyebilirim: Teorik ve uygulamalardan elde ettigim sonuca gore Ole Amble’in (2.4)’teki
algoritmasindaki K, I'ya yakinsarken T,,’den 1 adim (basamak) geride kaliyor ve bu da Tablo 2.2’deki diger elemanlara yansiyordu. Fakat Ole Amble’in algoritmasin-
daki bu problemi diizelttiginiz zaman, yani (2.96)’daki yaklagikliklar1 kullandiginiz zaman Tablo 2.3’ten gordiigiiniiz gibi dengeli sonuglar ortaya cikiyor ve Romberg
kadar yorulmaniza gerek kalmiyordu. Giinkii Romberg integral sonucunu MADAS ATG-20’de Tablo 2.2’deki son elemanda F3 3(K) = 1,0 olarak okurken, bu sonug

Tablo 2.3’te daha F3 , (K) = 1,0 elemaninda goriilityordu. Bu arkeolojik kalint1 ise onlar icin kotii sans ama bizim icin iyi bir sans oldu. Ciinkii bu durum nedeniyle
yaptigim aragtirmaya gore Romberg’in Ole Amble’in (2.4)’teki algoritmasini degil, yakinsaklig1 diizeltilmis (2.96)’daki algoritmay: kullanmasi gerektigini gorebildim.
Bununla birlikte Romberg’in, “Sayisal hesaplamamiz ¢ok fazla calisma gerektiriyorsa, burada verildigi gibi yiiksek bir yaklasiklik yontemi oneririz. (Erfordert ihre nume-
rische Berechnung viel Arbeit, dann empfiehlt sich eine Methode hoher Niherung, wie wir sie hier angegeben haben.)” agiklamasiyla neyi kastettigi belli degildir. Yani Ole
Amble'n (2.4)’teki algoritmasini mi kastediyor, yoksa bu konuda bagka gelismeler var miyds, belli degil. Clinkii 1955’te yontemi genel bir sekilde ortaya koyan ilk
kimseydi (ki Sheppard, 1900’de bu yontemi tekrarl: (iteratif) olarak ortaya koyamadigi i¢in genel olarak verememisti) ve o sirada Ole Amble’'in 1952°de verdigi algo-
ritma en iyisiydi (Bkz. “1.1. En Genel Haldeki Ole Amble Algoritmasi’ndaki Yaklasikliklar/Parmentier, Sheppard ve Ole Amble’in yaklasikliklarinin yaklasim mertebesi
nedir?”).

Simdi Tablo 2.1&2.3’teki elemanlar arasindaki iligkilere gelince, ilkin Teorem 2.4’e gére 1. Snell bagintisinin gegerli oldugunu goriiriiz. Buna gore (2.68)’den K’ye ait
ekstrapolasyonik yaklagikliklar
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(2.103) <

Uygulamalar

Fo,0(K) + 2Foo(T) Ko +2T,  0,970518286 + 2 x 1,018160673 _ 3,006839632

E(K) = 3 3 3 3 =1,0022798773 = 1,002279877,
F1o(K)+2F0(T) Ky +2T; 0998152593 +2 % 1,001125581 3,000403755

Ey1(K) =— 3 =—G = 3 = 3 =1,000134585 = 1,000134584,
F20(K) +2F,0(T) K, +2T, 0999884433 + 2 x 1,000070227  3,000024887 _

Ez1(K) =— T =——F—= 3 = 3 = 1,0000082956 = 1,000008296.
F11(K) +2F11(T)  0,999994880 + 2 x 0,999989908  2,999974696 -

Eyp(K) =— 3 = 3 = 3 = 0,9999915653 = 0,999991566,
F21(K) +2F,1(T) 0,999999889 + 2 x 0,999999870  2,999999629 _

Ez,(K) =— T = 3 = 3 = 0,9999998763 = 0,999999876.
F22(K) + 2F,,(T) 0,999999968 + 2 x 1,000000028  3,000000024

(E33(K) =— T = 3 = 3 =1,000000008.

seklinde hesaplanirken T’ye ait ekstrapolasyonik yaklagikliklar (2.88)’den bulunur.

Diger taraftan 6zdesliklere gelirsek, ilkin (2.74)’teki 6zdeslikten (ki burada yalnizca (2.77)&(2.80)’i kullanacagiz) su sonuglar verebilirim:

(2.104)

1

\

5F1,1(K) - 4K1 + 2(5F1’1(T) - 4T1) = 5F1’1(K) - 4’F1,0(K) + 2 (5F1’1(T) - 4F1’0 (T)) = El,l(K) + 2E1’1(T)

5% 0,999994880 — 4 x 0,998152593 + 2(5 X 0,999989908 — 4 x 1,001125581) = 1,002279878 + 2 X 0,997989293
1,007364028 + 2 x 0,995447216 = 2,998258464
2,99825846 = 2,998258464,

5F,1(K) — 4R, + 2(5F, 1 (T) — 4T,) = 5F, 4 (R) — 4F,,0(R) + 2 (5F2,1(T) _ 41:2,0(?)) = Ey1(K) + 2E, 1 (T)

5% 0,999999889 — 4 x 0,999884433 + 2(5 X 0,999999870 — 4 x 1,000070227) = 1,000134584 + 2 x 0,999882006
1,000461713 + 2 x 0,999718442 = 2,999898596
2,999898597 = 2,999898596.

21F,5(R) — 20F,1(R) + 2 (21F,(T) = 20F,,3(T)) = E2(K) + 2E;5(T)

21 % 0,999999968 — 20 x 0,999999889 + 2(21 x 1,000000028 — 20 x 0,999999870) = 0,999991566 + 2 x 1,000008187
1,000001548 + 2 x 1,000003188 = 3,00000794
3,000007924 = 3,00000794.

Ikinci olarak bu sonuglari (2.87)’deki 6zdeglik ile s6yle dogrulayabilirim:

(2.105)

4K, - K AT, — T, 4F,,(K)—Fy,(K 4F, o(T) = Fy o(T
0= 10 )3 00(K) , , 4ol )3 ool(T) _ E11(K) + 2E;1(T)
4 % 0,998152593 — 0,970518286 4% 1,001125581 — 1,018160673
3 + 2. 3 =1,002279878 + 2 x 0,997989293
1,0073640286 + 2 x 0,995447217 = 2,998258464
2,9982584626 = 2,998258464,
4K, — K AT, —T; 4F, (K) —F,,(K 4F, o(T) — Fy o(T
23 Lo, 23 L= 2’0( )3 1’0( )+2. 2'0( )3 1'0( )= E1(K) + 2E51(T)
4 % 0,999884433 — 0,998152593 4 % 1,000070227 — 1,001125581
] 3 + 2. 3 =1,000134584 + 2 x 0,999882006
1,000461713 + 2 X 0,9997184423 = 2,999898596
2,9998985976 = 2,999898596.
4F, . (K) —F, (K 4F, (T) = F, (T
2a( )3 11(K) | 5 #Faa( )3 (M) _ Ej 2 (K) + 2E; 5 (T)
4 % 0,999999889 — 0,999994880 4 % 0,999999870 — 0,999989908
3 + 2. 3 =0,999991566 + 2 x 1,000008187
1,0000015586 + 2 x 1,0000031906 = 3,00000794
\ 3,00000794 = 3,00000794.

Burada son olarak yine Tablo 2.3’ten baz1 E, ;1 «(A) degerleri (2.89)’dan hesaplanmaktadir!
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EKLER

EK 1 (Romberg’in Oglu Hakkinda). Bugiin (14.08.2021) sabahleyin arastirma tezimi Reinhard Siegmund-Schultze'nin “Mathematicians Fleeing from Nazi Germany:

Individual Fates and Global Impact (Nazi Almanyasi’ndan Kacan Matematikciler: Kaderleri ve Kiiresel Etkileri)” kitabinda verilenlere gore Romberg’in kisisel verilerine
gore zenginlestirmeye niyetlenmis ve orada Owren’in de, “Werner Romberg: Vereinfachte numerische Integration” makalesinde 3. referans olarak gosterdigi Per Chris-
tian Hemmer'in (Trondheim) “Hemmer, P. Ch. (2005): Werner Romberg (1909-2003), Arbok Norges Tekniske Vitenskapsakademi, S. 125-26” makalesine takilmigtim
(Bkz. Owren’in makalesinin ilk gectigi yer: “Romberg Integrali Hakkinda”). Adindan da anlagilacag {izere Romberg'in hayatina bir bakis atilmis ve orada benim igin

ozel bir seyler olabilir diistincesinden hareketle derhal bu makaleyi aramaya basladim. Bu derginin bir siirii sayisin1 buldum ancak 2005 sayisin1 bulamadim (Bkz.
Arbok 2013, Arbok 2015, Arbok 2016). Fakat Reinhard Siegmund-Schultze'nin anilan kitabinda Romberg igin tam bir taramaya gegtigimde sok gegirdim. Giinkii nasil

olmugsa bu saate kadar Romberg’i kimsesiz zannediyor ve bu motivasyonla ¢alismalarimi yapiyordum, yani ekstra bir performansla ¢alisiyordum. Evet, Romberg'in
bir oglu varmis ve ad1 da Hans Romberg imis. Reinhard Siegmund-Schultze, kitabindaki gorseller i¢in kendisine katki yapanlar1 “Photographs Index and Credits”

boliimiinde tek tek siralarken 126. sayfadaki Romberg'in asagidaki fotografini oglundan aldigini soyle soyler (ki internetteki sitelerde bu ve benzeri fotograflar Rom-
berg’in oglundan geliyormus demek ki. Bkz. MacTutor’daki fotograflara): “P. 126. Private possession and courtesy of Romberg’s son, Hans Romberg, Heidelberg (Ger-

many) (S. 126. Romberg’in oglu, Hans Romberg’in kisisel sahiplik ve nezaketi, Heidelberg (Almanya))”.

Dalginligima veriniz diyecegim ama bu, dyle boyle gecistirilebili-
necek bir konu degil. Ciinkii bu kitaptan Romberg'in kagisiyla il-
gili RIK 3’te 5. sayfadaki “1.6. Romberg'in Orijinal Metodu” ve RIK
4’te 21-22. sayfalarda gecen “1.2. Romberg’in Orijinal Metodu nda
goriildiigl tizere 2 paragraf almistim. Ama diger taraftan, Rom-

berg'in hicbir biyografisinde babasi disinda ailesi hakkinda bir
bilgi verilmedigine de dikkat etmek gerekiyor. Bu konuda RIK
4’iin 5. sayfasinin sonunda verdigim “Romberg’in Ketumlugu” her

seyi agiklar durumdadir. Ciinkii Romberg i¢in bakmadigim kay-
nak kalmamusti, ama anlagilan o ki, kitab1 i¢in 01.10.1998’de Rein-
hard Siegmund-Schultze'ye bir mektup yazan Romberg, 6zel ha-
yat1 hakkinda ¢ok ilging agiklamalarda bulunmus. Ozellikle Nazi
dénemine iliskin verdigi bilgiler beni mest etmis ve RIK 3’te Saba-
hattin Ali’yi 6rnek vererek politik benzerlige dikkat ¢ekmistim.
Ciinki her ikisinin 6grencilik anilarini karsilagtirdigimda Saba-
hattin Ali, Romberg'in politik ikizi gibi duruyordu (Bkz. RIK 3,
Onsoz, “Romberg’in Politik Ikizi: Sabahattin Ali”, S. 9 ve “K, ve T,
Icin Indirgeme Bagintilari”, S. 111, Dipnot 1). Fakat tiim bu ugras-

lara ragmen Per Christian Hemmer'in makalesi nedeniyle
NTNU’dan 14.08.2021, 12:35:26’da bilgisayarima indirdigim
“Tek-0062-Werner Romberg (1)” kaydindan sonra kitaba dondii-
giimde tam anlamiyla sok gecirdim. Ciinkii kitapta “Romberg”

ad1 30 yerde geciyordu ve 26.’sin1 tikladigim zaman Romberg’in
oglu oldugunu ilk kez orada gordiim (ki kitapta Romberg’in og-
luna iliskin bundan bagka bir kayit yoktur). Isin ilging yani su ki,
bu bilgi Rombergin hicbir biyografisinde gegmez. Yalnizca, Mac-
Tutor’da Romberg’in babasinin adinin Julius Romberg ve onun
bir jeolog oldugu geger. Iste bunun disinda hemen her biyografide
yer alan ve genelde sag iist kosede goriilen “babasi, annesi, ¢ocuk-
lar1 vs.” ve “Life (Hayat1)” boliimleri Romberg’in hicbir biyogra-
fisinde bulunmaz! Ornegin, Romberg’in Trondheim’daki en yakin
calisma arkadasi Ole Amble, “Amble” ailesinin soyagacindaki en
alttaki sol bastaki Ole Amble Ommundsen’in oglu olarak goriiliir-

ken (ki soyagaci 1736’ya kadar geri gider. Ayrica Ole Amble’in ge-
kirdek aile fotografin1 100. sayfamizda gorebilirsiniz) kendisi i¢in
surada birakin soyagacini gormeyi, sadece biyografilerdeki genel
gecer bilgilerden olusan bir kayit vardir.

Sekil 26. Werner Romberg (1909-2003). Romberg, 1933’te Miinih’te Arnold Sommerfeld ile birlikte bir
fizik tezi yazdi (bkz. “Zur Polarisation des Kanalstrahllichtes (On the Polarization of Canal Jet Rays)” (Ka- ~ $imdi Romberg'in oglunun oldugunu 6grendigime gore, bir seyi

nal Isin Demetlerinin Polarizasyonu Hakkinda) ve 1934’te solcu politik egimlileri yliziinden SSCB’ye kagti.  kesin olarak kendime kanitlamig oluyorum: Ben, giiniimiizde ka-
1937°de Stalin’in gogmen politikas: nedeniyle Dnipro’dan (simdi Ukrayna’da) ayrildi ve 1938te, savastan

zanmak i¢in her yolu miibah sayanlar gibi, Romberg de gordiigii-
sonra Niimerik Analiz’de metoduyla tinlii oldugu yere, Norve¢’e (Trondheim) gitti. 1944’te iltica ettigi

, : o niiz tizere, insani konular1 bir zayiflik olarak algilamiyor, dolayi-
Uppsala’dan (Isveg) geri dondii. . . «
styla kimsenin yatak odasina dalmiyorum (Bkz. “Das Leben Der

Anderen (Baskalarinin Hayat1)”). Clinkii eger 6yle olsaydi, simdiye kadar dalginliktan géremedigim bu noktay1 daha bastan goriir ve ilk makalemden itibaren duyu-

rurdum. Iste benim alabilecegim en biiyiik madalya budur!

Romberg’in neden boyle davrandigina gelince, Danimarkali yonetmen Lars von Trier’i tek gecerim (Bkz. “K,, ve T, Icin Indirgeme Bagintilar:”, S. V1, Dipnot 2). Eski
Krallik’tan tutun Europa tiglemesine kadar tiim filmlerini izledim. Von Trier, iglemenin son ¢ekimi olan Europa’da phoshopta ¢alisir gibi ¢caligmis ve farkli zamanlarda
cekilmis sahneleri birlestirerek bir ilke imza atmistir. Bunun yaninda bazi sahnelerde de dikkat cekmek istedigi nesneleri ya da karakterleri goriintii katmanlarini tist

tiste koyarak renklendirmistir. Bu deneysel ¢alisma ayni1 zamanda Von Trier'in ¢ekim kesiflerinin devam ettiginin bir gostergesiydi (Bkz. “EUROPA 'nin Yapimi”). Ama
Von Trier’in kimsenin simdiye kadar farkina varamadig), dolayisiyla seyirciyi aldattigi nokta su idi: O, karakterlerin yasadiklarina seyirciyi de ortak etmeye calisirken
aslinda bazi sahneleri kendi gegmisinden aliyordu. Ornegin, iiclemenin 2. filmi olan “Epidemic (Salgin)”in 36:19'undaki “Iredie Dag-Tyskland (3. Giin-Almanya)”

pargas1 boyledir (ki bu filmi izleyebilmeniz i¢in bir VPN gerekir). Bana gore bu par¢adaki ani ayni1 zamanda Romberg’in biyografilerinde neden ailesi ve hayat: hakkinda
hi¢bir bilginin verilmedigini de agiklar. Yani anlagilan o ki, Romberg, Von Trier'in o parcasindaki korkudan dolay: (ki orada 46:53’te Rudolf un annesi, II. Diinya Savast
sirasinda onu dogurdugu hastanede ve sonrasinda yasadig1 korkung olaylar1 ancak 6liim dosegindeyken soyleyebilmis: “Ya yine gelirlerse!” diye) kisisel bilgilerin gizli
kalmasini istemis gortintir!

D. PAMUKTULUM, 15.08.2021, 09:26.
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EKLER

Yukaridaki bilgiler ve diistinceler, 6zellikle son paragraftaki diistincelerim, bir¢ok kaynaktan elde ettigim bir derleme idi. Fakat i¢cim i¢imi kemirdiginden anilan kitabin
yazar1 Reinhard Siegmund-Schultze’ye 16.08.2021, 04:08’de su e-postay1 gonderdim:

“Sayin Reinhard Siegmund-Schultze, “Mathematicians Fleeing from Nazi Germany: Individual Fates and Global Impact (Nazi Almanyasi’ndan Kacan Matematikciler:

Kaderleri ve Kiiresel Etkileri)” kitabinizi okudum ve Romberg hakkinda birkag sorum olacak.

Her seyden énce Richard von Mises’in Nazi zulmiinden kagarak geldigi iilkeden (Tiirkiye) size yaziyorum (Bkz. “The First Mathematics Deparment of Turkey”, S. 5. Bu
agilist Reinhard Siegmund-Schultze’nin, iiniversitedeki profilinde en ¢ok Richard von Mises ilgili yayimlarda bulundugu icin yapmistim ve linkini verdigim kaynag:

iiniversitedeki boliimiimden alarak ona sunmustum. Yani “carpan etkisi” yapar diye diisiinmiistiim ve 6yle de oldu). 2016°dan beri yiiriittiigiim “Romberg Projesi’ni
romberg-integrali.org adli web sitemde yayimliyorum. Kitabinizi okurken 446. sayfada Werner Romberg’in oglundan fotograf aldiginiza dair hicbir kaynakta goremedi-
gim bir bilgiyle karsilastim. Ama Romberg’in oglu Hans Romberg’e hicbir sekilde erisemiyorum. Miimkiinse bana Hans Romberg hakkinda (6rnegin tam adi, dogum
tarihi, dogum yeri, annesinin adi vs.) tiim bildiklerinizi anlatmanizi istiyorum. E¢er Hans Romberg yastyorsa, onunla baglanti kurmak isterim. Ayni sekilde, Werner
Romberg hakkinda da bilgilendiriniz beni.

Saygilarima, D. PAMUKTULUM.”

Sag olsun o da bana 10:50’de su yanit e-postasini gonderdi:

“Dear colleague,

Thanks for your information about the interesting website on Romberg and the Romberg method. It would be very good if over time you would develop an English version
of it as well.

My last contacts with Hans Romberg was in 2005. I used several email addresses at the time which are below. He must be in his early 60s now.

romberg@drromberg.de, hans.romberg@web.de, romberg.medizintechnik@web.de

I do not know whether you are aware that NTNU the Technical University in Trondheim (Norway) has rather extensive personal papers of Werner Romberg. There is also
a file on Romberg in Oxford within the refugee files of the Society for the Protection of Science and Learning.

Good luck for your project.
Reinhard Siegmund-Schultze

PS: As to the other website on “The first mathematics department of Turkey” I would recommend (also in the interest of your female students” to include Hilda Geiringer
who was also teaching in Istanbul in the 1930s as an assistant professor. But she is an accomplished applied mathematician as well and has published much on plasticity
and statistics-genetics. I attach three articles which mention Geiringer.”

Derken 11:22°de Rolf Thomas Nossum topa girdi ve bana Hans Romberg'in sitesini agmaya ¢alistig1 zaman bir Almanya telefon numarasiyla karsilagtigini bildirdi (ki
Rolf Thomas Nossum, e-postasini okurken Reinhard Siegmund-Schultze’nin yaninda mrydi, yoksa e-postam tiniversiteye mi gitti, ¢ikaramiyorum. Ama web sitemdeki
son makalemde ¢ok yogun bir sekilde Norveglilerden bahsetmis olmam ve onlarin da bunu gérmiis olmalar1 daha biiyiik bir ihtimal olarak goziikiir. Bana gore ilgileri
bu yiizden idi. Aslinda Brynjulf Owren’e bu makaleden sonra web sitemin linkini vererek bire stirpriz yapmak istiyordum. Ama kismet iste, bir kaza neticesinde onlara
stirpriz oldu). Ben de aynu siteyi kontrol ettigim de ayn1 numaray: gordim.

Simdi Reinhard Siegmund-Schultze'nin yukaridaki e-postasindan anladigim kadariyla, Reinhard Siegmund-Schultze, Werner Romberg’in oglu Hans Romberg ile en
son 2005’te baglant1 kurmus ve simdi 60’larin baginda (ki bu, benden 10 yas bityiik demektir) oldugunu séyliiyor. Demek ki Werner Romberg, Trondheim’da ¢aligirken

gtivendigi bir zamani kollamis ve 1950’lerin sonunda oglu Hans Romberg diinyaya gelmis. NTNU’daki tarihceye gore Werner Rombergin 1960’ta Uygulamali Mate-
matik’te yeni bir kiirsiiye atandig1 ve Heidelberg'teki profesorliigii kabul edilene kadar 10 yil burada gérev yaptig geger. Iste burasi daha ilging: Werner Romberg
Heidelberg Universitesi'ne 1968’de (dogdugum yil) geri déndii. Yani Werner Romberg savastan sonra 1949-1968 yillarinda Trondheim’da idi ve oglu 1950’lerin so-

nunda burada dogdu. Arastirmama gore Hans Romberg Almanya’da halen aktif bir doktordur. Ama ¢ok yakinda ona da ulasacagim, merak etmeyin!

Cok ilgingtir, Gabriele Dorflinger’in hazirladigi ve 2018’ de ¢ikan Heidelberg Universitesi’nin tarihgesine iliskin “Heidelberger Mathematiker-Rundgang” adli derginin

192. sayfasindaki Werner Romberg’in fotosunun Mac Tutor’dan alindig1 gecer. Saka gibi, ¢iinkii bu fotograf yukaridaki $ekil 26’da gegen fotograf olup Hans Rom-
berg den geliyordu ve internette her yere dagilmis. Peki kim soylityor bunu? Reinhard Siegmund-Schultze, “Mathematicians Fleeing from Nazi Germany: Individual
Fates and Global Impact (Nazi Almanyasi’'ndan Kacan Matematikciler: Kaderleri ve Kiiresel Etkileri)” kitabinin 446. sayfasinda bu fotografi 2005’te Werner Romberg'in
oglu Hans Romberg'den aldig1 sdyler. Anlagilan o ki, Werner Romberg’in gorev yaptig1 Heidelberg Universitesi, kendisine epey uzakta kalmis oluyor. Buyursunlar,

oglunun gonderdigi Werner Romberg’in siyah-beyaz fotografini (ki bu, gelistirilmis halidir. Orijinali suradadir) ve renklisini web sitemden veriyorum.

Hans Romberg ile temas kurmadan 6nce son bir s6z: Bence ¢ocuklar, eger yapabiliyorlarsa anne ve baba mesleklerini segmelidirler. Ama anne ya da baba, bagar1 ¢itasini
yiiksekte biraktig1 zaman bu ¢ogu zaman miimkiin olmuyor. Ornegin Ejiptolojinin babasi sayilan Sér W. M. Flinders Petrie boyle biridir. Ann Petrie (1907-1972) ve
John Flinders Petrie (1909-1989) adlarinda 2 ¢ocugu oldu ve ogul Petrie matematikte yetenekli oldugundan matematikg¢i oldu (Bkz. “Petrie Polygon”). Fakat disaridan
onlara biri katildi ve Petrie’nin aradig tiim ozellikler onda toplanmuisti: Xia Nai. Kendisi Cin’deki Ejiptolojinin Babasi sayilir!

D. PAMUKTULUM, 16.08.2021, 15:16.
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