3(5,12,13) \
‘\.\ﬁ\g;zu;

‘ \ AN

Sonuglar: ' ' -
1) 7;30A+1;9A-A=7;39A= 341 far.  6) 2:V2=V2=1;24 igin 1:V2~1;24:2=0;42,30 (Bkz AO 6484, Problem 8).
2) 2;42A+3;22,30A+0;55,30A=7A. a) 7;30x5;42,30=7;30x5+7; 30x0/42 30=37;30+5;18,45=42;48,30

a) 7A-1;9A=5;51A=884 §ar. b) 4x5;42,30=4x5+4%0;42,30=20+2;50=22;50
3) 1;9A-2; 42A.+3 ;22,30A-0;55,30A c) 2x=2.2;21,15=4;42,30<5;42,30.

=0;54A=136 Sar Not, Katip ii¢genlerde benzérligi kuramamis, Onun kurmak istedigi

a) 884+136=1020=2x2;34, 7'30A benzerliklerden birini5;42,30 sayisina bakarak x ile yakaladim!
4) I,’9A+A+7 30A+2;42A+0;55,30A+3;22,30A+2334,7,30A=19;13,7,30A
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Isbu tezimdeki Piobert-Parmentier Metodu’nu ' genellestirerek elde ettigim METOT’a ve bu metottan elde edilen yaklagikliklara Cumhuriyetimizin 100. Yil D&-
niimii'nde Ay yiizeyine hibrit bir roket indirerek Bilim ve Teknoloji’ye katkilarindan dolay1 “Recep Tayyip Erdogan Metodu” ve “Recep Tayyip Erdogan Yaklasiklik-
lary” adlarini verdim (Bkz. “Onséz”, S. 3-5). Formiilleri kendisine, kendisi de bize kutlu olsun ve bayrag1 bizden sonra devralacaklara daha nice 100 yillar dileriz!

Hatirlayacaginiz iizere RIK 4’tin Onséz’iinde Sovyetler Ekim Devrimi ve SSCB’nin 50. y1l déniimlerini gérmiislerdi ama 100. yil déniimlerini gérememislerdi. Ama
onlarin goremedigini biz gorebiliriz. Clinkii 10.02.2021’de Cumhurbagkani Erdogan, Bestepe Millet Kongre ve Kiiltiir Merkezi'ndeki Milli Uzay Programi Tanitim
Toplantisi'nda Tiirkiye adina tarihi bir dontim noktasina sahitlik etmek iizere bir araya geldiklerini s6yledikten sonra bize su miijdeyi verdi:

'te Ay’a gideced
2023’te Ay’a gidecegi2
Tﬂrkiye’ni;“" . &-ogrami'nin tanitimi,. 2
CumhurkE yyip Erdogan’in katihimiyfa ,,*
Cumhurj<S SRS ongre ve Kultar =

Merkezi
Cumhurbaskani

RECEP TAYYIP
ERDOGAN

Torkiye Uzay
Ajansi

il 57 JRKIYE'NIN UZ,% PROGRAMININ 10 YILLIK 10 HEDEFI

Yani SSCB’ye kismet olmayan “100 JIET (100. Yil)”da Ay yiizeyine biz inecegiz. Hem de sert inisle. Bu ilk kez olacak, ¢linkii bu sefer Ay modiilii yerine dogrudan
hibrit bir roket indirecegiz. Bu sirada Ay yiizeyinden biiyiik bir miktarda topragin kalkmasi bekleniyor! 1973’teki LUNA 21’inkinden daha fazla olmasi bekleniyor.
Bilindigi gibi LUNA 21 Ay ytizeyine APOLLO Seferleri'ndeki Ay modiillerinden daha yumusak bir sekilde inmisti ama buna ragmen, bir bacak tizerine monte edilmis
Lenin’in madalyonu tozla kaplanmist1 (Bkz. Kapak).

Yanda goriilen bayragimiz 1971’de APOLLO 15 ile
Ay’a gotiirilmiis ve sonra tekrar Diinya’ya getirilmisti.
Fakat ABD’de yasayan is adamimiz Ekmel Anda, bay-
ragimizin pesini birakmady; uzun bir arastirma ve ug-
ragtan sonra 2012’de satin aldigini belirterek duygula-
rin1 soyle ifade etti: “Cok gurur verici bir sey bu benim
icin, Ay’a giden bayragimizin Tiirk ¢ocuklarina ilham
verecegine inaniyorum. Onlarin hayallerini siisleyece-
gine ve onlarin vizyonlarim giiclendirecegine inaniyo-
rum. Ay’a giden ilk ve tek Tiirk bayrag: bu bayrak. Artik
bayragimizi uzaya biz gotiirelim. Bir giin Tiirk ¢ocukla-
rimin da hayallerini gerceklestirmesi icin bu bayrag
Tiirkiye’ye gonderiyorum. Sevgili dostum Sunay Akin
¢ok basarili bir projeyi hayata gegirdi, bayragi bulup sa-
tin aldigimi ogrenince ¢ocuklar gibi sevindi!”

Cumbhurbagkan1 Erdogan, ¢ok 6nemli agiklamalarda
bulundu: “Tlk yerli ve milli yiiksek ¢oziiniirliiklii yer goz-
lem uydumuz Imece’nin entegrasyon islemleri tamam-
lands, testleri siiriiyor.” ifadesinden sonra “Diinya yo-

riingesinden atesleyecegimiz kendi milli ve 6zgiin hibrit
ABD’de yasayan Tiirk is adami Ekmel Anda, APOLLO 15 ile Ay’a gétiiriilen bayragimizi Amerikali koleksiyonculardan  poketimizle 29.10.2023te Ay’a sert inis gerceklestirece-
satin alarak 41 yil sonra Tirkiye’ye getirdi (Bkz. “Ay’a giden Tiirk bayragi 41 yil sonra Tiirkiye yolunda”).

giz.” dedi ve 10 uzay hedefini sirasiyla soyle miijdeledi:

! Gergekte boyle bir metot yok. Sadece Piobert ve Parmentier’in 19. yy. dan kalma aligmalar1 20. yy.'in ilk yarisina kadar devam ettirilmis ve her yeni ¢ikarimda bulunan matematikgi
farkli bir metot vermistir. Ornegin Romberg, tezinin ilk boliimiinde kendi metodunu (Bilesik Trapez Kurali) verdikten sonra 2. béliimiinde “Ambles Methode (Amble’in Metodu)”
demigstir (Bkz. “W. Romberg: Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517" ve “O. AMBLE: A set of formulas for numerical
integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR 14, 907”). Ama ben, sirf tarihi kronolojiyi bozmamak i¢in tiim bu yontemleri orijine tagidim ve bu yiizden bu
tezimin adina “Genellestirilmis Piobert-Parmentier Metodu” dedim.
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Cumhurbaskan Recep Tayylp Erdogan'in. katlllmlyra
Cumbhurbaskanldi Millet Kongre ve Kalttr
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"Cumhuriyetimizin
100'incl yilinda
Ay'a ilk temasi

gerceklestirmek”

“Tarkiye'yi
astronomik
gozlemler ve uzay
nesnelerinin
yerden takibi
konularinda daha
ileri bir seviyeye
ulastirmak”

Cumhurbaskani
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“Yeni nesil uydu
gelistirme alaninda
dinya ile rekabet

edebilecek ticari

marka ortaya

clkarmak”

“Ulkemizde uzay
sanayii ekonomi
sistemini daha da

gelistirmek”

“Turkiye'ye ait
bolgesel
konumlama ve
zamanlama sistemi

gelistirmek”

"Bir uzay teknolojisi
gelistirme bolgesi
kurmak"

"Uzaya erisimi
saglamak ve bir
uzay limani

isletmesi kurmak"

“Uzay alaninda
etkin ve yetkin
insan kaynagimizi

gelistirmek”

"Uzay havasi ya da
meteorolojisi olarak
tabir edilen alana
yatirim yaparak,
uzaydaki yetkinligimizi

artirmak”

"Bir Turk
vatandasini uzaya
gdondermek”

(N

09.02.2021

ANADOLU AJANS!

1QC



https://www.haberimizde.com/cumhurbaskani-erdogan-2023te-aya-gidecegiz/

Ithaf

Kendisinin Erbakan Hocamiz gibi 8-16. yy.’da yasamis Tiirk-Islam Bilim Adamlari’na, 6zellikle Matematikgilere, diigskiin oldugu biliyoruz. Ornegin “2019 Prof. Dr.
Fuat Sezgin Yili"nin kapanis toreninde “Algoritmaya ismini veren El Harezmi'dir. Agilarin pergelle olciimiinii geometriye kazandiran El Kindi’'dir. Ondalik kesirleri
gelistiren El Kagi’dir” demistir.

Efendim, tezimdeki bu yeni formiiller yenmiyor ama bir Eski Misir atasoziinde denildigi gibi adiniz1 gelecek kusaklara tasiyor. Piramitlerde ¢alisirken 6grendigime
gore, Eski Misir’da 6len birinin adin1 sdylediginizde, o kisinin yasadigina inanilird1. Bir diger canlandirmaya gére, “10 Emir” filminde Moses (Musa) II. Ramses’e, “Izin
verin, heykeliniz size 1000 yil sadakatimi gostersin!” demis ve II. Ramses de, bunun ardinda yatan sirr1 (6limsiizliigti) ¢ézdugiinden ici icine sigmayarak soyle karsilik
vermisti: “Harika!” (Bkz. “KHUFU nun Sarkofajinin Defin Odalari’ndaki ve Piramitteki Konumlar:”, ilk ve son sayfa kapaklarina). iste bu formiillerin 6nemi burada

yatar!
METOT Hakkindaki Diisiincelerim

Metodun tarihgesini asagida kisaca agikladim. Ardindan 25.07.2021, 08:45:32’de metoda girisi nasil yaptigimi ve nasil genellestirdigime iliskin giizel bir 6rnek verdim.
Genellestirilmis Metodu 5 Agustos 2021 Persembe, 14:07:52’de verdim ve bu yeni bir metot oldugu i¢in bir sey dikkatimi ¢ekmisti. Bu metodu Rombergin yaptig1 gibi
kendi adimla anabilirdim ama 6yle yapmadim; daha biiyiik bir seyin pargasi olmasini istedim: Cumhuriyetimizin 100’iincii yilinda Ay’a inis projesini destekleyen ve
TUA’nin 10 yilda 10 uzay hedefine 6n ayak olan Sayin Cumhurbaskanimiza hediye etmek ve bu vesileyle uzay ¢alismalarimizin hizlandirilmasini istedim.

S6z konusu metodumuzdan elde edilen Uygulamalar’daki algoritmalar, Sven Strom’den 11.10.2021, 15:28’de aldigim “O. AMBLE: A set of formulas for numerical
integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR 14, 907” tezindeki algoritmalardan tistiindiir. Ornegin Ole Amble’n, tezinde verdigi trapezli
ve orta noktali

1h o s 6 h s 3 6
Ts =T; _m(A Yo — A%yn) + 0(h®), Ty, =T, +%(A Yo — A%yn) + 0(h®)
yaklasikliklar: ile asagidaki (3.53)’teki Ky, ; ve Ty, ; yaklagikliklar: ayni mertebeden yakinsarlar. Fakat bunun igin her ikisinde de trapez ve orta nokta formiillerine 2’ser
tane katalizor yaklasiklik eklemek gerekirken bizdekinde sadece 1 tane yani A, (h,, i) ve B (h,1)’yi almaniz yeterlidir. Arzu eden okuyucularimiz, buradaki ve asagidaki
diger uygulamalardaki Ay, (h, 1) ve By, (h, 1) ile gosterdigim katalizor yaklagikliklarini Romberg'in yaptig1 gibi Sayin Cumhurbaskanimizin ilk adinin basg harfi Ry, (h,, 1)
ile gosterebilirler. Ben, sadece notasyon sistemi bozulmasin diye boyle yaptim!

Herhalde sozlerimi A-ha’nin beyni olan Pdl Waaktaar, ki aslinda anne ve babasy, ile benim Norvegli edebiyatci Knut Hamsun’dan ¢ok begendigimiz su siir ile sonlan-
dirmamda bir mahsur olmaz (Bkz. “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi™):

Yitik Ada
Sandalim kayiyor Oysa kalbimde de Herhalde bir giin Gozlerim kapali
Simdi denizde Bir biiyiilii bahge Zaman dogarken Bir uzak anidan
Yemyesil kiyili Su adada olan Varligin burada Basim distivermis
O adaya dogru. Cigeklerle dolu. Bir ak Spir'mis. Senin omzuna.
Tim gozlerden 1rak Yan yana gelince Iste yeniden Gece biiyiimekte
Yetismis cicekler Fisildagtyorlar Ta eskilerden Ada tizerinde
Yabanci yabanci Giilup soylityorlar Gelen kokular Denizde kiikriiyor
Bana bakiyorlar. Cocuklar misali. Rityalarlayim. NIRVANA, yok olus.

D. PAMUKTULUM

17.10.2021, 03:33.
D. PIWUR7eL LN
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Genellestirilmis Piobert-Parmentier Metodu

Tarihgesi. Bu metot hakkinda en esash bilgileri D. C. Joyce'nin, “Survey of Extrapolation Processes In Numerical Analysis/9. Analysis of Romberg’s method” kitabinda
bahsettigi “W. F. Sheppard: Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277" adl1 tezden aliyoruz.

Sheppard, 29.05.1900’de sundugu tezinin 267. sayfasinda bu metottan soyle bahseder:

IT1. Maiscellaneous Formulse.

9. Various methods have been devised for getting rid of the terms
in 2z’ in the Euler-Maclaurin formula, or in the corresponding formula
for mid-ordinates, so as to retain the trapezoidal rule as the main
basis of calculation. Thus, in Parmentier’s rule, the ordinates taken
Al Zy, 73, 25, ...y 2m—), and also z, and z,. The values of Zh2' are
then taken as equal to zy—z, and 2,—z._, respectively, so that the
formula becomes

A -~ Sl'*‘ﬁh’ (zu_zi_zlfl-t+zlrl)' (28)

This, however, 18 not a very good rule; for, although it gets md of
the terms in 2, it introduces terms in 2. These latter terms can be
kept out by a slight alteration in the formula.

Alint1 3.1. Sheppard’'in 19. yy. dan kalma Parmentier’in kuralini ifade etme sekli-14.06.1900, “W. F. Sheppard: Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-
2777, 8. 167.

Sheppard’a gore, bu alintinin son paragrafinda gorildugii gibi, Parmentier’in vermis oldugu kural o kadar da iyi degilmis. Gergekten de Parmentier’in (28) no’lu
formiilii {izerinde yaptigim arastirmaya gore, “2. Tiir E-ATA M Algoritmas: Uzerindeki En Genel Haldeki Ole Amble Algoritmasi’na Mathematica Ile Sembolik Bir
Yaklasim” adli Mathematica dosyasindaki “1.1. En Genel Haldeki Ole Amble Algoritmasi’ndaki Yaklasikliklar”daki “1. Parmentier Kurali (19. yy.) "nda yukaridaki Par-
mentier’in (28) no’lu formiiliinii (1.13) olarak yazdiktan sonra (1.17)’de modernlestirdigimde yakinsakligin O(h3)’te oldugunu gérdiim. Bu sonugla birlikte Parmen-

tier'in formiiliiniin Sheppard’'in iddiali oldugu (38) no’lu formiiliinden daha iyi oldugu sonucu ¢ikt1 (Bkz. “2. Sheppard Kurali (1900)”). Ciinkii yakinsaklik bakimindan
Parmentier'inki O(h?) iken Sheppard’inki O(h?)’de takildi kaldi! Fakat Sheppard, bu durumdan habersiz olarak tezinin ikinci yarisini Parmentier’in kuralini gelis-
tirmeye adar ya da ayirir. 52 yil sonra Norvegli kasif Ole Amble, ayni kural gelistirerek hem trapez kuralina hem de orta nokta kuralina mitkemmel bir sekilde uyarlar
(Bkz. “A set of formulas for numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR 14, 907”). O sirada bas kahramanimiz Romberg, Ole
Amble’in yaninda (Trondheim) siirgiindedir ve sanki kendisinden beklentiler ¢cok yiiksekmis gibi hem Sheppard’in ekstrapolasyonik algoritmalarla integrale yaklasim

metodunu genellestirir (bkz. 6. Madde’deki fol )i—xl = Ln2 = 0.693147180 --- 6rnegine), hem de bu metottan farkli bir metot olarak Ole Amble’in metodunu kendi

tezinde 1955’te yayimlar (Bkz. “Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 5177). Diger tarihi gelismeleri
“Quadrature Theory: The Theory of Numerical Integration on a Compact Interval”kitabinin “7.8. The midpoint method” béliimiinde bulabilirsiniz. Buna gore ilkin 256.
sayfada orta nokta metodu ya da kurali ele alindiktan sonra yukaridaki alintidaki (28) no’lu formiil 257. sayfadaki Sonug 7.8.1’de ve 258. sayfadaki Ornek 7.8.1de
Durand metodu i¢in bir diger formiil verilir ve bunlar yakinsaklik hiz1 bakimindan kargilagtirilirlar. Son sayfada (S. 259) ise konu kapatilmig ve altina bir ¢izgi ¢izilerek

Romberg’in orijinal tezine atfen orta noktalardan olusan yeni bir formiil tanimlanmigtir. Ama Ole Amble’in metodundan hi¢ bahsedilmemis. Neden?
Ole Amble’in Tezini Arryorum!

Romberg'in tezini Prof. Dr. Brynjulf Owren’den 23.12.2018, 09:11’de aldiktan sonra Ole Amble’in tezini her yerde haril haril aradim ama bulamadim. Peki bu tez
neredeydi?

Eger her 2 tezin,

1. “W. ROMBERG: Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517”.
2. “O. AMBLE: A set of formulas for numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR 14, 907”.

kiinyelerine bakarsaniz, onun da Romberg’in tezinde oldugu gibi DKNVS (Det Kongelige Norske Videnskabers Selskabs)’de oldugu anlasiliyor. Bu nedenle bazi giri-
simlerde bulundum. Ornegin Norveg Krali V. Harald’a bir taziye sunarken, kendisinin 1760’tan beri DKNVS’nin koruyucusu oldugunu belirttikten sonra bu durumu
oradan bildirmem, sadece Ole Amble’in tezinin bende olmadigina dair bir kayit diismek anlamina geliyordu (Bkz. “Saygideger Ekselanslari V. HARALD’a Taziye Me-

sajim”, S. 16). Sonra EK 1’de belirttigim tizere “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmas:” makalesiyle (ki bu, ayn1 zamanda bir arastirma tezidir) siirpriz yapmak istedigim

Owren’e 03.10.2021, 04:48 de gonderdigim e-postada Ole Amble’in tezi igin ¢ikan sonucu 6zetledikten sonra bu teze NTNU’dan ulagip ulagamayacagini ve eger ulasa-
mazsa ne yapmam gerektigini sordum. O da bana NTNU’da ¢alisan 3 kisiye yonlendirerek aragtirmami istedi. Sonuglar geldiginde buradan bildirecegim!

Aslinda Ole Amble’in tezine hig ihtiyacim yok ama sirf kullandig1 metodu merak ediyorum. Yani Ole Amble, kendi algoritmasini yazarken Romberg gibi mi yazdi,
yoksa Sheppard gibi mi? Bu, onun kullandig1 metot hakkinda bize bilgi verecek ve boylece o donemdeki algoritmalarin, dolayisiyla metotlarin nasil kullanilmis oldu-

guna dair kesin bir fikir sahibi olacagiz.

[ste sirf bu merakima yenik diistiigiim icin Ole Amble’in tezini istedim ve bunun disinda benim i¢in bagka bir 6nemi yok. Ciinkii benzerleri 256.rar, 257.rar, 258.rar ve

259.rar’da goriilen Ole Amble’in algoritmasini “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi™nda 23.06.2021, 01:17:55’te ¢6zmiistiim zaten (Y.N. Bu resimli dosyalar1 ayrica

rarli olarak veriyorum, ¢iinkii siz siteden bu resimleri bilgisayariniza indirdiginiz an orijinalligi bozuluyor ve hangi tarih ve saatte aldiysaniz onu gosteriyor. Yani rarl
dosyalarin iglerindeki resimleri ¢ikarttiginiz zaman hangi tarih ve saati gosteriyorsa, bu resimleri AMS’ten onlardan biraz 6nce almisim demektir. Kitabin liste fiyat:
105 $’dir ve bu 4 sayfa i¢in satin almayi gereksiz gordiim, ama niimerik integral i¢in teorik olarak piyasada bulabileceginiz basat kitaplardan biri oldugu agiktir).
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Nihayet Ole Amble’in Tezini Bulduk!

Gegen hafta sonu Ole Amble’1n teziyle ilgili NTNU’daki 6gretim tiyeleriyle bazi yazigmalarda bulundum ve bunlardan Sven Strom, Pazartesi giinii tezi bana yolladi.
Owren’in bana bildirdigine gore Ole Amble’in tezi elektronik ortamda mevcut degildi ve Sven Strom gergekten altindan kalkilmasi giic bir ise giristi; tezi muhtemelen
arsivdeki tozlarin arasindan gikartti, tozlarini temizledikten sonra PDF’ye doniistiirdii ve bana e-postayla gonderdi. Bu, hatir1 sayilir bir is demektir. Ciinkii boyle bir
seyin olabilmesi i¢in hatirinizin sayilir olmasi gerekir. Bu bakimdan Sven Strem’e ¢ok ¢ok tesekkiir eder ve ¢aligmalarinda basarilar dilerim. S6z konusu bu tezi
11.10.2021’in aksam saatlerinde e-posta kutumdan alir almaz ilkin yaptigim ¢aligmalara gore inceledim ve sonra web sitemde “Nihayet Ole Amble’in tezini bulduk!”

basligiyla size duyurarak kisa bir degerlendirmede bulundum. Konuyla ilgili gelismeleri oradan okursunuz.

Gozlemlerim. Ole Amble'n 4 sayfalik “A Set of Formulas for Numerical Integration, DKNVS, BD. 25, 1952 NR. 10, 517.61” adl1 tezini incelerken su sonuglara eristim:

1. Bu tez muhtemelen NUSSE’nin gelmesiyle ortaya ¢ikt1. Ciinkit NUSSE Oslo Universitesi'nde 1950-1955’te kurulurken 1952’de faaliyete gecti (Bkz. Resim 2.5).

2. Yukarida belirttigim iizere bu tezdeki en biiyilk merakim, METOT idi. Yani bu tezde Sheppard’'in metodu mu kullaniliyordu, yoksa Romberg’inki mi? Iste ben, bu
metodu boyle kestirmeye calisirken Sven Strom’den 11.10.2021, 15:28’de aldigim Ole Amble’'in tezindeki (4) no’lu formiiliin D.C. Joyce'nin makalesindeki (63) no’lu
formiilde verilmis oldugunu gordiim (Bkz. “Survey of Extrapolation Process In Numerical Analysis”). Bu, (2.4)te ilk verdigim trapezli yaklasim formiiltidiir!

3. Ole Amble'in trapez ve orta nokta formiillerini hizlandirmak i¢in buldugu yeni yaklasikliklar Sheppard’ da oldugu gibidir (Bkz. “W. F. Sheppard: Some quadratures

formulas, Proc. London Math. Soc. 32, 1900”). Burada Romberg’e tesekkiir etmemiz gerekiyor, ¢iinkii (2.4)’teki yaklagikliklar1 Ole Amble’in tezinden ¢ikartmak kolay

degildir. Bununla birlikte Romberg’in kendi tezinde kullandig1 (1.55)’teki 6rnegi Ole Amble’1n tezinin 2. sayfasinin sonunda buldum (ki orada % olacakti. Ciinkii bu
takdirdey = g dontsiimiiyle (1.55) 6rnegi elde edilmektedir). Ama (2.4)’tekileri hem modernlestirmek hem de genellestirmek gerekiyordu ki bu da bana nasip oldu!

4. Ole Amble, sadece Romberg'in kendi metodu igin kullandig: (2.4)’teki yaklagikliklar1 vermez; trapez yaklagiklikligini (9) ve (10) ve orta nokta yaklasiklikligini (21)-
(23) no’lu formiillerle metodu genisletir ya da genellestirir. Eger bir firsatim olursa, bu makalemden sonra Ole Amble’'in burada ne demek istedigini gosterecegim.
Simdilik sunu soyleyebilirim: Ole Amble’in soziine ettigi metodun genisletilmesiyle ortaya ¢ikan bu yaklagikliklarin asagidaki uygulamalara eslik edebilmesi igin, terim
sayist bakimindan A,y (h, 1)’ deki gibi ele alinmasi ve bu yeni yaklagikliklar i¢in de 2. Tir E-ATA Algoritmast'nin (3.37)’deki gibi 6zellestirilmesi gerekiyor!

Ozetle Piobert-Parmentier metodunun tarihgesi boyledir. Simdi bu metodun genellestirilmesi icin ilkin agik bir uygulama yapacagim, sonra bu uygulamadan hareketle
nasil genellestirebilecegini gosterecegim. Tabii ki metodun genellestirilmesinde tutmus oldugum yol, en genel haldeki Ole Amble’in metodundan gelir (Bkz. (2.46)).

Metoda Giris (25.07.2021, 08:45:32). Eger “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi”nda Teorem 2.3’te gegen (2.38)’i en genel halde ele alir ve h,,, =:h dersek,

(3.1) A,(h) =g[f(a+2) —f(a —2) + f(b —g) - f(b +2)]

icin

—A;(h) +0(h®),
Th1 =Ty + A;(h) +0(h®)

(3.2) {
yaklagikliklar1 s6z konusu olur.

Burada K, ; ve T, ;’in h%*nin kuvvetlerine gére agilimlar1 (2.43)’tekiler olmak iizere A; (h)’nin h*’nin kuvvetlerine gore agilimi su sekildedir:

h h h h hy < 2
Al(h)=—[f<a+—)—f(a——)+f<b——)—f<b+—)]=z _

q q q q — n!p

3.3) n=
2 1
(f(2n+1) (b) _ f(2n+1) (a)) h2n+2 — _ & (f’(b) _ f’(a))hz -—— (f(3) (b) _ f(3) (a)) h% —
pq 3pq

Z 2n + 1)' pg?tt

Simdi (2.47)’deki islemleri burada da aynen yapar,

( h h h h h
Kn1 =Ky —As(h) =l+a1h2+a2h4+---——[f(a+—)—f(a—a)+f(b—a)—f<b+—)]

q

=1 +—(f (b) — '(a) )h? +—(f(3>(b) - f(3>(a)) ht + - g[f<a +2) - f(a —g) + f(b —2) - f(b +2)]

=1+ —(f (b) — f'(a))h2 — —(f<3>(b) —f®(a))h* +- o (f’(b) ' (a))h? 4+ — (f<3>(b) —f®@)h* - -,
pq +2

=1+

(f (b) — f'(a))h? — 720 O(f<3>(b)—f<3>(a))h4

(34) < =0 S : b b
Tn1 = Tn + Ay (h) =1+ byh? +b2h4+---+;[f<a+ S)—f(a——)+f<b——)—f<b+ S)]

=I+Bz—(21)(f’(b) f'(a))h? + B (1)(f(3>(b) f(3)(a))h4+---+h[f( )—f(a—%)+f(b——)—f<b+h>]
(

—l——(f (b) — f'(a))h? + 760(f<3>(b)—f<3>(a))h4+ + (f (b) — f(a))hZ—— f®(b) - (@) h* -
rs 30720
=1- W(f (b) — f'(a))h? + W(fﬂﬂ(b) - f<3>(a))h4 +

=0 =0
ve bu sefer h? ve h*’iin katsayilarini sifirlarsak,
(3.5) (pq + 24,pq3 — 240) = (0,0), (rs + 192,7rs3 — 30720) = (0,0)

seklinde bir denklem cifti elde ederiz.
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Iste bu denklem ¢iftinin kokleri saf karmasgik sayilar olarak su sekilde elde edilirler:

(3.6) (p,q) =+ ( \/_11\/_11) (r,s) =+ 24\/7114\/7 \/_11—\/_11) ﬁ(Zp,;q).

Su halde bu sonuglara gore (3.1)’de h yerine hi alir ve A; (hi)’yi
(3.7) B;(hi) = phi[f(a + ghi) — f(a — ghi) + f(b — ghi) — f(b + ghi)]
formunda g6z Oniine alirsam,

(K1 = K — By (hi) =1+ a;h? + a,h* + -+ — phi[f(a + ghi) — f(a — ghi) + f(b — ghf) — f(b + ghi)]
—1 + e (f (b) — f'(a))h? + % (f® ) - £®(@)) h* + - - phi[f(a + qh) — f(a — qhi) + f(b — qh) — f(b + qhi)]

=1+ —(f (b) — f'(a))h? — %(f@)(b) — ®(a)) h* + - — 2pq(f'(b) — f'(a))h? + (f<3>(b) f®())h* -
3 _
—1— 24pq (f (b) — f'(a))h? + %(f@(b) —f®(a))h* +

=0 =0
(38) \T,; = T, + By (hi) = I + b;h? + b,h* + -+ + rhi[f(a + shi) — f(a — shi) + f(b — shi) — f(b + shi)]

B (2) B4 (1)
=1+ —2 (f'(b) — f'(a))h? + (f<3>(b) f(3>(a)) h* + - + rhi[f(a + shi) — f(a — shi) + f(b — shi) — f(b + shi)]

=1- —(f (b) — f'(a))h? + f<3>(b) — f®()) h* + - + 2rs(F'(b) — f'(2))h? — g(f@(b) —f®@)h* - -,

5760(

48rs — 1 1920rs3 —
= ! 2_— 3) _f(3 4
———(F'(b) - f'(@)h oo (f (b) —f (a))h +
\ =0 =0

yaklagimlarina gore

(3.9) (24pq — 1,240pq® — 1) = (0,0), (48rs — 1,1920rs3 — 7) = (0,0)

denklem ciftinin koklerini reel olarak su sekilde elde etmis oluruz:

V1o 1 5 7 1/ 7
(3.10) (p.g) == <24 \/—>( s) == 12\/7 \/7 = 12\/_ 2\/_) T?(p’iq)'

Iste bu koklere gore (3.7)’deki By (hi) ile

K, — B, (hi) + O(h®),

(3.11) {Tm =T, + B, (hi)) + 0(h®)

olusan yaklagikliklari, Piebort-Parmentier metodunun ilk genellestirilmis seklini gosterir. Ciinkii bu yaklagikliklarin yaklagim mertebesi ne Sheppard’'in (31)-(44)’te
buldugu yaklagikliklardaki gibi O(h?)’den O(h3)’e kadar degisebilen mertebelerdeki gibidir (ki bunlar genel bir metotla degil 6zel bir metotla bulunmustur, dolayisiyla
kotil sonuglar iiretirler), ne Ole Amble'inkiler gibi O(h*), ne de anilan son kaynagin 256. sayfasindaki (7.72)’de gosterilen ve 258. sayfasinda da Ornek 7.8.1’de Durand
metodu igin tiiretilen formiildeki gibi 0(h?) ve O(h3)’tiir; tastamam O(h®)’dir. Ciinkii (3.8)'de goriildiigii gibi h? ve h*'{in katsayilarini sifirladik!

Su halde bu uygulamadan elde ettigimiz sonuglara gore metodu artik rahat rahat genellestirebiliriz.

Genellestirilmis Metot. Eger (3.7)’yi genellestirirsek yani k = 1,2, ---, m igin py, qx € R katsayilarin1 géz oniine alirsak,

(3.12) Ap(hi) = 2 prhi[(f(a + qhi) — f(a — qhi)) — (f(b + qyht) — f(b — qyhi))]
k=1

yaklagiklikligina gore I = fab f(x)dx integrali i¢in (3.11)’e gore

Kym = Ky — A (hi) + O(h*™m+2),
Tom = Tn + Am(hn) + O(h*m+2)

(3.13) {
esas yaklagikliklari s6z konusu olur (ki h = hy,’dir).
Burada Euler-Maclaurin toplam formiiliine gore I integrali i¢in K}, trapez formiilii ve T, orta nokta formiilii i¢in

2m
(Kn =1+ Z agh?® =1+ a;h? +a,h* +
(3.14) k=1

2m

Tn=1+2bkh2k=l+b1h2+b2h4+

esitlikleri gecerlidir (Bkz. “Konvergenzbeschleunigung durch Extrapolation am Beispiel der Romberg-Integration” adl tezinde trapez formiilii i¢in S. 35 ve orta nokta

formiili i¢in S. 43).
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Bu esitliklerdeki katsayilar,

Bok
(315) dx = (Zk)'

dir (Bkz. “Euler-Maclaurin Formula™).

(f(zk 1) (b) — f(zk—l) (a)) , by

1
RN -

Bu katsayilarda Bernoulli polinomlarina gére ilkinde Bq = B4(1) iken ikincisinde

(3.16) By (%)

dir.

1

Diger taraftan (3.12)’deki A, (hi)’nin h’nin kuvvetlerine (¢ift kuvvetleri) gore agilimi,

(3.17) f(a+ quht) = z %f(r)(a)(qkh)r

r=0
icin
1+ n2r+2)< m ) u 2m- 12( 1)k+2
m(hll) = T psqg [f(r) (a) — f(r)(b)] (hu)”l Psq 2k+1 f(2k+1) (b) — f(2k+1)(a) h2k+2
(3.18) Z Z s @k+ D1 2 )
1
=2 (Zl pst) (f’(b) - f’(a))hZ — §<Zl psq2> (f(3)(b) — f(3)(a)) h* +

seklindedir.

Su halde (3.13)’e gore

Knm = Kn — A (hi) = K, —I+Za h2k —

2m-1

2m1

2m-1

2( 1)k+2
s @k+ D1

(3.19)

A

2k+2

=1+ Z (2k+2)'

2m-1
s
k=0
\

Bok+2
2k+2)!

2( 1)k+2 .
(2k+ D! (Z Psa3" 1)

ve

f 2m-1
Tom = Ty + Ap(hi) = T, —I+Zbkh2k+ Z

2m-1

— 1+ Z b1 h?<2 +

2m-— 1
1+ Z 2k+2
- 2k +2)! 2)'

2m-1

I+
k=0

2m-1

2( 1)k+2
(Zk + 1)!

(3.20) {

(1 —2172K)Byy
(2k + 2)!

SqS

2(_1)k+2 m
MNCTEEY] (SZ P

f(2k+1) (b) — f(2k+1) (a)) h2k+2 _

f(2k+1) (b) — f(2k+1) (a)) h2k+2 4 z
k=0

2k+1

2( 1)k+2

s (2Zk+D)! (Z psq2k+1> (f@D (b) — F@+D (a) ) n2+2

(Z psq2k+1> f(2k+1) (b) — f(2k+1)(a)) h2k+2

2m— 12( 1)k+2

. (2k+ D) (Z psqz“*l) (F@D (b) — F@+D (a) ) p2k+2

(2k+1)(b) _ fk+1) (a)) h2k+2 4 Q(p4m+2),

2(= 1)k+2 2k+1 (2k+1) (2k+1) 2k+2
@k+ D! Z P ) (FED®) (340 )b

(Z psq2k+1> f(2k+1) ) — f(2k+1) (a)) h2k+2

2m— 12( 1)k+2

2k + D! (Z Psqz““> (F@D (b) — F@+D (a) | p2+2

) (f(2k+1) (b) — F2k+D) (a)) h2k+2 4 Q(h*m+2)

=0

esitliklerinden

B2k+2
(Zk +2)!

2( 1)k+2
2k + 1)!

. Bak+2 (%)
Ck+2)!
2(_1)k+2 -
\ Qk+ 1)!

GOA
4(k + 1) B2k+2

(3.21) !
(—Dk

cifte denklem sistemi elde edilir. Fakat bu cifte denklem sistemi bir lineer denklem sistemi olmadigindan ¢6ztimii hi¢ mi hi¢ kolay degildir. Ctinkiik = 0,1, -+

i¢in ey: = ¢y, dj dersek,

C4(k+1) Baksz G)

Cks

(—Dk 1 1
Tak+ D) (1 - 22k+1) Baksz = (1 - 22k+1) Gk =+



https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/MAT4130/v19/undervisningsmateriale/euler-maclaurin.pdf
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qd1 q: dm P1 €o

3 3 3 e

(322) ql qZ qm p:Z — .1
q‘l““ ! q%m ! q‘r‘nm 1) \Pm €2m-1

denklem sistemini s6z konusu olur. Ancak bu denklem sisteminin ¢6ziimii ne kadar zor olursa olsun yine de lineer denklem sistemindeki gibi sistemli olarak kolay bir
yolu var. §oyle ki katsayilar matrisi

€m-1 €2 €1 €o
€m €3 €2 €1
€m+1 €4 €3 €2
(3.23) A= . . . .
€2m-3 €m €m-1 €m-2
€2m-2 €m+1 €m €m-1
olmak iizere q%,q3,***, g%, nin
— 2 _ 2 2 2
01 —Z(h =qi+4qz+ -+ Qqm
— 242 — 422 2.2 2 2
(3.24) (02 = Z 419z =914z + 4193 + =+ + dp-1dm
— 1242 2
=419z """ 9m
elemanter simetrik polinomlarina gore
( €m-1 €2 €1 €o
€m-1 €2 €1 €o €m-1 €2 €1 €o €m €3 €2 €1
€m €3 €2 €1 €m €3 €2 €1 - €m+1 €4 €3 €2
i— . . . .
o. = 1 em+1 E4 eg eZ oo = 1 em+1 e4 E3 ez o = (_1) : H : H
! |A| : : N |A| : : : N |A €2m-1 €m+2 €m+1  €m |’
€2m-3 €m  €m-1 €m-2 €2m-1 €m+2 €m+1  €m : : : :
(3 25) ) €2m-1 €m+2  €m+1 €m €2m-2 €m+1 €m €m-1 €2m-3 €m €m-1 €m-2
' €2m-2 em+1  ©m  €m-1
€2m-1 €m+2 €m+1  €m
€m €3 €2 €1
m-1
_ (-1 €m+1 €4 €3 €2
€2m-3 €m  €m-1 €m-2
. €2m-2 €m+1 ©m  €m-1

¢oziimleri mevcuttur. O halde bu elemanter simetrik polinomlara gore

m
(3.26) Z(_nichz(m—j) —0

j=0
denklemi elde edilir ki bu denklemin koklerinden

m-—1 1)) . O
qize.fc]-,j=0( Demj-10]

qi [T j=1(af — of

Zme(,, o(— 1)]em—j—10j

]:tl] 1(q1

Zq ¢oji= _o(—Den_j_10;

qz j¢2,j=1(q% —qf

Zq €oji= _o(—Den_j_10;

(3.27) p1 =
dm H]im] 1(q%n - q2

IpZ_ ’...’piz ,...,pm_

¢oztimleri gegerli olur.

Fakat bu ¢oziimlerdeki pay ve paydadaki ifadeler,

m-1 m-1/r
> (Wiem 0= 22 N (- 1lerjo; |2,
qf€aj,j=0 r=0 \j=0
(3.28) < j ) )
J#1j=1 r=1

seklinde de yazilabildiginden p;’leri su sekilde de verebiliriz:

m (T o (- De,_jo;)gc ™
(=D (m - r)oq? ™

(Z] o(-De_jo J)qZ(m -y
2 S(—D)T(m - o™ P2 2
(Z] o(—Dler_ JG])qZ(m Y
2 H(=Dr(m - Do, 2™

(Z] 0( 1) €r—jo ])q2(m - 3

pP1 = o Pi =
H(=1Dr(m — o ™! z

)

(3.29)

Simdi bu ¢6ztimleri biraz daha gelistirebilmek i¢in (3.26) denklemini incelememiz gerekiyor.
Denklem Hakkinda. (3.26) denklemi i¢in asagidaki sonuglar gecerlidir:

1. (3.26) denkleminin tiim kokleri reeldir. Bu koklerin yarisi (m tane) orijinin solunda ve diger yarisi da saginda simetriktirler.

2. 1. Madde nedeniyle sadece pozitif kokleri almamiz yeterlidir. Yani (3.26)’da q% =: x degisken déniisiimiinii yaparsak,
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(330) gk = /xk

i¢in sadece
m
(3.31) Z(—nlojxm-l —0
=0

denklemini almamiz yeterlidir. Ciinkii bu haldeyken tiim kokler reel olup orijinin saginda olduklarindan bunlarin negatif isaretli olanlar1 simetrik olan diger kokleri
verir.
3. Eger qx = —+/Xy negatif kokleri goz ontine alirsak (3.27)’ye gore —py elde edilir ve bunlari (3.12)’de yerlerine koyarsak,

A (hi) = Z pkhﬁ[(f(a + qihi) — f(a — qkhﬁ)) - (f(b + qyht) — f(b — qkhﬁ))]
k=1

(332) {= i(—pk)hﬁ |((a — /xihi) — f(a + /xihi) ) = (£(b — yxchi) — f(b + /xihi) )|

- Z pihi [(F(a+ y/xcht) — f(a — \/xcht) ) = (f(b + /xchi) — f(b — fxcht) )| = A (h)

sonucu degismez. Yani negatif kokler (3.12)’deki Ay, (hi)’yi degistirmez!

4. (3.26)’daki polinom 1. Madde’ye gore Legendre polinomlarina benzer. Ama buradaki polinom hem x ekseninde sinirlandirilamaz hem de genligi Legendre poli-

nomlarinkilerinden ¢ok ¢ok daha biiyiiktiir.

Su halde bu sonuglara gore (3.30)’daki degisken dontisiimiinii yaparsak (3.12)’deki Ay, (hi)’yi,

(3.33) Ap(hi) = i pichi [(f(a+ y/xcht) — f(a — \/xcht) ) = (F(b + /xihi) — (b — \/xchi) )|

seklinde yazabilir ve (3.29)’daki ¢oziimleri de en sade sekilde soyle verebiliriz:

b = T (B (= Diep_jo; )xP Tt b, = I (o (= Dep_joj)xp Tt b = Tt (B (= Diepjoy )x
= —,p, = Py = —,
m-r—3 m-r—3 m-r—3
334 I (-Dr'(m —oyx, 2 It (-D)r(m —oyx, 2 I (=Dr(m - r)ox, 2
339 Y (oo (—1ep_jo;)xm
Pm =
I D m - Dok,

Burada (3.24)’e gore 04,05, "+, Oy, ifadeleri artik X4, X5, -+, X, 'nin elemanter simetrik polinomlaridir:
04 =Zx1 =X +Xp 4+ + X,
(3.35) o0, = lexz = XXy +X1X3 + -+ Xm—1Xm»
;m = X1Xy *** Xpy-
Ekstrapolasyonun Tanimu. Eger (3.13)’teki K, i, ve Ty, 1, yaklagikliklarini V€ € N* icin X, = Ky m, Ton m genel yaklagikliklar olarak goz oniine alirsak,
(3:36) Zpn,o(X) = Xyn
baslangi¢ degerine gore Yk € N i¢in 2. Tiir E-ATA Algoritmasi Ver. 1 (2003) ya da 2. Tiir ATA Ekstrapolasyonu gegerli olur (Bkz. (2.34) ve (2.39)):

4€(k+2m+1)2£( +1) k(X) -7, k(X) .
B37) L (0 = 1 O (nyreemes).

4m+2

Burada dikkat ederseniz (3.13)’teki Ky, i, ve Ty, 1y, yaklagikliklarinin yaklasim mertebesi O(hf™*?) oldugundan, hy,’nin kuvvetinin yaris ( =2m + 1) 44n kuv-

vetindeki k’nin dtelendigi degeri gosterirken, Z ekstrapolasyonunun yaklagim mertebesi su sekilde elde edilir:
(3.38) 0 (hi(lk+2m+1+1)) =0 (hﬁr(lk+2m+2)) =0 (h§1;+4(m+1)).

Bunun igin ilkin K, , ve T,y yaklagikliklarinin yaklasim mertebesi O(hg™*?), dolayistyla Ky ve Top m yaklagikliklarinin yaklagim mertebesi o(h‘;;}l“ iken Z
ekstrapolasyonunda (k = 0 i¢in) bu silinir ve bir sonraki O(hjn'*?*2) = O(h3**) = 0 (hjﬁmﬂ)) yaklagim mertebesi ortaya ¢ikar. Diger k degerleri icin de iglem bu

sekilde devam eder ve sonunda k i¢in (3.38)’e ulasilir!


https://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial.html
http://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/rik3.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf

Uygulamalar

Uygulamalara Giris. Oncelikle uygulamalara baglamadan énce “Denklemlerin Tarihgesi” hakkinda birkag s6z sdylemek istiyorum. Ciinkii bizim zamanimizda mevcut

olmayan “Matematik Tarihi” iniversitelerimizde artik bir ders olarak okutuluyor. Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii'nii pek de hos olmayan bir
ortamda okumustum ve simdi hepsi ahirete goctiigii icin rahat rahat konusabilirim (ki bundan yanlis bir anlam ¢ikarilmasin). Bizim dénemimizde denklemler hi¢
anlatilmadi; yalnizca bazi 6gretim tiyeleri derslerde havayr yumusatmak igin bir espri olarak deginirlerdi. Hi¢ unutmam, Bediz Asral, bir Kismi Tiirevli Diferansiyel
Denklemler dersimizde 3. derece denklem hakkinda birkag sey soyledikten sonra “Hirsiz Kardan” demisti, ki bu dogruydu (Bkz. “Cardano the Thief”, S. 7). Aslinda bu
konu cebirci Hiilya Senkon’un isiydi ve ancak son yilimizda “Soyut Cebir Dersleri Cilt I1” kitabini yetistirebilmisti. Denklemlerin ¢6ziimleri kitabin son bolimiindeydi

ama firsat bulamadigi icin derste anlatamadi (ki bu durumdan yakinmasinin 1-1 tanigryim). Tabii ki ben genelde ders ¢alismak i¢in Universite Kiitiiphanesi yerine
Beyazit Devlet Kiitiiphanesi'ne gittigimden, orada “Denklemler Teorisi I, I, III” kitaplariyla ¢oktan hasir nesir olmustum ve bir sey dikkatimi ¢ekmisti: Hiilya Senkon,
yazdig1 kitaplarda B. L. van der Waerden’in kitaplarindan yararlaniyordu (Bkz. “Modern Cebir Cilt IT”). Neden? Ciinkii Waerden, Emmy Noether’in 6grencisiydi ve o

da bir Emmy Noether hayraniydi (Bkz. “Cumhuriyet Katalog”. Bu linki tikladiginizda Hiilya Senkon’un Emmy Noether hakkindaki yayinlarini gorebilirsiniz). Bir sey
daha dikkatimi ¢ekmisti: Waerden, sadece Modern Cebir’de yetkin biri degildi; son siniftayken bolimiimiizde satilan “Bilimin Uyanis:” adli kitabini aldiktan sonra
Antik Matematik’te de yetkin biri oldugunu gérmiistiim. Ornegin, kitaptaki Plimpton 322 no’lu tablet hakkinda Otto Neugebauer’inkiyle birlikte onun ¢ikarimlarini
ve tahminlerini okurken resmen soluksuz okuyordum. Neugebauer’i 5yle yabana atmayin; ¢iinkii eger Géttingen Universitesindeyken calisma kagitlarina bakarsaniz,
Modern Cebir’de de digerlerinden farki yoktu. Ornegin, Hiilya Senkon’un bize anlattig1 Halka Aksiyomlar’’'n1 Emmy Noether’in dersindeyken almis (Bkz. Ring).

Denklemlerin Kisa Bir Tarihgesi
Bilindigi iizere Denklemler Teorisi’ne gore derecesi 5 ve 5’ten bityiik genel bir denklemin kokleri radikallerle yazilamaz. Bu konuda Marmara Universitesi'nin de tavsiye

ettigi Hollandali matematik¢i B. L. Waerden’in “Modern Cebir Cilt I”indeki “Chapter VII: Galois Theory” bolimiinden gerekli bilgileri alabilirsiniz (Bkz. “Ders Ki-
tabi/Malzemesi/Onerilen Kaynaklar”). Fakat 172. sayfada baslayan “56. Solution of Equations by Radicals”da denklemlerin ¢6ziimleri tarihgesiyle birlikte anlatilmaz.

Ornegin, 177. sayfada baglayan “58. Equations of The Second, Third and Forth Degrees”de 3. ve 4. dereceden genel denklemlerin ¢oziimleri Lagrange’a aittir (Bkz.

“37.3.6. Lagrange method”, S. 136-138). Yani 3. dereceden genel bir denklemin ¢6ztimii Lagrange’in yontemine gore verildikten sonra “Cardano Coziimii”’nden bah-

sedilir. Modern anlamda bu dogrudur ama Cardano’nun orijinal ¢6ztimii igin 1545 tarihli “Ars Magna (Biiyiik Yapit)”ya bakmak gerekir!

1. Kuadratik Denklem. 2. dereceden (kuadratik) her tiirlit denklem Eski Babilonya’da ¢oziilityordu. Bu konuda elimizde sayisiz tablet vardir (Bkz. “The Exact Science
In Antiquity”. Neugebauer burada Plimpton 322 no’lu tabletteki Pisagor Ucliileri’nin kuadratik denklemler yoluyla elde edildigini sdyler). Bununla birlikte kuadratik
denklemler Antik donemdeki Eski Misir, Eski Cin, Eski Hint, Eski Yunan ve Eski Roma’da da konu olmustur. Ama hepsi Eski Babilonya’ya dayanir. Harezmi'nin
825’te yazdig1 “Al Kitab-1 Fi Hisab Al Cabr wal Mugqabalah (Tamamlama ve Dengeleme Yoluyla Hesaplama)” adl kitab1 bu eski uygarliklardaki denklemlerin bir
derlemesi olarak kargimiza ¢ikar. Harezmi, bu kitapta kuadratik denklemleri 6 farkli sekilde siniflar ve her birinin nasil ¢6ziildiigiinii gosterir. Ornegin, 4. tipteki

(3.39) x?+10x =39

denkleminin ¢6ziimiinii su sekilde anlatir: “Seylerin sayisinin yarist al, 5; onu kendisiyle ¢arp, 25; buna 39 ekle, 64; bunun karekokiinii al, 8 ve bunu seylerin sayisinin
yarisindan gikar. Sonug 3’tiir.” Harezmi’'nin ¢oztimii Eski Babillilerin ¢6ztimiine benzer; ¢iinkii ¢6ziimde kullandig1 geometrik modelleme Eski Babil’den gelir!

2. Kiibik Denklem. Kiibik denklemlerle ilk ugrasanlar Tiirk-islam matematikgileri olmustur. Bu denklemlerle ilk ugrasan rubaileriyle de iinlii Omer Hayyam’dir.
Hayyam, x3 + cx = d tipindeki kiibik bir denklemi parabol ve gemberi kesistirerek geometrik yontemle ¢ozer. Tiirevin mucidi Serafeddin el Tusi ise, “Cebir” adl
kitabinin 2. par¢asinda kiibik denklemleri 5 sinifa ayirir ve bunlarin ¢6ziimlerini arastirir. Ornegin Hayyam’'inkinden farkl olarak, x3 + d = bx? denkleminin ¢ozii-
miinde kiibik polinomun maksimum noktasini bulmaya ihtiyaci vard: ki bu daha sonra Cardano tarafindan cebirsel ¢oziimii verilen denklemin diskriminantina kar-

silik geliyordu. Dikkat ediniz, bu kiibik denklemin ¢6ziimiinde hem tiirev (1. tiirev) bilgisi gecer, hem de diskriminant (Bkz. “Cebirin tarihsel Gelisimi”, “Sharaf al-Din
al-Tiisi on the Number of Positive Roots of Cubic Equations™).

Daha sonra bu ¢oziimler 15. yiizyil ile 16. yiizyilin basina kadar Avrupali matematikgiler tarafindan ele alinarak gelistirilir. Buna gore 1500-1515 yillar1 arasinda Bologno
{iniversitesinde profesor olan Scipione del Ferro (1465-1526), x> + cx = d tipindeki denklemlerin ¢dziimleri igin cebirsel bir yontem gelistirdi. Bilindigi gibi Islam
diinyasinda sadece pozitif katsayili denklemler geometrik bir yolla ¢oziilmiis, negatif ¢oziimler dikkate alinmamusti. Ferro'nun 3. dereceden (kiibik) denklemleri dog-
rusal, pozitif katsayili ve sabit terimden olugsmaktadir. Ferro 6lmeden 6nce yaptig1 ¢oziimleri 6grencisi Antonio Marie Fiore’ye (16. ytizyilin ilk yaris1) agikladi. O
donemin Italyan matematikgilerinden Niccolo Tartaglia (1499-1557), x3 + bx? = d tipindeki denklemlerin ¢6ziimlerini ilk kendisinin kesfettigini iddia etti. Fiore,
halkin huzurunda Tartaglia’ya meydan okudu, ancak Tartaglia, Fiore'nin yapamadig: kiibik denklem ¢oziimlerini dogru olarak yaparak, halkin huzurunda kazandi-
gini ilan etti (Cajori, 2007). Bir diger italyan matematik¢i Gerolamo Cardano (1501-1576), Tartaglia’dan yaptig1 ¢oziimleri kendisine anlatmasini istedi. Tartaglia,
Cardano’ya yaptig1 ¢oztimleri yayimlamamasi kosuluyla anlatacagini séyledi. Tartaglia, 3 farkl kiibik denklem formunun ¢oziimlerini siir formatinda Cardano’ya
aciklar. Ilerleyen yillarda Cardano, bu denklemlerin ¢oziimlerinin Tartaglia’dan dnce Del Ferro tarafindan yapildigini 6grenir. Bu duruma sinirlenen Tartaglia, 1545
yilinda yayimladig1 “Ars Magna sive de Regulis Algebracis” isimli eserinde x3 + cx = d tipindeki denklemlerin ¢6ziimlerini szel olarak yapar ve ¢éziimii veren formiilii
aciklar (Katz, 1998). Cardano, x* + cx = d tipindeki denklemlerin ¢éziimlerini modern gosterimle soyle verir (ki bu ¢dziimler bir yemek tarifi gibidir): Bediz Asralin
ayni derste bize anlattigina gore, Cardano,

(340) x> +cx=d

denkleminde x = u + v degisken doniisimiiyle Hudde'nin hileli yontemini kullanarak (ki iinlii illtizyonist Houdini ile karigtirmayiniz),

<3uvic>(u+v)+u3+v3=u3+3uv(u+v)+v3ic(u+v)=u3+3uzv+3uv3+v3ic(u+v)=(u+v)3ic(u+v)=d

=0 =3uv(u+v)

esitliklerinden
(3.41) - Ty

3
denklem sistemini ve buradan da U = u3, v3 i¢in kokler toplami u® + v3 = d ve carpimi u3v3 = F G) olan su kuadratik denklemi elde eder:

(342) U2—dUF (g)3 = 0.


http://mato.aef.marmara.edu.tr/dosya/aef/mato/%C4%B0%C3%A7erikler/akred.i%C3%A7erik/ilkmatdersi%C3%A7erikler/ilkmatdersi%C3%A7erikleri/IMO3003_Matematik%20Tarihi_A%C5%9E%C3%96zdemir.pdf
https://eksisozluk.com/istanbul-universitesi-matematik-bolumu--482531
https://eksisozluk.com/istanbul-universitesi-matematik-bolumu--482531
https://cs.uwaterloo.ca/%7Ecbruni/CO480Resources/lectures/CO480MayAug2017/lecture11.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=P5lS8n3HFpU
https://www.nadirkitap.com/soyut-cebir-dersleri-cilt-1-2-prof-dr-hulya-senkon-kitap4878515.html
http://www.ru.ac.bd/wp-content/uploads/sites/25/2019/03/104_09_02_van-der-Waerden-B.L.-Modern-Algebra-II-1950.pdf
https://tr.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether
https://egazete.cumhuriyet.com.tr/katalog/4199/2008/5/30/16
https://archive.org/details/scienceawakening00waer/mode/2up
https://sites.google.com/site/neugebauerconference2010/web-exhibition-neugebauer-at-goettingen
https://b237ed17-a-62cb3a1a-s-sites.googlegroups.com/site/neugebauerconference2010/web-exhibition-neugebauer-at-goettingen/Neug-Box%207-Noether%20Algebr%20Funkt-2%20facing%20unnumbered-Abschmitt%20I--Groessen.jpg?attachauth=ANoY7cr04tEv4VR0BLTMyi4Dy-PstNvQ1rvWi3gG-rUTr0NSHyyXGcGsULRppMl9PPCDzppInrHzCK724W5VyEhDLUCcafbfS7K-Jg45BSgDI8Tu9j-vsKn1ZSuA-5eXxqscEMY4nO2kOj7m7tI0AyJE396SuSB75mHG03L_10DEVBNl2PqInCAsvOnjfCUAwLGiqnPgz4MxYiHCeZ2OIUyTLf0wEYFapE1CgOD5M9CZZ-KufJWrTXGGekqhuA6oHgDK4B5hOYCGrKmwjLiz6WK3OcSmmOcCoy9ZefASqLtl6aue4dpNPFiWOuPCAe-AbIGLEGkF4QuvHmXs2mrg_0Lq6i44sk_4gMif2R4nqKpqTOvXubcjzGU%3D&attredirects=0
http://www.ru.ac.bd/stat/wp-content/uploads/sites/25/2019/03/104_09_01_van-der-Waerden-B.L.-Modern-Algebra-I-1949.pdf
http://www.ru.ac.bd/stat/wp-content/uploads/sites/25/2019/03/104_09_01_van-der-Waerden-B.L.-Modern-Algebra-I-1949.pdf
http://mato.aef.marmara.edu.tr/dosya/aef/mato/%C4%B0%C3%A7erikler/akred.i%C3%A7erik/ilkmatdersi%C3%A7erikler/ilkmatdersi%C3%A7erikleri/IMO3003_Matematik%20Tarihi_A%C5%9E%C3%96zdemir.pdf
http://mato.aef.marmara.edu.tr/dosya/aef/mato/%C4%B0%C3%A7erikler/akred.i%C3%A7erik/ilkmatdersi%C3%A7erikler/ilkmatdersi%C3%A7erikleri/IMO3003_Matematik%20Tarihi_A%C5%9E%C3%96zdemir.pdf
http://www.ru.ac.bd/stat/wp-content/uploads/sites/25/2019/03/104_09_01_van-der-Waerden-B.L.-Modern-Algebra-I-1949.pdf
http://www.ru.ac.bd/stat/wp-content/uploads/sites/25/2019/03/104_09_01_van-der-Waerden-B.L.-Modern-Algebra-I-1949.pdf
http://docshare01.docshare.tips/files/27254/272541712.pdf
https://archive.org/details/introductiontoth00dickuoft/page/4/mode/2up
https://archive.org/details/introductiontoth00dickuoft/page/4/mode/2up
https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasure-cardanos-ars-magna
https://archive.org/details/TheExactSciencesInAntiquity/page/n55/mode/2up?q=quadratic
https://archive.org/details/TheExactSciencesInAntiquity/page/n55/mode/2up?q=quadratic
https://dergipark.org.tr/tr/download/article-file/201321
https://core.ac.uk/download/pdf/82796697.pdf
https://core.ac.uk/download/pdf/82796697.pdf
https://tr.wikipedia.org/wiki/Harry_Houdini

Uygulamalar

Iste Cardano bu denklemin

koklerinden

(3.43) u,v= 3 ;i (g)z + (5)3

¢oziimlerine ulasir ve boylece (3.40) kiibik denkleminin reel kokiine

a0 xmvr= - [0 @)+ 3+ ) <€)

seklinde ulagir. Fakat bu kokiin elde edilmesindeki (3.41)’in, dolayistyla Hudde'nin hileli yonteminin “Soyut Cebir Dersleri Cilt II” kitabinda agik olmadig1 belirtilir.
Bu, ayni zamanda Bediz Asral'in yontemde hileli gordiigii nokta idi. Ciinkii o, bize derste 133-135. sayfalarindaki “37.3.4. Cardano’s method™unu anlatirken tahtaya

(2) denklemini yazmis ve sonra (3) denkleminde neden 3uv + p = 0 oldugu hakkinda bilimsel bir a¢iklama getirilemedigi i¢cin “Hudde’nin Hileli Yontemi” demisti.

Aslinda burada anlagilmayacak bir sey yok, ¢iinkii

x3=(u+v)s =u3+3uv<u+v>+v3 =3uvx +ud +v3
——

=X

oldugundan
(3.45) x3+cx—d=x3-3uvx— (u +v3)

esitliginde polinomlarda 6zdeslik gegerlidir (ki Hudde bunu 1650’de (4)’teki transformasyonla agmistir). Bu durumda (3.41)’deki denklemler acik hale gelmis olur ki,
bu sekildeki bir ¢coztiimii Vieta (1540-1603) kullanmis ve kiibik denklemleri ¢6zmiistiir. Vieta, kiibik denklemleri 13 sinifa ayirir ve her birini ayr1 ayr1 ¢6zmek yerine,
her seferinde bu metodu kullanir. Ornegin, x3 — 21x = 20 denklemini ¢ozerken, u?> +uv+v?=21veuv(u+v) =20 esitliklerini goz 6niine almis, u ve v degerle-
rinin 1 ve 4 olabilecegini ifade etmis, buradan denklemin kokiinii x = u+v = 1 + 4 = 5 olarak bulmustur. Bununla birlikte bir denklemin katsayilarinin kokler
cinsinden (3.35)’teki gibi yazildigini ilk kez Vieta vermistir (Bkz. “Vieta Formiilleri” ve orijinali i¢in “Opera Mathematica”).

3. Kuartik Denklem. Bu tiir denklemlerin ¢6ztimiinii ilk kez Cardano’nun 6grencisi Lodovica Ferrari (1540) yapmus ve Cardano, bu ¢oziimii kiibik denklemin
¢oziimiiyle birlikte “Ars Magna”da yayimlamistir. Buna gore Ferrari, genel 4. dereceden denklemdeki x*’lii terimi yok ederek,

(3.46) x*+cx?+dx+e=0
denklemini ele almis ve ardindan, eger modern matematikle ifade edersek,
4wl =x*+2ux?+ut=2ux’*-cx?—dx+u*—e=Qu—0c)x*—dx+u’—e
esitligin sol tarafinin bir tam kareye tamamlarken,
(347) X2+ w?=Qu-ox?—dx+u?—e
denkleminde goriildiigii tizere sag tarafinin da bir tam kare yani sag taraftaki kuadratik polinomun diskriminantinin
A= (—d)?2—4QRu—-c)(u®’—-e)=0
olmasindan hareketle, ki 2u = v degisken doniisiimiinii yaparsak,
(3.48) v¥—cvi—4ev+4ce—d?=0

kiibik denklemini elde etmistir. Bu denklem de (3.40)’taki kiibik denkleme indirgenip ve reel kokii (3.44)’teki gibi oldugundan (3.46) kuartik denklemi boylece ¢oziil-
mis olur!

4. Kuintik Denklem. Bu tiir genel bir denklemin ¢oziillemeyeceginin anlagilmasi yaklagik 300 yil siirdii. Clinkii matematikgiler Cardano’dan sonra 5 ve daha yiiksek
dereceli bir denklemin koklerinin cebirsel olarak bulunmasinin imkansiz oldugundan siiphelenmeye baslamislardi. Bundan ilk stiphelenen kisi, Paolo Ruffini'dir.
Cardano’dan yaklasik 200 yil sonra dogan Ruffini bu konudaki ¢alismalarina deger verilmedigini gorerek mutsuz bir sekilde 6ldii. Fakat kiymeti ancak 20. yy'in
sonlarinda anlagilabilindi. Ruffini’den 100 yil sonra Niels Henrik Abel (1802-1829) 5. dereceden (kuintik) bir denklemin koklerinin cebirsel olarak her zaman buluna-
mayacag tizerine bir makale yayimladi. Onun kadar sansh olamayan Evariste Galois (1811-1832) ise tiim denklemler i¢in gecerli olan ve kendi adiyla anilan kuramin
diielloda dlecegini anladid: i¢in, diiellodan 6nceki aksam arkadasi Auguste Chevalier’e yazdig bir mektupta agikladi. O gece el yazmalarinin her kosesine “hi¢ zamanim
yok!” ibaresini birakmisti. Aslinda hentiz 20 yasinda Matematik diinyasina biraktigi bu armagan bazi tiniversitelerimizin Matematik boliimlerinde “Galois Kurami”
bir ders olarak okutulmaktadir (Bkz. BUM, IYTE, YUM vb.).

Ozetle “derecesi 5 ve daha yiiksek bir denklemin kéklerinin cebirsel olarak ¢6ziimii yoktur” ifadesi ilk kez 1799°da ortaya atilmis ve 1824’te Abel-Ruffini Teoremi ile
ispatlanmistir. Galois ise son darbeyi vurmustur. Ciinkii kuramina gore derecesi 4’ten yiiksek olan denklemlerin koklerinin cebirsel olarak bulunabilmesi i¢in saglamak
zorunda olduklar1 bazi gartlar vardir ve bazi denklemler bu sartlar1 saglamaz. Bu sonug ayni ifadenin bir diger ispatin1 gosterir.


https://www.nadirkitap.com/soyut-cebir-dersleri-cilt-1-2-prof-dr-hulya-senkon-kitap4878515.html
http://yunus.listweb.bilkent.edu.tr/pipermail/turkmath/2013-July/002639.html
http://docshare01.docshare.tips/files/27254/272541712.pdf
https://archive.org/details/introductiontoth00dickuoft/page/2/mode/2up
https://archive.org/details/introductiontoth00dickuoft/page/2/mode/2up
https://en.wikipedia.org/wiki/Vieta%27s_formulas
https://archive.org/details/bub_gb_25iHrtJpy9oC/mode/2up
https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasure-cardanos-ars-magna
http://www.math.boun.edu.tr/tr/index.php/lisans/akademik-program
https://math.iyte.edu.tr/lisans-dersleri-egitim-plani/math456tr/
https://fenedebiyat.yeditepe.edu.tr/tr/matematik/dersler/258

Uygulamalar
Coziilebilir Olanlar

Fakat derecesi 4’ten bityiik olan bazi denklemler indirgenebildiklerinden radikallerle (denklemin katsayilarindan olusan koklii ifadeler) ¢oziilebilirler. Bunun 6rnekle-
rini iniversitede kiitiiphanedeyken “Denklemler Teorisi I, II, III” kitaplarinda ama, bu tip indirgenebilen denklemlerin ¢6ziimlerinin pratikte kullanilamayacak kadar
karmagik olduklarini gormiistiim. Bu konuda Arthur Cayley’in verilen herhangi bir 5. dereceden bir denklemin ¢oziilebilir olup olmadigina iliskin kriteri dikkat ¢eker.
1888’de George Paxton Young, ¢ozilebilir 5. dereceden bir denklemin ag¢ik formiil saglamadan nasil ¢oziilebilecegini agikladi. Daniel Lazard (2004), bunun i¢gin 3
sayfalik bir formiil yazdi. Bu konuda diger gelismeler i¢in “Kuintik Denklem (Quintic Equation)” sayfasina bakiniz.

Diger Yontemler

Jerrard, 1835’te a reel sayisi igin x> + x —a = 0 denkleminin egsiz reel kokii olan ultra-radikaller (Bring radikalleri olarak da bilinir) kullanarak ¢éziilebilecegini
gosterdi. Daha sonra Charles Hermite, 1858’de 5. dereceden denklemlere iligkin eliptik fonksiyonlar yardimiyla genel bir ¢6ziim bulmus ve Felix Klein, 1884’te ikosa-
hedron simetrileri, Galois teorisi ve Hermite'nin ¢6ztimiindeki eliptik modiiler fonksiyonlarla iligkili ve terimleri genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar olan bir
¢oziim vermigse de (ki Wolfram Research tarafindan bir poster halinde yayinlanan “Kuintik Coziimii (The Solving Quintic)” buna dayanir), konu artik denklemler

kuraminin sinirlarii asmis ve gruplar, cebirsel sayilar ve karmagik degiskenli 6zel fonksiyonlar kuramlarinin ortak ilgi alanina dontismistiir.

Fakat s6z konusu bu ¢oztimler de pratikte kullanilamayacak kadar

»

karmasiktirlar ve bu yiizden daha ¢ok “Yaklasum Yiontemleri

.= \ ] ,-..-,-“q.‘-«- J-—«M P —— ,-‘-' . tercih edilir. Bu yontemleri “Sayisal Coziimleme” adl kitabin 2.

ik bolimiinde gorebilirsiniz. Bunlardan en ¢ok kullanilanlar, bir¢ok
literatiirde goriilen Newton-Raphson, Halley, Olver, Abbasbandy,
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Li ve Wang'in verdigi Thiele 1-2, Hausholder vb. tiirevlere dayali

FUUU LALLM DAL LVUAULIUr “Babil Algoritmasindan Modern Kok Algoritmalarina Dogru
4000 Yillik Bir Yolculuk” adl1 tezimin 108-170. sayfalarinda ana
bagliklar ve teorik olarak su calismalarim mevcuttur:

PR, o 11.1 1:2: . Y 3 n‘ i 1.1 iteratif yontemlerdir. Bu konuda 2008’de bitirdigim 194 sayfalik

1.5. ATA M Algoritmalari Ver. 3: Polinomal Interpolasyonlarla
f(x) Egrisinin Koklerine Yiiksek Mertebeden Yaklasumlar Me-
totlar:

1.5.1. Lineer Interpolasyonla f(x) Egrisinin Koklerine Yiiksek
Mertebeden Yaklasimlar Metodu,

1.5.2. Ters Polinomal Interpolasyonlarla f(x) Egrisinin Kokle-
rine Yiiksek Mertebeden Yaklasiumlar Metotlari,

1.5.2.1. Ters Lineer Interpolasyonla f (x) Egrisinin Koklerine
Yiiksek Mertebeden Yaklasimlar Metodu,

1.5.2.2. Ters Kuadratik Interpolasyonla f(x) Egrisinin Kokle-
rine Yiiksek Mertebeden Yaklasimlar Metodu,

1.5.2.3. Ters Kiibik Interpolasyonla f (x) Egrisinin Koklerine
Yiiksek Mertebeden Yaklasimlar Metodu,

1.5.2.4. Ters n-inci Mertebeden ve Tiim Noktalar: Cakisan In-
terpolasyonla f (x) Egrisinin Kéklerine Yiiksek Mertebeden
IBE R ELY Yaklasimlar Metodu.

U LU IVI-ZUN

S6z konusu bu metotlara gore Newton-Raphson, Halley ve genel-
lestirilmigi, Hausholder ve genellestirilmisi ve f(x)’in koklerine
daha pek ¢ok yaklasim algoritmasi vardir. Peki kag tane algoritma
var? Sonsuz tane. Fakat bunlardan higbirisi ¥/x™’e rasyonel yak-
lagikliklar icin ATA M Algoritmalar: Ver. 2’deki algoritmalarla

yarisamaz. Ornegin 3/2 icin RIK 4’{in 46. sayfasinda verdigim ifte

Resim 3.1. “Babil Algoritmasindan Modern Kok Algoritmalarina Dogru 4,000 Yillik Bir Yolculuk” adli
tezimin kapagi (Bkz. JPG, PDF).

tablo bu durumu agik bir sekilde gosterir!

Yukarida bu ¢aligmalarin oldugu tezimin kapag: goriilmektedir (ki benzer bir tez i¢in Manuel Benito Muiioz'un “Algunos problemas diofdnticos (Birkag¢ Diofant Prob-
lemi)” adl1 doktora tezine bakabilirsiniz). Kapakta I. Babil Hanedanligi Donemi’ne tarihlenen ve Yale Babilonya Koleksiyonu’nda bulunan YBC 7289 no’lu tabletin 6n
yiizii ve orada karenin kosegeni icin verilen degerler goriilmektedir. Aragtirmacilar bu kosegen iizerindeki v/2’nin 60 tabanindaki basamaklarinin elde edilmesinde
“Babilonya Algoritmast”nin kullanilmis oldugunu diigiiniirler. Cok ilgingtir, Otfo Neugebauer (1899-1990), Géttingen Universitesi'ndeyken “Vorlesung iiber Gesc-

hichte der vorgriechische Mathematik” kitabinin “Béliim 6: Babilonya Geometrisi’nin baslangici i¢in yazdig1 Otto Neugebauer Papers, Box 1’deki 1928 yilina ait say-

fasinda Eski Babil Donemi'ne ait Pisagor Teoremi ve karekoklii bir sayrya rasyonel yaklasikliga iliskin Heron algoritmasina igin sagirtic1 gozlemlerine yer verir. Ancak
heniiz o sirada Heron algoritmasinin bir Babil algoritmasi oldugundan habersizdir (ki 12. Maddede farkli zannediyordu). Bundan haberi, YBC 7289 adl tabletin
bulunmasi ve A. Sachs ile birlikte yayimladiklar1 “Mathematical Cuneiform Texts (Matematiksel Civiyazi Metinleri), 1 Ocak 1945 kitabinin 42-43. sayfalarinda gegen

“a. Diagonal of a Square” pargasinda goriildiigt gibi incelemesinden sonra oldu!

Bu arada bir son dakika gelismesi nedeniyle su habere bir bakalim.
Avustralyali Matematikgi, 3700 Yillik Tablette Pisagor Ugliileri’ni Kegfetti!

04.08.2021. 2017’de diinyanin en eski ve tam dogru bir trigonometrik tablosunu aktaran Plimton 322 adli bir Babil tabletini Norman Wildberg ile birlikte aydinlatan
ve onun bir ingaat ¢alismasi sirasinda pratik uygulamalar i¢in hazirlanmasindan hareket eden New South Wales Universitesi’nden matematik¢i Dr. Daniel Mansfield'in
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https://stringfixer.com/tr/Quintic_equation
https://en.wikipedia.org/wiki/Quintic_function
https://library.wolfram.com/infocenter/TechNotes/158/
http://www.turhancoban.com/kitap/say%C4%B1sal_analiz.pdf
http://www.computerscijournal.org/vol10no1/eighteenth-order-convergent-method-for-solving-non-linear-equations/
https://www.researchgate.net/publication/292995676_ITERATIVE_METHOD_FOR_SOLVING_NONLINEAR_FUNCTIONS_WITH_CONVERGENCE_OF_ORDER_FOUR
https://www.slideshare.net/muyuubyou/newton-raphson-halleyhouseholdersimpleexplanation
http://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
https://dialnet.unirioja.es/servlet/autor?codigo=148179
https://dialnet.unirioja.es/descarga/tesis/65.pdf
https://personal.math.ubc.ca/%7Ecass/euclid/ybc/ybc.html
https://d-nb.info/1208848712/34
https://d-nb.info/1208848712/34
https://b237ed17-a-62cb3a1a-s-sites.googlegroups.com/site/neugebauerconference2010/web-exhibition-neugebauer-at-goettingen/Neug-Box%201-Ges%20vorgr%20Math-1928-p%2017.jpg?attachauth=ANoY7crOpYcxyqVNFrkeUfHyB0ygumZc6Y-B4psuCgTOyTmDCLk-FjrVbhIEthc2GMr6gE-BiOCZpaZynXb0GSpV3nBd9icKpj2rpNIPn_3L8PteA1-yc_6Oq_M3NjJ2N96-BxcHUtqNF_IgkbrvpVe1M84gtJFQpDzYPBwlk6b2FRdUki6BpfzJE80upQFqzQOjMygSaIwyfEQUTcTfY3ko4HRYnAQaJNMoTOi0jk5MJZnUr4VgSDDZkVbdV6_8RnJCyumME_cBTqsnKQ8Bir4lEiMgqj9R5KfZ6O4B8I6GNxX8R4IFvTFeSKQ-bNbnEvaNZsRZGcmP&attredirects=0
https://aperiodical.com/wp-content/uploads/2018/11/1B7DFB56-DCB9-4236-A79E-EBAE15131BB3.jpeg
https://archive.org/details/mathematicalcune0000neug/mode/2up
https://www.amazon.com/Mathematical-Cuneiform-Texts-American-Oriental/dp/B003E8B1A8
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_piobert-parmentier_metodu/problems01.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_piobert-parmentier_metodu/kapak.jpg
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_piobert-parmentier_metodu/kapak.pdf

Uygulamalar

yolu Istanbul Arkeoloji Miizesi'ne diistii ve 3700 yillik bir tablet kegfetti. Aslinda bu bir kesif degildi, ¢iinkii Mansfield, 1894 te giiniimiiz Irak’inda gerceklesen bir kesif
gezisinin kazi kayitlarini okuyarak varligini 6grenmisti: “Bu kayitlardan tabletin izini siirmek ve fiziksel olarak bulmak gercekten zordu”. Raporda tabletin artik var
olmadig1 belli bir yer olan Konstantinopolis Imparatorluk Miizesi’ne gittigi yaziyordu. Mansfield nesneyi takip ettikten sonra ¢arsamba giinii Foundations of Science
dergisinde yayinlanan bir ¢alismada ayrintili olarak ortaya konan tabletin 6nemini desifre etmesi aylarini aldi. Matematik tarihini yeniden yazan 3700 yillik bu tabletin

tizerinde yer alan sekiller, onun arazi 6l¢egi i¢in kullanildigini ortaya koydu (Bkz. “Sumerian tablet shows Pythagorean geometry 3,700kya 20217).

1. Babil Hanedanligr’'nda yazildi!

1. Babil Hanedanligi’'na (M.O. 1894-1595) tarihlenen
ve Si.427 olarak adlandirilan tablet 1894’te antik bir
kent olan Sippar’da ' ¢ikarildi. Ancak tablet Dr. Da-

niel Mansfield tarafindan analiz edilene kadar anlagi-
lamadi. Mansfield, 3700 yillik bir kil tablet {izerinde
bilinen en eski uygulamali geometri 6rnegi oldugunu
acikladi. Mansfield carsamba giinti yaptig1 agikla-
mada, “Tabletin kesfi ve analizi matematik tarihi igin
onemli etkilere sahip. Ornegin bu, Pisagor’un dogma-
sindan 1000 yildan fazla bir siire once.” dedi.

Neugebauer, 1928’ de soylemisti!

Oysa Neugebauer, 1928 tarihli kagidinda Pisagor Ug-

luleri'nin 1. Babil Hanedanligi'ndan beri mevcut ol-
dugunu biliyor ve 7. Madde’de sunlar yaziyordu:

“7) A = a? + b? = ¢?! Also Pythagoras in der 1. Dyn.
von Bab. (Pisagor bagintist I. Babil hanedanlhiginda da
var).

Auch im Indian in der Sulba Sutras (< 200) Pythago-
ras A Heronische V Approximation (Pyhagoras 6-5-4
Dyn.) (Ayrica Hindistan’da Sulba Sutra’da 200°e ka-
dar A icin ¢ = VA, 6rnegin \'2, karekiklii sayilarina
Heronyen yaklasiklik formiilii kullanilmistir (Pisagor
6-5-4. Hanedanliklar)).”

Bu maddedeki sonuglar bende su ¢agrisgmi yaptu:
“Hindistan Disisleri Bakanligi-Londra. Son Yunan ta-

arruzu Hindistan’da tepkilere yol a¢mis Sayin Ba-
kan...

-llk kabine toplantisinda Sevr Antlasmasi’'nin Tiirkler
lehine yumusatilmasini isteyecegim. Yoksa Hindis-
tan’daki duruma hakim olamayacagiz Saym Miiste-
sar.

-Belki Misir’da da Sayin Bakan!”
“Ilk ve tek oldugu konusunda aynu fikirde degiliz!”

Tablet yillardir Istanbul Arkeoloji Miizesi'nde sergile-
niyor. Istanbul Arkeoloji Miizesi Mudiirti Rahmi
Asal, “Ulging bir durum. Yaklasik 20 yildir teshirde
olan bir eserden bahsediyoruz. Tablet gercekten ¢ok
onemli bir tablet. 1894 yilinda Osman Hamdi Bey’in
yonlendirmesiyle Jean Vincent adli bir Fransiz arkeo-
logun ¢alismalariyla kesfedildi. Uzerindeki geometrik
sekillerden dolay: geometriyle iliskilendiriliyor. Dr.
Mansfield’in arastirmasindan sonra giindeme geldi.
Uzerindeki geometrik ayrintilardan ilk matematik
tablet oldugu diisiiniilse de aslinda biz arkeologlar bi-
liyoruz ki bu daha oncelere dayaniyor. Arastirma Pi-
sagor Teoremi ile iliskilendirildi. Oradan hareketle bu

ISTANBUL ARKEOLOJI MUZELERI MD.

Resim 3.2. Tablet “Si.427” envanter no’lu olarak Istanbul Arkeoloji Miizesi'nde son 20 yildir sergilenmektedir (Bkz.
Tam Boyut i¢in). Tableti inceledim ve tizerinde ¢alistim. Bu inceleme sirasinda kétibin kafasinin net olmadigini, dolay:-
styla dik tiggen, dikdortgen ve yamuk seklindeki arazi paylasimlarinda bazi problemlerin olustugunu gozlemledim.

Bu problemler s6yledir:

1. Sol altta 4 yazarken, onun tizerindeki 2. dikdortgenin kenarina 6;10 yazmustir.
2. Ayni sekilde sag alttaki 6;40'1n altindaki taban i¢in de 5 yazmus ve oradaki sekli bir dik tiggene tamamlamistir. Ama
tiggenlerdeki benzerlikten bunun dogru olmadigini goriiyoruz. Ornegin bu benzerliklerden birini AO 6484 no’lu table-

tin 8. Problemi’ndeki % =+2<1;25 yaklagimindan elde edilen % < 1%5 = 0;42,30’a gore x = 24230 _ 2;21,151le
diizelttim! (Y.N. Bu konuda tabletin tizerindeki sekildeki en alttaki dikdértgenin genisliginin, sol alt tarafta, 5;42,30
verildigine dikkat ediniz. Fakat Mansfield x'i animasyonda 2:55 olarak verir. Ayrica V2 i¢in YBC 7289’daki yeni ¢ika-
rimlarim i¢in EK 1’e de bakabilirsiniz. Bu ¢alismayi R.J. Gillings'de oldugu gibi Mansfield'in bu yeni aragtirmasi nede-
niyle bir diger yontime, Resim 3.1°deki tezimdeki YBC 7289’a iliskin sonuglara dikkat ¢ekmek i¢in yaptim. Bkz. “Mat-

hematics in the Time of Pharoahs (Firavunlar Zamaninda Matematik), Nova York, Dover, 1972”).

Bunlarin disinda tablette bir sorun yoktur. Eger tiim bu problemlere ragmen tableti orijinal haliyle kabul edersek, tab-
lette sadece 2 farkli yerde (5,12,13) tiggeninin mevcut oldugunu goriiriiz. Bunlardan biri sol st tepedeki dik ti¢gendir,
digeri yesil kosegenle gosterdigim sol alt taraftaki dikdortgenin i¢indedir. Bununla birlikte haberlerde gegen (3,4,5) ve
(8,15,17) ugliileri, Mansfield’in, “Perpendicular Lines and Diagonal Triples In Old Babylonian Surveying” adli makalesi-
nin 93. sayfasindaki $ekil 3 (Fig. 3)’te tableti dogrulttuktan sonra, yani yukarida anilan hatalar tabletten arindirdiktan
sonra, elde ettigi Pisagor iigliileridir (Bkz. “Istanbul’da 3700 yillik uygulamali geometri drnegi bulundu!”).

Yukaridaki resimde sayilarin okumasini yaptiktan sonra katibin arazileri, gesitli renklerle gosterdigim dikdortgenlerle,
nasil boldiigiinii gosterdim. Mansfield bu sekilde gergek bir arazi paylagiminin yapilmis oldugunu soyler ancak sekildeki
dikdortgenlerin alanlarinin A’ya bagli olmasi (ki A, sag tist kosedeki dikdortgenin alanidir ve buna bagli olarak seklin
altina gikarttigim sonuglar oldukga dikkat ¢ekicidir), bana bunun bir egzersiz i¢in kurgu oldugunu séyliiyor!

tabletin bir kadastral belge olduguna iliskin matematik biliminden faydalandigi 6ne siiriiliiyor. Ilk ve tek oldugu konusunda ayn fikirde degiliz” diye konustu. Asal, ilging
konulu tabletlerle birlikte yeni bir sergi diizenlenecegini de belirterek, “Su an eserin icinde oldugu vitrin ilging konulu tablet 6rneklerimizin yer aldigi bir vitrin. Bu kadar
glindeme geldikten sonra biz buradan belli basli onun kadar 6nemli olan baska konular da var, mesela bir muska veya bir ¢arpim tablosu bu tabletleri giin yiiziine ¢ikarma
niyetindeyiz” dedi (Bkz. “Geometri tarihini degistirecek 3 bin 700 yillik tablet™).

! Sippar Sitchin’in 6zel bir takintistydi. Ona gére Sippar “Kus” demektir ve kartallar burada yuva yaparlardi. Onséz’de belirttiine gore grenciyken Eski Ahit’teki “Nefilimler” keli-
mesinin yorumunu yanlis buldu ve Nefilimler’in dev yaratiklar oldugunu ve uzay mekikleriyle Sippar’a indigini tespit ederek diizeltti. Bkz. “12. Gezegen”.
Sitchin’e Bir Katki: Misir piramitlerinde kullanilan kiibitin yaklagik 52.38 CM oldugunu goz 6niine alirsaniz Sitchin’in tespitinin dogru oldugunu goriirsiiniiz. Ciinkii ol¢timler, ki
buna Misir mumyalar1 da dahildir, Eski Babil Kisa Kiibitleri’'ndeki gibi 45-47 CM araliginda oldugunu géstermistir. Ben 6lgtiim; 45.5 CM ¢ikt1!
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https://www.youtube.com/watch?v=FVs7bFnB9Zo
https://tr.wikipedia.org/wiki/Birinci_Babil_Hanedan%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Birinci_Babil_Hanedan%C4%B1
https://b237ed17-a-62cb3a1a-s-sites.googlegroups.com/site/neugebauerconference2010/web-exhibition-neugebauer-at-goettingen/Neug-Box%201-Ges%20vorgr%20Math-1928-p%2017.jpg?attachauth=ANoY7crOpYcxyqVNFrkeUfHyB0ygumZc6Y-B4psuCgTOyTmDCLk-FjrVbhIEthc2GMr6gE-BiOCZpaZynXb0GSpV3nBd9icKpj2rpNIPn_3L8PteA1-yc_6Oq_M3NjJ2N96-BxcHUtqNF_IgkbrvpVe1M84gtJFQpDzYPBwlk6b2FRdUki6BpfzJE80upQFqzQOjMygSaIwyfEQUTcTfY3ko4HRYnAQaJNMoTOi0jk5MJZnUr4VgSDDZkVbdV6_8RnJCyumME_cBTqsnKQ8Bir4lEiMgqj9R5KfZ6O4B8I6GNxX8R4IFvTFeSKQ-bNbnEvaNZsRZGcmP&attredirects=0
https://en.wikipedia.org/wiki/Shulba_Sutras
https://www.youtube.com/watch?v=FnswmzjXOiU#t=17m6s
https://www.youtube.com/watch?v=sp8O9ROMFFU
https://www.youtube.com/watch?v=sp8O9ROMFFU
https://www.trthaber.com/foto-galeri/geometri-tarihini-degistirecek-3-bin-700-yillik-tablet/37570/sayfa-1.html
https://www.kozmosungizemleri.com/download/1123/
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_piobert-parmentier_metodu/Si427.jpg
https://books.google.com.tr/books?id=CFDaj0WUvM8C&pg=PT64&lpg=PT64&dq=Louvre+museum,+AO+6484&source=bl&ots=Cuuy0f_4Ly&sig=ACfU3U3EK6cC6m1WJOXlbCvdlrP70cOE-w&hl=tr&sa=X&ved=2ahUKEwjBo_7WwZDzAhW1gP0HHchKAyEQ6AF6BAgYEAM#v=onepage&q=Louvre%20museum%2C%20AO%206484&f=false
https://en.wikipedia.org/wiki/Si.427
https://vdoc.pub/documents/mathematics-in-the-time-of-the-pharaohs-2bgo2nbvf3a0
https://vdoc.pub/documents/mathematics-in-the-time-of-the-pharaohs-2bgo2nbvf3a0
http://unsworks.unsw.edu.au/fapi/datastream/unsworks:68848/bin16fb5d68-9860-41b7-8096-eabad4b204c8?view=true&xy=01
https://arkeofili.com/istanbulda-3-700-yillik-uygulamali-geometri-ornegi-bulundu/

Uygulamalar

25529 gizemi!

Mansfield'i sasirtan seylerden biri, tabletin arkasina biiyiik yazi fontuyla kazinmis olan “25:29” gizemi. Mansfield, bir agciklamasinda “Bu yaptiklar: bir hesaplamanin

pargast mi, heniiz rastlamadigim bir alan mi, yoksa bir seyin 0lgiisii mii? Bu benim igin gercekten sinir bozucu giinkii tablet hakkinda anladigim ¢ok sey var. Bunun ne

oldugunu anlamaya ¢alismaktan vazgectim” derken, diger a¢iklamasinda “Bu mutlak bir muamma. Bu sayilarin bize ne soylemeye ¢alistig1 konusunda bir onseziye sahip

olabilecek tarihgiler veya matematikgilerle herhangi bir ipucunu tartismaya hevesliyim.” dedi (Bkz. “Si.427-one of the oldest and most complete of applied geometry from

the ancient world”).

Paket Programlarla Kok Bulunmasi

Fakat yukarida anilan yontemlerle kok bulmak belli bir yetkinlik ister, dolayisiyla giiniimiizde hazir paket programlardan yararlaniriz. Ornegin Excel’de “Solver (Co-

ziicii)” fonksiyonundan yararlanarak kok bulabiliriz. Matlab ve Octave’da kok bulmak i¢in “Fzero” fonksiyonunu, polinomlarin kokiinti bulmak icinse “Roots” ve

Mathematica’da bir polinomun koklerini bulabilmek i¢in yine “Roots” ve bunlarin radikallerle gosterimi yani tam ¢oztimleri icin de “Solve” (ki “NSolve”, “Roots” ile

ayni isleve sahiptir) fonksiyonlarini kullanabilirsiniz.

Uygulamalardan Once Bilinmesi Gereken Bilgiler. Asagidaki uygulamalarda (3.13)teki K, o, ve T, i, yaklasikliklarindaki (3.33)’te verilen Ay, (hi) icin (3.34)’e gére

Co

_ CoXj + ¢y —Ccu0q

P X — VR

i=12),

(3.49) | CoX{ + (c1 — CO)X; + C; — €101 + €0, .
pi = 2 (l = 11213)1
(3x{ — 201%; + 0)VX;
coX; + (¢ — Co01)Xf + (¢ — €101 + €02)X; + C3 — €201 + €10, — CeO3 .
pi = 3 > (i=1,234),
(4x7 — 301X + 20,%; — O3)V/X;
\:
ve
( do
1‘1 =,
R
doy; + d; — dpT
r = 0Yi 1 0T1 (i=12),
(2yi — Tl)\/;
(3.50) | doy? + (dy — doty)y; + dp — dy Ty + dpTy (i=123)
= 1 = ) ) )
‘ (By? = 2uy; + T)Yi
. doy; + (d; — dot)yf + (dz — dyTy + doTp)y; + d3 — dyty + dy T, — doT3 (i=1234)
l (4y? = 311y} + 215y, — T3)\/E
katsayilarina ve bunlara karsilik gelen (3.31)’e gore
P,(x) = L =0
1 X) =X 10 — Y,
T L B
2 =X a9 T 3318 T
P,(x) = 3 29378559 ) 21720531 20169451 _0
sV =X T 0823570 © T 7505927 150118540
(3.51) K« P, (x) = 4 12655373038670 3 29551958406873 5 188805799287830 + 162262595834387 —0
A X T 015864164327 « | 1215864164327« 15806234136251 . ' 347737150997522
P (x) = 5 5411944925153541478603603 4 3594463688536580090475245056 3 48606109212769686853366451393
s = X T 63846352383609361458150 ' 31582408380318040566540555 .  255667115459717471252947350
4 3878690495933239005671807507 364531577350817289951178316737 _0
51133423091943494250589470 X 139594245041005739304109253100

ve

(3.52)

1

7
Q) =y—-—-—7==0,

+ 8192014289604970840000307 0
8034224291115820388045312

40
) = 2 11165 199849 _
QO) =y~ g3ea Y T 1301712 =
() =y _ LAT4624620777 , | 4923031644489 2494350063241 _
WO) =Y =~ 336250475720 7 T 1435502093168 8833859034880
) =y 2346471991174939308205  46158775788087795537873 , 669313936491179725509895
Q) =Y = 519766354106092121614 ° | 1755730832848736972912 0 45649001654067161295712

4

167135289183333892458957398897295965315239

(¥ s 244606447022503474610524400598026399701
sWY)=y —

11724246373816687816448956955852504600 y
38170802194215059984330625252769052024364791

1403392290945857531628940147615544800620 y

13882053054748446890703311388700162592407967

2
181772715779653927906224628643537231318400 ° *
198264887787884393886776223369930695008453097

k'_ 33786520107469291791250603315530664953139200 0,

polinomal yaklasimlardan elde edilen sonuglar1 uygulamali olarak asagida teker teker verdikten sonra, bunlara ait Mathematica programlari notlara ilistirecegim!

145418172623723142324979702914829785054720 y

3
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https://www.youtube.com/watch?v=fSRMJcpKA3s
https://www.youtube.com/watch?v=fSRMJcpKA3s
https://programindir.cafe/matlab-r2021a-full-indir.html
https://www.gnu.org/software/octave/download
https://www.fullprogramlarindir.net/wolfram-mathematica-full-indir-resim-v1-7092647.html

Uygulamalar

Buradaki (3.51)&(3.52)’deki polinom ciftine ait grafikler soyledir:

601 |

I I

I I

. ‘ |I || ‘ :
‘ II 40 | | — P
— Py
| I /|l —n
‘ | 2nj ‘ — Py
| — Py
| ﬁI\ - o
=% |‘ =3 - v —
II | %
| I T
-20f — Qy
~40}

Sekil 3.1. (3.51) ve (3.52) deki polinom giftlerinin grafiklerinin birlikte gériintiilenmesi. Fakat bu polinomlar (3.31)’deki gibi degil, (3.26)’daki yazdim. Buna gore sekilden goriildigii
tizere Py, (q) ve Qum (q) polinomlarinin kokleri Legendre polinomlarindaki gibi orijine gore simetriktirler ve bu polinomlar yapisik ikiz gibi olduklarindan, 6rnegin sekilde mavi P, (q)
ve turuncu Q,(q) polinomlarinin grafikleri adeta ¢akisikmis gibi gériiniirler, birinin grafigi digerinin 6telenmisi gibi goriiniir ki kokler birbirlerine yakindirlar.

Iste bu sekildeki grafiklerde (3.26)’daki denklem igin yukarida ¢ikarttigim (Sayfa 6) 4 maddelik sonuglarin dogru olduklarini agik¢a gorebilirsiniz. Yani P,p,(q) ve
Q2m(q) polinomlarinin tiim kokleri reel olup, bunlardan yarisi orijinin solunda ve diger yaris: saginda simetriktirler. Bu nedenle (3.32)’den goriildiigi tizere negatif
kokler Ap, (hi)’yi degistirmedigine gére, bu polinomlarin kéklerini (3.26) yerine (3.31)’den bulmak yeterlidir!

1. K, ;veT, Yaklagikliklar1 (14.08.2021, 04:35:40). Oncelikle (3.19)&(3.20)’de m = 1 alirsak Vn € N icin gecerli olan

(3.53) Kp; =K, —Ay(hyi) + 0h§), Tpy = Ty + By (hy) + O(hY)

yaklasiklarinda (3.33)’ten

Ay (Do) = pyhot [(F(a + yXihat) = f(a = \/xiha1) ) = (£(b + y/x1had) — (b — fxihy1))]
By (hat) = ryhyi [(f(a + yihat) — f(a = Jyrhat) ) = (£(b + yihat) = (b — \/yrhni) )]

katalizor yaklagikliklarinin mevcut olduklarini biliyoruz.

(3.54)

Bu son yaklagikliklardaki kokler (3.51)&(3.52)’ye gore su denklemlerden elde edilirler:

1 7
(355) PG =x-15=0,Q:() =y - 75=0
O halde bu denklemlerin
3.56 ! 7
(3.56) X1—10'Y1—40

koklerinden katsayilar (3.49)&(3.50)’ye gore su sekilde belirmis olur:

(=1°

0+ 1D D2 (-4 10,1 111
(3.57) p; = Co _4(0+1)B2.0+2 4 \/E do  Z(0+ D (1 22.0+1)Bz.0+2_1(1—7)32 _Z'?‘E_m
. j=—= _ _

VX |1 / /1 2477 7 7 [7 168
10 10 40 40 0

Su halde (3.56)’daki kokleri ve (3.57)’deki katsayilar1 (3.54)’te yerlerine koyar ve K, trapez formiiliinii (1) ile T, orta nokta formiiliinii (2)’den alirsak (3.53)’ten

201
K V10 V10 V0 V0 V0
Koy = 50 + i Z f(a + khy) ===y f<a+—hnﬁ>—f<a——hnﬁ) - f<b+ hy i ) f(b——h 11) +0(hS),
k=1

| [

-I>IH
O\lI—\

10 10 10 10
(3.58) -
V70 V70 V70 V70 V70
T,, = hy Z <a+<k+ )h) s ol f<a+ 5 bl “)—f(a—whnﬁ> - f<b+ - h@)—f(b—whnﬁ) +0(h)
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http://rombergintegrali.org/kronoloji/2-trapez_formulleri/kn_ve_tn_icin_indirgeme_bagintilari.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/2-trapez_formulleri/kn_ve_tn_icin_indirgeme_bagintilari.pdf

Uygulamalar

yaklagikliklarini elde etmis oluruz. Bunlar (2.7)’deki Ole Amble’in yaklagikliklarinin ya da (2.37)’deki genellestirdigim Ole Amble’in yaklagikliklarinin bir astiidiir.
Ciinkii Ole Amble’in ya da genellestirilmis yaklasikliklarinda h?’nin katsayist sifirlanirken, bu yaklasikliklarda h? ve h*'{in katsayilar1 sifirlanmistir (Bkz. “13. 2. Tiir E-
ATA M Algoritmasi Uzerindeki En Genel Haldeki Ole Amble Algoritmasi’na Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasum”daki “3. Ole Amble Kurali (1952)ye).

Su halde (3.36)’ya gore Vm € N7 icin Xy = Ky 1, Tmn1 genel yaklagikliklar: i¢in

(3-59) Gmn,O(X) = Xmn

baslangig degerine gore (3.37)’ye gore Yk € N i¢in su ekstrapolasyon gegerli olur:

(3.60) Glm(n+ 1),k+1 X) =

4m(k+3) Gm(n+1)’k(x) - Gmn,k(X) O hz(k+4‘)
4m(+3) _ | * ( e )

Not 3.1. Yukarida teorik sonuglarini verdigim bu algoritmanin uygulamasini “Kn, 1 ve Tn,1 Yaklasikhiklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim”da gorebilirsiniz.

2. K, veT,, Yaklasikliklar1 (11.08.2021, 01:05:42). Vn € N igin gegerli olan (3.18)&(3.19)’da m = 2 alirsak,

Kn,z =Kn—A; (hnﬁ) + O(h1110):

3.61
( ) {Tn,z =T, + Bz(hnﬁ) + O(h1110)

yaklagiklarinda (3.33)ten

(AZ (hyi) = Z pichai [(£(a + Xcha) = (a = /xchad)) = (£(b + JRihat) = £(b — yxcha))],

(3.62) -

B, (hyi) = Z richni [ (f(a + \yichnd) — f(a = /yhat) ) = ((b + /yhat) = f(b = yichni) )|

k=1

katalizor yaklagikliklarinin mevcut olur.
Bu son yaklagikliklardaki kokler (3.51)&(3.52)’ye gore su denklemlerden elde edilirler:

b0 k2 — Sy g 2L
> (X) =X ——=X+—===0,
(3.63) 79" ' 3318

11165 199849

— 2 _ _
QM) =y~ 5382 Y * 301712
O halde bu denklemlerin
1995 + /3180387
X12 = ’
(3.64) 3318
234465 ++/37590570507
Yi2 = 347928

koklerinden katsayilar (3.49)&(3.50)’ye gore su sekilde belirlenmis olur:

( (-1)° , 19953180387 , (-1 . —1)° o 95
CoX1 + €1 — Co0y  A(0 + 1) D20+2 3318 ta s P2z T g0+ 1 B20+279 1 \]26717557965 + 14979511v3180387
pl — — — )
(2%, — o)X, , 1995 — V3180387 95 J1995 — /3180387 240 36498727
' 3318 79 3318
(-1)° 5 1995+V3180387 , (-D)' . (-1° 5, 95
CoXa + €1 — Co0y  A(0 4 1) D20+2 3318 A(1+ 1) 02142 T Z(0 + 1) D20+2:79 1 \]26717557965 — 14979511v3180387
pz — — — )
(2x; — 01)VX; , 1995 + 3180387 _ 95 J1995 +/3180387 240 36498727
' 3318 79 3318
(-1D° (1 1 )B 234465 — /37590570507 + (-1t (1 1 )B (=1 (1 1 )B 11165
_doyn+di—domy 30+ D\ T 27071 P2oer 347928 A+ D\ 22T) P22 T3 1) U T 22091) P20+2 78084
= _
(3.65) | (2y1 — ty1 , 234465 — V37590570507 _ 11165 J234465 — /37590570507
- 347928 8284 347928
1 [34437707238673095 + 177518449639v/37590570507
" 240 357735139297783 '
(—1)° (1 1 )B 234465 + /37590570507 + (-1 (1 1 )B (=1 (1 1 )B 11165
_doya+di—dyry 3O+ D\ " 22071 204z 347928 A+ D\ 22T) P22 T g1 1) " T 22091) P20+2 78284
, = _
2y =tz , 234465 + V37590570507 _ 11165 J234465 +1/37590570507
- 347928 8284 347928
1 [34437707238673095 — 177518449639v/37590570507
|~ 240 357735139297783

Su halde (3.64)’teki kokleri ve (3.65) teki katsayilar1 (3.62)’de yerlerine koyar ve K, trapez formiiliinii (1) ile T,, orta nokta formiiliinii (2)’den alirsak (3.61)’den
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http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_ole_amble_algoritmasi/genellestirilmis_ole_amble_algoritmasi.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_ole_amble_algoritmasi/genellestirilmis_ole_amble_algoritmasi.pdf
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/en_genel_haldeki_ole_amble_algoritmasi.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/en_genel_haldeki_ole_amble_algoritmasi.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/Kn1_ve_Tn1_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
http://rombergintegrali.org/kronoloji/2-trapez_formulleri/kn_ve_tn_icin_indirgeme_bagintilari.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/2-trapez_formulleri/kn_ve_tn_icin_indirgeme_bagintilari.pdf

Uygulamalar

( n_
_Ko ~ 26717557965 + 14979511v/3180387  _ / 1995 — /3180387 _ 1995 — /3180387 _ \ / 1995 — \/318038 1995—\/3180387 ] \
Knz = oo+ hy Zf{a+khn) haill f[ a hoi |- f[a— hot | |={ f[ b+ h,i
240 36498727 \ 3318 3318 / \ 3318 3318 /
1 26717557965—14979511\/3180387h ] /f 1995+\/3180387h N 1995 + /3180387 1995+\/3180387h el [1995 +\/318038 \ +O(hio),
240 36498727 n! \ a 3318 n! a 3318 B / \ 3318 n! 3318 /
G.66) 4T, —h 221f< +(k+1)h>+ 1 34437707238673095+177518449639\/37590570507hu ) 234465 V37590570507 : 234465 — \/3759057050 234465 V37590570507
' n2 = a n) T o540 357735139297783 nff f] @ 347928 B a 347928 347928 B
ol 234465—\/37590570507h ] \ R 34437707238673095—177518449639\/37590570507hn /f 234465+\/37590570507h o 234465 + /37590570507 . \
347928 n! / 240 357735139297783 n! \ a 347928 n! a- 347928 nl /
/f - 234465—\/37590570507hn ol 234465—\/37590570507h M oo
\ 347928 n! 347928 n! / (hy)
yaklagikliklarini elde etmis oluruz.
S6z konusu bu yaklagikliklarla (3.36)’ya gére Vm € N icin X\, = Ky 2, Tmn 2 genel yaklagikliklar: igin
(3-67) Hmn,O(X)zxmn
baslangig degerine gore (3.37)’ye gore Yk € N i¢in su ekstrapolasyon gegerli olur:
4m(k+5)Hm(n+1) k(X) Hmn k(X) 2
(k+6)
(3.68) Humninies (0 = e T +0(hi"®).

Not 3.2. Yine bu pargada verdigim teorik sonuglarin uygulamasini “Kn,2 ve Tn,2 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim”da gorebilirsiniz.

3. K, 3veT,3 Yaklagikliklar1 (10.08.2021, 11:05:36). (3.18)&(3.19)’da bu sefer m = 3 alirsak ¥n € N igin

(3-69) Kn,3 =Ky —A; (hnﬁ) + O(h1114)' Tn,3 =T, + B3(hnﬁ) + O(h1114)

yaklagiklarinda (3.33)’ten su katalizor yaklagikliklart mevcut olur:

(3.70) :

B (hyi) = 2 richat [(f(a + yyichat) — f(a = /yihat) ) = (£(b + /yihat) = f(b = yihni) )|

k=1

Bu son yaklagikliklardaki kokler (3.51)&(3.52)’ye gore su denklemlerden elde edilirler:

29378559 21720531 20169451 1474624620777 4923031644489
(3.71) P;(x) =x3— x% +

2

=0,Q:(y) =y> —

[A3(hnﬁ) - z pichni [(£(a + Xchad) = f(a = /xchad)) = (£(b + YXihai) = (b — xcha))]

2494350063241

6823570 7505927 X 150118540 326250475720 y 1435502093168y

8833859034880
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https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/Kn2_ve_Tn2_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb

Uygulamalar

O halde bu denklemlerin (ki kékler reel olduklarindan, dolayisiyla “Casus Irreducibilis (indirgenemez Hal)”den dolay1 trigonometrik ¢oziime gore)

3411785 |4814526012057111093331884764191 3411785 |4814526012057111093331884764191
560861122956799 . | 1. 1 11 \/16825833688703978. P 11
11 3 'an 3308185097534522159172 11 it zlan 3308185097534522159172
9792853 / N /
X12 = £823570 6823570 - 6823570 ’
3411785 |4814526012057111093331884764191
\/560861122956799(: F— 11
11 0S| 3 1an \ 3308185097534522159172 /
_9792853+
X3 = 6823570 3411785 ’
3g35 |51814211276752482648948681029150617276165647943651949872270029871
7\/26924342118424479395959C P 11
(3.72) 11 0st 3 ian 373464109493358860320012829135534544
_ 491541540259 /
Y12 = 326250475720 326250475720
3g35 |51814211276752482648948681029150617276165647943651949872270029871
7J80773026355273438187877S. P 11
11 Inf zlan 373464109493358860320012829135534544 /
i ’
326250475720
335 |51814211276752482648948681029150617276165647943651949872270029871
7\/26924342118424479395959C F— 11
11 0S| 3 1an \ 373464109493358860320012829135534544 /
_ 491541540259 N
Y3 = 326250475720 163125237860

koklerine bagli olarak katsayilar (3.49)&(3.50)’ye gore i = 1,2,3 i¢in su sekilde belirmis olur:

(3.73)

4

i

, (-1)° : X2+( (-1 B _(=1° B 29378559)X_ (—1)? B (= B 29378559 , (—1)° B 21720531
_CoXj +(€g —€p01)Xj +C; — €101+ €0, 4(0+ 1) 2020 TA\4(1 +1) 2142 4(0+ 1) 20+26823570 )71 T 42+ 1) 22+2 4(1+ 1) 21+26823570 ' 4(0 + 1) 20+2" 7505927
29378559 21720531)\/; )
1

bi =
(3x? — 201X + 0)VX; 2 _ .
‘ 1 1 (3% - 2. Tga3590 % + T5050%7

_ 15762446700x? — 66288226620x; + 39577260671
" 30240(37529635x2 — 107721383x; + 36200885)/x; "
1474624620777

D o1 2 ( D' 1 GO N ) D% 1
- doy? + (dy —dot))y; +dp —dyTy +doT, (0 + 1) (1 22-0+1) Bzos2¥i + 4(1+1) (1 22-1+1) Bz1+2 40+ 1) (1 22-0+1) B20+2: 326250475720 ) Vi 42+1) (1 22-2+1) Bz2+2

1
392 — 2 v : 1474624620777 4923031644489
(By? = 2rayi + T2 Vi (3v - 2 335350475720 Vi * 1435502003168) V'
(' (,__ 1 Y\, 1474624620777  (=1)° 1 \. 4923031644489
e 1)( - 22-1+1) 21+2° 326250475720 1 (0 + 1)( - 22-0+1) 20+2- 1135502093168 _ 3014554395652800y2 — 13097984476740240y; + 8232026972181791

© 60480(7177510465840y2 — 21627827771396y; + 8205052740815),/y;

Dikkat ederseniz bu kokleri ve katsayilari (3.69) da yerlerine koyup burada sergileme sansimiz olmadig igin (ki aslinda yapabilirim ama bu durumda (3.79), (3.80) ve (3.87)’dekilerden ¢ok daha kii¢iik olacak ve siz bunlar1 okuyamayacaksiniz. Bu nedenle
sizin bu formiilleri gorebilmeniz i¢cin PDF de okunabilecek boyuta kadar zoom yapmaniz gerekir), sadece bunlari agik olarak verebiliyorum. Yani sizin (3.72) ve (3.73)’iin (3.70)’de ve onun da (3.69)’da yerlerine konulmus oldugunu kabul etmeniz gerekir.

Su halde (3.69)’daki yaklagikliklar1 Vm € N* i¢in Xy, = Kinn 3, Tinn 3 genel yaklagikliklar olarak goz oniine alirsak (3.36)’ya gore,
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Uygulamalar

(3-74’) Kmn,O(X) = Xmn

baslangig degerine gore (3.37)’ye gore Yk € N i¢in su ekstrapolasyon gegerli olur:

4mF7IR X) = Kmn k(X
m(n+1),k( ) mn,k( )+O(h2(k+8)).

(3.75) Knmm+nk+1(X) = gm(k+7) _ | mn

Not 3.3. Yine bu pargada verdigim teorik sonuglarin uygulamasini “Kn,3 ve Tn,3 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim”da gorebilirsiniz.

4. K, 4 veT,, Yaklasikliklar: (13.08.2021, 04:20:29). Bu sefer (3.18)&(3.19)’da m = 4 alalim ve Vn € N i¢in

(3-76) Kn,4 =K, — A4(hnﬁ) + O(h1118): Tn,4 =T, + B4(hnﬁ) + O(h1118)

yaklagiklarinda (3.33)ten

A, (hyi) = Z prchai [(f(a + yxihn) — f(a = /xhat) ) = (£(b + xihat) = f(b = yxchai) )],

(3.77) "
B,(h,i) = 2 richat [(f(a + yyichat) — f(a = /yihat) ) = (£(b + /yhat) = f(b = yichni) )|
k=1
yaklagikliklarini elde etmis olalim.
Bu son yaklagikliklardaki kokler (3.51)&(3.52)’ye gore su denklemlerden elde edilirler:
P, (%) . 12655373038670 , 29551958406873 , 188805799287830 162262595834387 2346471991174939308205 , 46158775788087795537873 , 669313936491179725509895
4 X) =X

(78)  §192014289604970840000307

* 8034224291115820388045312

O halde bu denklemlerin (ki kékler reel olduklarindan, indirgendikleri kiibik denklemlerdeki “Casus Irreducibilis (Indirgenemez Hal)”den dolay1 trigonometrik ¢oziime gore)

_ _ — — v _ _
1215864164327 © T 1215864164327 X 15806234136251 ~ ' 347737150097522 = W) =Y ~ 515466354106092121612 © T 1755730832848736972912 . 45649001654067161295712 "

kokleri elde edilir. Fakat bu kokleri x-ekseni tizerinde kiigiikten bityiige dogru siralayabilmeniz i¢in isaretleri (—, =), (+, =), (=, +), (+, +) almaniz gerekir.

’ [400953902613009396763383775155846576049466691207400977858968400863331441899715529537
5246420740474290766462154049 T 11
16085505211907952396695911 + 2431728328654 | Cos| 3Tan TEEI50703 784778635 01503913737 16926427130
6327686519335
¥1234 = 5431728328654 2431728328654
[400953902613009396763383775155846576049466691207400977858968400863331441899715529537
5 [5246420740474290766462154049 . [ 1. 11
\ 143 05| 3tan 366350783784778635101503913173716926427130
1 [32171010423815904793391822 - 1234154407203067560287736136380916371480
=2 | 1478325666094594059362929 1215864164327
I [400953902613009396763383775155846576049466691207400977858968400863331441899715529537
5246420740474290766462154049 1o oA
19218233659229722771718077 |16085505211907952396695911 + 2431728328654, | Cos | 3 Tan T663507537847 73635 0150393737 16976377130
(3.79) ] [4331580760589055619112471592745765344021544129398192213271421298543869134543933540897956558076194852867708328825737973107614942443178451337
11418287588036282093448910249135613659004244249 1. 4 11
2129164727964421930333959959946847694026351 + 219466354106092121614 | Cos| 3Tan 16857837298 21011417 7526505397 6527 59065 2454002277 15882567 4787321853230
_ 2346471991174939308205
Y1234 = 577865416424368486456 877865416424368486456
[4331580760589055619112471592745765344021544129398192213271421298543869134543933540897956558076194852867708328825737973107614942443178451337
[671663975766840123144053544066800803470837897 . | 1., [ 11
\ osf 3tan 1168578372982101141775265053976527599652454002277158825674787321853230
L1 |2129164727964421930333959959946847694026351 -
=2\ 96330961169241236497507777961119531929992 51639142142609910968
3695572281442704356485842729075216548888337740588541355683764190
’ [4331580760589055619112471592745765344021544129398192213271421298543869134543933540897956558076194852867708328825737973107614942443178451337
11418287588036282093448910249135613659004244249 1. (A
156537811900017009308450139186819239386237 |2129164727964421930333959959946847694026351 + 219466354106092121614,| 13 Cos | 5Tan (TE85 7837298 0T IaT7T5IE505397 657759965245 40977 7T ISB80567 4787321853730
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Uygulamalar

Bu durumda bu koklere bagl olarak katsayilar (3.49)&(3.50)’ye gore i = 1,2,3,4 i¢in su sekilde belirmis olur:

o + (e — ¢go)Xf + (cz = €101 + €u02)X; + €3 = €301 + €10, — o003

- (4x} — 301x7 + 20,% — 03)VX;

(-1 (-1° 12655373038670) 2, ( (-1)? B _ (-1t B 12655373038670 n (-1° B 29551958406873) n (-1)3 B _ (-1)? B 12655373038670 n (-1 B 29551958406873 (-1)° B 188805799287830
X 4(2+1) %22 4(1+1) 212 1215864164327 T 4(0 + 1) 29+2" 1215864164327 %i 4(3+1) 7%3*2  4(2+1) 222 1215864164327 " 4(1+ 1) 21+2° 1215864164327 4(0 + 1) 20*2° 15806234136251

(4 3 _ 5 12655373038670 , , 29551958406873 _ 188805799287830)\/_
X T 5215864164327 X T “ 1215864164327 N ~ 15806234136251 ) VX

Pi

(=1n° 3 ( _
30+ D) Bzow2X T \g(T5 1) B21+2 T 4(0 + 1) b20+2 1215864164327

_ 6638618337225420x7 — 68434474957415658x? + 154759983905137780x; — 66121532483928871
B 20160(31612468272502x} — 246779774254065x7 + 384175459289349x; — 94402899643915)/%; ’

(3.80) (-1)° (1_ 1 )B 3+( (-1! (1_ 1 )B (=1 (1_ 1 )B 2346471991174939308205) 2 +( (-1)? (1_ 1 )B =Dt (1_ 1 )B 2346471991174939308205
_doy? + (dy = dgt)yf + (dy — dy 1y + doTp)y; +d3 —dpTy +di T, —dots 40 + 1) 2201 ) Pzo+2¥i T\Z(T ¥ 1) 22141 P21+2 7 4(0 + 1) 220+ ) B2.0+2:79466354106092121614 )i T\2(2 + 1) 222+1) P2242 7 4(1 + 1) 221+1) P21+2°219466354106092121614
= =
(4y3 — 31,77 + 21,7, — TV, 3 _ o 2346471991174939308205 , 46158775788087795537873 _ 669313936491179725509895) —
Y Wi i~ T (4 i ~3-379466354106002121614 Vi T 2 1755730832848736972912 71 ~ 45649001654067161295712 )w/_
+ (—1)° (1 1 )B 46158775788087795537873) + (-1)3 (1_ 1 )B (=12 (1_ 1 )B 2346471991174939308205 (-1 (1 1 )B 46158775788087795537873  (-1)° (1_ 1 )B 669313936491179725509895
400+ 1) 220+1 ) P2.0+2- 1755730832848736972912 ) V1 T 43 + 1) 223%1) P23+2 T 42+ 1) 222¥1) P22+2°219466354106092121614 ' 4(1 + 1) 221+1) P21+2:1755730832848736972912  4(0 + 1) 220+1) P2.0+2:45649001654067161295712

_ 38345161389416415488398080y7 — 403265183054937523219107936y? + 939899733237862715259887920y; — 419825435106653276556586297
40320(182596006616268645182848y; — 1464198522493162128319920y7 + 2400256340980565367969396y; — 669313936491179725509895)\/ﬁ'

Burada yine (3.79)’daki kéklerin ve (3.80)’deki katsayilarin (3.77) vasitastyla (3.76) da yerlerine konulmus oldugunu kabul ediyoruz. O halde (3.76)’daki yaklagikliklardan Vm € N* i¢in X,y = K 4, Tnn 4 genel yaklagikliklar: icin (3.36)’ya gore,
(3-81) Lmn,O(X) = an

baslangig degerine gore (3.37)’ye gore Yk € N i¢in su ekstrapolasyon gegerli olur:

A4 )~ Lk ) | a0ck10
(3:82) Lingnanr1(0) = e+ 0 (hg ).

Not 3.4. Yine bu pargada verdigim teorik sonuglarin uygulamasini “Kn.4 ve Tn,4 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim”da gorebilirsiniz.

5. K, s veT,s Yaklagikliklar1 (13.08.2021, 19:39:59). Eger Vn € N i¢in gegerli olan (3.18)&(3.19)’da m = 5 alirsak,
(3-83) Kn,5 =K, — As(hnﬁ) + O(h1212)r Tn,5 =T, + BS(hnﬁ) + O(h1212)

yaklagiklarinda (3.33)ten

[As(hnﬁ) - z pichi [(£(a + Xchad) = f(a = /xchad) ) = (£(b + YXihad) = (b — xcha))]
(3.84) k=t

Bs(hyi) = 2 richat [(f(a + yyichat) — f(a = /yihat) ) = (£(b + /yihat) = f(b = yihni) )|

k=1
katalizor yaklagikliklarinin mevcut olur.
Bu son yaklagikliklardaki kokler, (3.51)&(3.52)’ye gore su denklemlerin kokleridirler:

5411944925153541478603603 , 3594463688536580090475245056 , 48606109212769686853366451393 ,  3878690495933239005671807507 364531577350817289951178316737

 263846352383609361458150 Xt 31582408380318040566540555 X 255667115459717471252947350 X 51133423091943494250589470 X_139594245041005739304109253100_ ’
(3:85) Qs(y) s 244606447022503474610524400598026399701 167135289183333892458957398897295965315239 38170802194215059984330625252769052024364791
: sY) =Yy —

4 3
11724246373816687816448956955852504600 ° *

P (x) = x°

1403392290945857531628940147615544800620 °  181772715779653927906224628643537231318400 ~
13882053054748446890703311388700162592407967 198264887787884393886776223369930695008453097

145418172623723142324979702914829785054720 °  33786520107469291791250603315530664953139200
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Uygulamalar

Fakat bunlar kuintik (5. dereceden) denklemler ve ¢oziilebilir olmadiklarindan kokleri yukarida degindigim diger yontemlerden elde edebilirsiniz. Bu yontemler arasinda eliptik ve hipergeometrik fonksiyonlara gore elde edilen kuintik kokler son derece
dikkat gekicidir. Ciinkii (3.71)’deki kiibik ve (3.78)’deki kuartik denklemlerin kokleri (3.72) ve (3.79)’dan goriildiigii iizere “Casus Irreducibilis (Indirgenemez Hal)”den dolayn, siniis ve kosiniis serilerine bagli olduklarindan (3.85)’teki kuintik denklemlerin
koklerinin hipergeometrik fonksiyonlara gére elde edilmesinin farkl sekilde elde edildigini diisiinmek dogru olmasa gerek (Bkz. “Solving Algebraic Equations in Terms of A-Hypergeometric Series”). Clinkii sonugta (3.71), (3.78) ve (3.85)’teki denklemlerin
kokleri serilere bagli olarak bulunmus oluyor.

Hatta bu konuda Mathematica programinin yaraticist Wolfram Research tarafindan 1994’te “Kuintik Denklem (Quintic Equation)” adli bir web sayfas1 hazirlanmis ve orada “Kuintikin Coziimii (Solving the Quintic)” adl1
yanda goriilen posterin satisi yapiliyordu. Iste bu posterde kuintik denklemin kisa bir tarihgesi ve beyaz gériilen yerlerde de genel bir kuintik denklemin ¢éziimiiniin nasil yapildig1 gésteriliyor ve sonunda kokleri
veriliyordu. Bu bilgileri hem yukarida verdigim diger yontemlerde hem de az 6nce linkini verdigim web sayfasindan gorebilirsiniz. Ama Mathematica varken buna da gerek kalmadi artik. Ciinkii Mathematica (3.85)’teki
kuintik denklemlerin koklerini size verir ve siz bu koklerle demo halinde de olsa (3.83)’teki K, 5 ve Ty, 5 yaklasikliklariyla hesap yapabilirsiniz. Ayni durum 5 < m igin (3.18)&(3.19)’dan elde edilen diger yaklagikliklar
i¢in de gegerlidir. Yani Mathematica ile tiim m degerleri i¢in Ky, ,, ve Ty, 1, yaklasikliklariyla hesap yapabilirsiniz. Bu konuda herhangi bir stkint1 yasamazsiniz. Fakat bu hesaplar1 Mathematica’nin disindaki bir platformda
(6rnegin C, C+, C++ vb.) yapmaya ¢alisirsaniz, o zaman isin rengi degisir ve bu kokleri hesaplamaniz gerekir. Bu durumda Resim 3.1°de anilan tezimdeki “1.5. ATA M Algoritmalar: Ver. 3” boliimiindeki iteratif
algoritmalar son derece 6nem arz eder. S6z konusu bu algoritmalara gore derecesi ne olursa olsun herhangi bir denklemin koklerini herhangi bir mertebeden (kuadratik, kiibik, kuartik vd.) hesaplayabilirsiniz. Bu,
ozellikle programcilar i¢in elzemdir!

Mathematica bize (3.85)’teki kuintik denklemlerin koklerini soyle verir (ki asagidaki ilk yaziliglar Mathematica tarafindan sikigtirilarak paketlenmis kokler olup bunlart $MinNumber’dan $MaxNumber’a kadar kullana-

bilirsiniz. Fakat bu ekstramum degerler bilgisayardan bilgisayara degisir. Ornegin bu komutlar1 yazdigimda bana énerilen en kiigiik ve en biiyiik degerler sunlar oldu: [6.229688249675322 x 10~ 1355718576299610

1.605216761933661 x 101355718576299609] {gte demo dememin nedeni budur. Yani Mathematica size herhangi bir denklemin kéklerini basamak sayilar1 bu aralikta olacak sekilde verir ve bunun disina gikamaz. Ama
u¢mayacaksaniz bu aralik size yeter ve artar bile):

x; = ©0.0380--- = 0.037955171271281072816---, y; = * 0.0726--- = 0.072590648576114748741 -,
Xy = 1°0.519-- = 0.51918907432044287151 ---, y2 = *0.575---=0.57540573720088769831 ---,

(3.86) x5 = 7197 =1.9712231431834588107 -, ys = © 2.04-- = 2.0396043361007252391 ---,
Xy = 530 = 5.3005262575317001421 -, v, =" 539 = 5.385463107298776649 ---,
x5 = 7'12.7 - = 12.682835533428185585 -, ye = 12.8+ = 12.790234264658654381 ---

Bu durumda bu koklere baglh olarak katsayilar (3.34)’e gore i = 1,2,3,4,5 i¢in su sekilde belirleriz:

_coXi + (¢ = co0)x{ + (¢ — 105 + €0,)x] + (€3 — €05 + €10, — €403)X; + €4 — €30 + €,0;, — €;03 + C0,
- (5%} — 40,x2 + 30,%7 — 203%; + 0 )VX;
24804823541901789060960951897000x;* — 506309340488416120926147699415440x%3 + 2773393980765793267793221704278886x% — 4456443383350185800175222357694110x; + 1521224722762415228288645481221957
= 332640(8948349041090111493853157250x;" — 146836889709265887397472956596Xi3 +611058827051218615380791659520x — 680485528978775615947130319502x; + 135754167357663365198513262745)/%;
_ doyi + (dy —dot))y} + (dy — dy1y +do o)y + (d3 — dpty +dy T, — doTa)yi +dy —d3Ty +dpT, — di T3 + doTy
" (5yf — 41,y7 + 30,37 — 26y + Ty
_ 70542355539768096341847653883983928730044672000y; — 1459401279648026356350094865261111461350469278720y3 + 8150108380485468603361915717019610411163343048544y? — 13471909669584630179601037795771271011791637317480y; + 4783734708555846156107459165711778122076595404413
a 665280(254-4-818020915154—99068714-4-8010095212384-57600()y;t - 4—24—74—63757193321134804-95874369641745708002048yi3 + 18184—3194—6314672749953456500002580102629800320in — 2137564922876043359122515014155066913364428296y; + 4—8587185691619564—1174615898604505690734278845)\/%

i

(3.87)

Yine burada (3.86) daki koklerin ve (3.87)’deki katsayilarin (3.84) vasitastyla (3.83)’te yerlerine konulmus oldugunu kabul ediyoruz ve bu son yaklagiklardan Vm € N* i¢in X, = K 5, Tn,s genel yaklagikliklari igin (3.36)’ya gore,
(3-88) an,O(X) = Xmn

baslangi¢ degerine gore (3.37)’ye gore Vk € N i¢in su ekstrapolasyon gegerlidir:

4 EFIDM 1) 1K) = Minn i (X) .
(3:89) Mmneniea () = Zmn(k+1'1) -1 = + O(hrzranZ))'

Not 3.5. Bu parcada verdigim teorik sonuglarin uygulamasini “Kn,5 ve Tn,5 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim”da gorebilirsiniz.

BONUS! Burada detaylarini vermeye gerek gormedigim “Kn,6 ve Tn,6 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim” caligmasinin yalnizca Mathematica’daki uygulamasina bakabilirsiniz! D PAWLATT LI

18


https://en.wikipedia.org/wiki/Casus_irreducibilis
https://pdf.sciencedirectassets.com/271536/1-s2.0-S0012365X00X00659/1-s2.0-S0012365X99001260/main.pdf?X-Amz-Security-Token=IQoJb3JpZ2luX2VjEDgaCXVzLWVhc3QtMSJHMEUCIGUgL%2BnJimRLG6h0KpI7VttotIjdov8q89vcNWiGzEKPAiEA6L5dAAahadPWU%2FR5sB5lmULurUvLYRF0DGYf5A1zFHsq0gQIcRAEGgwwNTkwMDM1NDY4NjUiDMkjPKvYQnwgvjpPCiqvBEoZVpJjz2bnV5CVimrJAxCC5la4BxoyE0Koe53UAcXUogp0sWDujB9V%2FFT1vzbURv8pRyQ7%2BQh2zABzXIcME70uQSDf%2FqJfsGX8Vq%2FdqfmVFcSeF3cQw9%2BFIM%2FY4UCZTtj9Oo1EtQ6laZ1Y0R%2F5Cov7bwZ2C0xDP7FoQj61v3ZZbLkwj9IwPiunvSCUcnDpEygRqZJ86ZBM6QDDj72X2QTDjZ29%2B2ErcgPmsMRBRYMsy6RFBpxoCMND%2F%2BaozdvzdRiGHZQhTbQepqR3L4VjoVek36GE7EvpcjHpYWtQyiFPUVbAB7%2FZ8X3DHxvnm0TVZ3NCJ9%2BfqeODOqI7ddIYbEnwJMNhg%2FENlcYNTzbkv4DDxrL6733A5zY%2FqWpvsHlvAffmoV9jX%2FR2idAYwInhxkKhaV9KdkqXYj%2FvwGFus6TO0je%2FYL4tC2Jx7Rid%2BNEmjWJ6DZIppVOzzx%2BFmSON%2FD0E19Swn3Kq2ET%2BNGNvS9I%2F5y%2F8EmLbIbDHuLLYRvwYjEgWdUlPzGw3FiopZ8NkBx8OO4ZDG2eyBJBjJxLtcianyaKxqcOvBzJ1VAkbtWgPQtokRGNwebs%2FqFKFNGKg4Igv9Q7PS6WoUkK0rfjtqI6SmBqkoigvwLK3VnB%2F8OCIruKmGwtAdECIv7D0PK9qC4qSumyDHsXzxLHSSAzGlapNKzdn7hO0AqWCvEVQvwOUBtXaVkL539En0JpXs%2FZnYduTj%2BRgoxeiOZGUp8%2BVoBUw5fS5lgY6qQGEcq943moIlqAQsWeZz78Hb7B7m0lKaTCHxiVRLcaqrXmGHxpanaitCfp4dKEiyUVvnMgwvSKz2KjqfjyqBpZv%2FMfhcy%2Bk%2B0rbT28Q72EG8PZXevwdG6qWloudM2c782XGcQglrKf3pqoIYNou5uUrHxaFZ5dIkYrg19UORQxYe9MsmeGD7HYl0rNb83xaklhr48fAUR%2FEoRKT27lAwI5l%2BaMJH%2FMfRGKv&X-Amz-Algorithm=AWS4-HMAC-SHA256&X-Amz-Date=20220713T092112Z&X-Amz-SignedHeaders=host&X-Amz-Expires=300&X-Amz-Credential=ASIAQ3PHCVTYV7HNNCX5%2F20220713%2Fus-east-1%2Fs3%2Faws4_request&X-Amz-Signature=862684018164e2bad135d9be004b391ad14e02776ebb783cba9831e06b2da7c7&hash=b825b7b88264150a741fd096d09d2f64a08c2fcf40f3ead12ce4746664270e92&host=68042c943591013ac2b2430a89b270f6af2c76d8dfd086a07176afe7c76c2c61&pii=S0012365X99001260&tid=spdf-e498a40d-9730-4b23-ab84-7ba39692f490&sid=1c575f531be0e044d338e55722f73671d1a3gxrqb&type=client&ua=5154065501535656545a&rr=72a0f27168d49b33
https://mathworld.wolfram.com/QuinticEquation.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/$MinNumber.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/$MaxNumber.html
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https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/Kn6_ve_Tn6_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://store.wolfram.com/view/misc/popup/solving-tqp

Ekler
EK 1: YBC 7289 No’lu Tablette 2 i(;in Verilen 1;24,51,10 Yaklagiklikliginin Bulunmasi.
17.09.2021, 23:16.
“Tarih, bir masal degil; milletlerin ve devletlerin hayat hikdyesidir!”

Bu tablet hakkinda bir siirii sey yazildy, ¢izildi ama simdiye kadar (1 Ocak 1945’ten beri) tam ¢6ziime ulasabilen kimse ¢ikmadi.

Problem su: Tabletin 6n yiiziinde kosegenleriyle birlikte ¢izilmis bir kare ve bu karenin bir kenar uzunlugu 0; 30 = % = % Birim olarak verildigine gore, bu karenin

kosegeni cetvelle dl¢iilebilir mi? Olgiilebilirse kag birim olur?
I. Babilonya Hanedanligi Dénemi’ndeki (M.Q. 19-16. yy.) bir katip, bu tabletteki karenin bir kdsegeni iizerine yazdigi 1; 24,51,10 < /2 sabitini 2’ye bolerek,

1;24,51,10
(3.90) 0;30x1;24,51,10 = — = 0;42,25,35 Birim

ile bir 6l¢timde bulunmus ve bu sonucun kiibitte 4; 14,33,30 = 4 % = 4% Parmak oldugunu gérmiis ama tamamen okuyabilmek miimkiin olmamis. Ciinkii kesir
kismi1 gok karmagikmuis. Daha sonra Eski Yunanlilar, Pisagor Teoremi’nde oldugu gibi bu hikayeyi de degistirerek kendilerine mal etmislerdir. Bir rivayete gore, biitiin
a
b
seklinde bir kesir olarak yazilamadigini gormiisler. Bunun {izerine Pisagor, bu bilginin tarikat iginde bir sir olarak kalmasini ve bundan sonra kimsenin bu konu

sayilar1 rasyonel olarak kabul eden Pisagor ve tarikati, bir dik kenar1 1 Birim olan ikizkenar dik {icgene Pisagor teoremini uyguladiklarinda v2 ¢ikmus ve bunun

hakkinda konugsmamasini istemis!
Simdi bu kisa giristen sonra problemin ¢6ziimiine iligskin aragtirmamiza gegebiliriz. Bunun igin ilkin asagidaki anahtar tabletimize bir bakalim.

Anahtar Tablet: BM 15285. 7 ya da daha fazla stitundan olusan bu tablette bir dizi geometrik problem verilir. Baglangicta geometrik desenlermis gibi goriinen sekil-
lerde, 6zellikle i¢ ice gegmis sekillerde, geometrik serilerle ilgili problemler dikkat ¢eker. Ornegin Mathematical commentary’nin iizerine tiklarsaniz, oradaki i¢ ige

geemis 2 kareden olugan sekli bu tablette 4 farkli problemde gorebilirsiniz.

Alsq Aoy A Simdi YBC 7289’daki verilere gore yanda ¢izdigim sekli ve bunu BM 15285’teki ayni sekle ait problemlere gore

degerlendirdigimiz zaman su geometrik seriyle karsilastigimizi goriiriiz: Eger yanda goriilen sekilde icteki

Ag1Ap2A03A04 karesini YBC 7289°daki gibi alirsam karenin bir kenar uzunlugu [Ag1Ap4] = 0;30 = 30

60
% Birim ve bir kosegen uzunlugu |Ag;Agz| = V2 X % = \/Z—E Birim olur. Bunun i¢in tablette

1 Birim

24,51,10 (3.91) 1;24,51,10 S V2

yaklagikliklig1 verildiginden

25,35 Birim

(3.92) |A01A03| = = — = 0; 42,25,35 Birim

V2  1;24,51,10
2 2

elde edilir. Iste bu sonug yanda goriildiigii iizere tabletin bir kosegeni tizerindeki 1;24,51,10'nun hemen altinda

Ays Agy A5 yazar ve tablette bunlardan bagka bir sey verilmez!
V2
2 Peki bu sonucu elde edebilmem i¢in bana ne lazzim? BM 15285 no’lu tablet. Ciinkii yandaki sekilden hareketle i¢

ice ge¢mis kareleri g6z oniine alir ve bunlarin kosegenleriyle ilgilenirsek, n dogal sayisi igin A1 ApyAnzAng karesinin [AAns| = ky = |Ap,Ang| kosegenine ait su
tablo ¢ikar karsimiza:

0
Ky, ? 1 V2 22 4 42 8 8v2 16 162

Tablo 3.1. Geometrik serideki karelerin kdsegen uzunluklari. Bkz. “Proof of the Irrationality of the Square Root of 2 Contained in Babylonian Geometry Problem Tablets”.

Simdi bu tablodan kg = 16+/2’yi alir ve Neugebauer gibi bir yaklasimda bulunursak (bkz. “Mathematical Cuneiform Texts (Matematiksel Civi Yazi Metinleri), 1 Ocak
19457 kitabinin 42-43. sayfalarinda gegen “a. Diagonal of a Square” pargasina),

(3.93) 22 < 16V2 =+/2.162 =/512 < 23

araligindaki sinirlarin aritmetik ortalamasi bize alt (iist) sinirdan daha iyi bir yaklagiklik verecektir. Bu matematiksel olarak,

22+23_45_22 20
2 2 "7

(3.94) 16V2 >
demektir. Burada dikkat ederseniz 2 ve 45 diizgiin sayilardir (ki tersleri de 60 tabaninda sonludurlar), dolayistyla 22;30 da bir diizgiin sayidir.

O halde bu esitsizlikte V2 icin her iki tarafi 16’ya bolersek,

22;30

(3.95) V2> 1 c

= 1;24,22,30
seklinde bir ilk yaklagim elde ederiz. Ama dikkat ediniz, burada da 16 ve 22;30 diizgiin sayilar olduklarindan 1;24,22,30 da diizgiin bir sayidir!

Yine Neugebauer'e gore bu esitsizlikten v2’nin st sinirim su sekilde elde ederiz:
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Ekler

2 2
— =2>1;242230>V2 <——— =1;25,20.

9
(3.96) V2 1;24,22,30

Su halde (3.95) ve (3.96)’dan V2’nin araligini su sekilde bulmus oluruz:

(3.97) 1;24,22,30 <2 < 1;25,20.
Simdi de (3.94)’te goriildiigt gibi buradaki sinirlarin aritmetik ortalamasini alirsak,

1;24,22,30 + 1;25,20  2;49,42,30

(3.98) V2 < > >

=1;24,51,15

ile bir ikinci tist sinur elde ederiz (Bkz. 14.09.2021, 00:01:04).

Eleanor Robson, makalesinde bu son yaklagikliktan 2 prosediirde de s6z eder ama yeterli bulmaz. O, 2. prosediirde Babil algoritmasina Heron’un algoritmasi der (Bkz.
“Square Root Approximations in Old Babylonian Mathematics: YBC 7289 in Context”). $aka gibi ama, Neugebauer de 1928’ de dyle diyordu (bkz. Otto Neugebauer
Papers, Box 1) ancak 1945’te dizeltti (Bkz. “a. Diagonal of a Square”).

Simdi Robson’un 2. prosediirde elde ettigi sonuglar1 yakinda inceleyelim.

a+
2

N
a’

Robson, ilkin Heron’un algoritmasinda, ona gore, yani de N = 2 vea = 1;25,20’den (ki bu, (3.96)’daki iist sinirdir) E = 1;24,22,30 sonucunu elde eder (ki bu,

2
a+-
a

2

(3.95)’teki alt sinir demektir) ve boylece = 1;24,51,15’¢ ulasir (ki bu da (3.98)’deki iist sinirdir). Sonra Heron’un algoritmasindan daha iyi bir yaklagiklik verecegini

—_1- 2
%.% = 1;25,20 + 0;0,28,45 = 1; 24,51,15 ile yine ayni sonuca ulasir. Ama her seferinde (3.98)’deki tist sinir1

elde eder ve bu sonuca sevinemez; ¢iinkii bu sonug tablette verilen deger igin yeterli degildir ya da tabletteki 1;24,51,10 degerine ulasamaz!

. 1 N-a?,
umdugu a + > T dan hareketle 1; 25,20 +

Robsor’un 11k Prosediirii I¢in Bir Geometrik Iteratif Algoritma

c Cok ilging, demek ki kaderde W. F. Sheppard’a yardim ettigi gibi Eleanor Robson’a da yardim etmek varmis (Bkz.
“Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi”). Clinkii Robson’un ilk prosediirde

1]

b
(3.99) \/§=\/az—bSa—Z

b yaklasgimindan hareketle elde ettigi 2 yaklasikliktan sonrakileri verememesinin nedeni, a ve b pozitif tam sayilari i¢in

(3.100) 1+ 2b2 = a2

iy g Pell denkleminin ¢oziimlerini gorememesinden kaynaklanir. Ciinkii eger gérmiis olsaydi, o zaman bu yolun ¢ikmaz
V2 bir yol oldugunu gorecekti!

Oncelikle bu denklemin tiim primitif ¢éziimleri, ¥Vn € N i¢in (a,, b,) doguranlarina gore (ki a,, ve by, aralarinda asal, yani (ap, b,) = 1’dir) séyledir:
(3.101) a% —2b2 =1,b=2a,b,,a=a? + 2b2.
Eger bu ¢oztimleri tiim tam sayilara genisletirsek negatif indisli ¢6ztimler su sekilde ortaya ¢ikar:

n 1 2 3 4 n

1 1 1 1 | 1
A_n 51/2+2x/7 E/2+ /2+2\/§ s 2+ /2+ /2+2\/§ S [2+ |2+ /2+ /2+2ﬁ 5 |2+ |24+ (24 /2+2x/§
b_p —_l-2+4242 LJ—H /2+2\/E L NP P /2+2\/E Lo as |24 |2+ /2+2\/E R PSR PO P /2+2x/§
2V2 2v2 22 2v2 242

Tablo 3.2. Negatif indisli a_,, ve b_,, ¢oztimleri. Bkz. “Vieta Formiilii”.

Bu tabloya gore

1 n—oo 1 n—co
(3102) a_, == |2+ [2++ [2+ [2+2V2— 1, b_y=—= [-2+ [2+-+ [2+ [2+2V2—0
2 2V2

sonuglari gecerli oldugundan (3.101)’e gore (3.100)’tin triviyal (agik) ¢6ziimii s6z konusu olur.

Buna gore eger baslangic degerlerini

1
3.103) a, =V2,b, = —
( ) 0 0 \/E
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https://b237ed17-a-62cb3a1a-s-sites.googlegroups.com/site/neugebauerconference2010/web-exhibition-neugebauer-at-goettingen/Neug-Box%201-Ges%20vorgr%20Math-1928-p%2017.jpg?attachauth=ANoY7crOpYcxyqVNFrkeUfHyB0ygumZc6Y-B4psuCgTOyTmDCLk-FjrVbhIEthc2GMr6gE-BiOCZpaZynXb0GSpV3nBd9icKpj2rpNIPn_3L8PteA1-yc_6Oq_M3NjJ2N96-BxcHUtqNF_IgkbrvpVe1M84gtJFQpDzYPBwlk6b2FRdUki6BpfzJE80upQFqzQOjMygSaIwyfEQUTcTfY3ko4HRYnAQaJNMoTOi0jk5MJZnUr4VgSDDZkVbdV6_8RnJCyumME_cBTqsnKQ8Bir4lEiMgqj9R5KfZ6O4B8I6GNxX8R4IFvTFeSKQ-bNbnEvaNZsRZGcmP&attredirects=0
https://b237ed17-a-62cb3a1a-s-sites.googlegroups.com/site/neugebauerconference2010/web-exhibition-neugebauer-at-goettingen/Neug-Box%201-Ges%20vorgr%20Math-1928-p%2017.jpg?attachauth=ANoY7crOpYcxyqVNFrkeUfHyB0ygumZc6Y-B4psuCgTOyTmDCLk-FjrVbhIEthc2GMr6gE-BiOCZpaZynXb0GSpV3nBd9icKpj2rpNIPn_3L8PteA1-yc_6Oq_M3NjJ2N96-BxcHUtqNF_IgkbrvpVe1M84gtJFQpDzYPBwlk6b2FRdUki6BpfzJE80upQFqzQOjMygSaIwyfEQUTcTfY3ko4HRYnAQaJNMoTOi0jk5MJZnUr4VgSDDZkVbdV6_8RnJCyumME_cBTqsnKQ8Bir4lEiMgqj9R5KfZ6O4B8I6GNxX8R4IFvTFeSKQ-bNbnEvaNZsRZGcmP&attredirects=0
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Ekler
olarak alirsak, ki bunlar (3.101)’deki ilk denklemden agik bir sekilde goriiliir, (3.101)’deki 2 ve 3. esitliklerden a := a1 ve b := by i¢in
(3.104) ap4q = a3+ 2b%, by, = 2a,b,

iterasyonlar1 s6z konusu olur ve bunlar

(3.105) % iV2

n+1

limitini gergekler.
Burada sonsuz azalmaya (descente infinie) gére Vn € N i¢in

a% + Zblzl ap4q1 Do
= 4
2apby bn+1

n—-oo n-—-oo d,, n—oo
= (a2 — 2b2)% = a% — 4a2b2 + 4b} — 0= a2 —>2b$,:>b—“—>x/i
n

VZ = a2 + 2b2 3 2y/Za,b, = at + 4a2b2 + 4b% = (a2 + 2b2)% > 8a2b?

limitlerinden

dp -
(3.106) i

n

yakinsamasi gerceklenirken,

— 12 2
an+1 = an + 2by

1231%_2b1% an+1+1= Za% :a—nQM 1 =a—n
a 1= 242 byy1 2apby, by bpyr bnyr by
n+1 - n
esitliklerinden de
dn+1 1 an
(3.107) + =—
bne1 bnir by
bagintis: gergeklesir.

Cok ilgingtir, simdi (3.104)&(3.105)’te yaptigim limit hesaplar1 W. F. Sheppard da oldugu gibi “Babil Algoritmasindan Modern Kok Algoritmalarina Dogru 4000

Yiullik Bir Yolculuk” adli tezim icin 2006’ daki antrenmanlarimi hatirlatt: bana. Yani bu tiir hesaplar1 Babillilerin V2 i¢in ve Arsimefin v/3 icin verdigi yaklasikliklar:
iteratif algoritmalarla daha o saatte buluyordum!

Simdi Robson’un ilk prosediirde (3.99)’dan elde ettigi yaklagikliklar i¢in (3.100) denklemini

2

(3.108) V2 + (i) = (a—“)z

ya da Robson’un prosediiriine gore

2

ap\? ( 1 ) ap 1
3.109) V2= |(=2) —(—) s=2-
( ) V2 (bn> b, b, 2a,b,

seklinde ele alir ve n = 0,1 i¢in hesap yaparsak (3.103)&(3.104)’ten (ag, bg) = (3,2) ve (a1, b1) = (17,12) ¢6ztimlerini elde ederiz ve bunlarin sekildeki gosterimi
agagidaki gibi olur.

Buna gore ilkin (ag, bg) = (3,2) ¢oziimlerini (3.109)’da goz 6ntine alirsak,

(3.110) V2= J(E_Z>2 B (b_10> - J@ B G) = /1,302 = 0;302 (= /1,302 - 0: 15)

ag 1
< —— =

5
—m—l;BO—@—l;BO—O;S—l;ZS

seklinde bir ilk yaklagiklik elde ederiz. Bu, Robson’un ilk prosediirle buldugu ilk yaklagikliktur!

Ikinci olarak (3.109)’da (a;, b;) = (17,12) ¢oziimlerini goz 6niine alirsak,

a;\2  [1\* 17\% [ 1\* a, 1 17 1 17 1
2 = (—) —(—) = (—) —(—) =./1;252—0;52(=/1;252 - 0:00,25) S — — —_——— <= ——
(3.111) V2 b, b, 12 12 J ( v ) by 2a;b; 12 2x17x12 12 2x18x12

=1;25-0;00,8,20 = 1; 24,51,40

seklinde bir ikinci yaklasiklik elde ederiz ki Robson, 17’nin tersini alarak (ki M 10’da daha kotii bir sekilde verildigini gordugii halde) 1;24,51,10,35,17 --- yaklasiklik-
ligini verir!
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Ekler

Peki Robson’a gore ayni prosediire devam etseydik, 3. ¢oztiimde hangi yaklagiklikliga ulasacaktik?

(az,by) = (577,408) i¢in (3.109)’dan su yaklasikliklig1 bulacaktik:

112 V2= () -(5) = (G5) - (355) =55y ~ 09~ T < s~ T - b Ass
' ~ b "\b,) T \208) T\a08) Tb, 2a,b, 408 2x577x 408 405 2x576x405 o oEm

Yani daha iyi bir yaklagiklik bulacagimiza, 2.’sinden bile daha kotii bir yaklagiklik elde etmis olurduk!
Simdi Robson’un aradig: sey igin bir 3. prosediir verebilirim.
3. Prosediir. (3.108)’e gore

() o s (-

esitsizliklerinden hareketle v2’nin arahigini su sekilde verebiliriz:

2 2 2 2 2
ag — 2 1 an—2 (an)2 (1) B (1) (1) _ap
(3.113) — 7 .bn< b —J b 2 ) = 2 ™ <V2< 2+ ) b
n 2

2a, —
! 251n—Z
Buna gore (ag, bg) = (3,2) i¢in
7 48 7 48 7 1 32-2 1
1;1845=c.— < —.—— = == x 0;30 < 0;30y/3%2 — 2 =/1;302 — 2 x 0; 302 = /2 — 0;302 = 2—(—)
21282127 1272 ,_ 2 v y y J 2
8 2
2Xx3— 5
2X3— 5
(3.114) 27%X3

<2<

’ 14° / 1\
2+(b—) = 2+<§) =2+0;302=,/2+0;15=/2;15=1;30
0

2;48,45 1;18,45+1;30

sinirlarinin aritmetik ortalamasindan

(3115) 1;242230 = —, > <2
yaklagiklikligini elde ederiz. Bu yaklagiklik (3.95)’te ge¢misti!
Ikinci olarak (a;,b;) = (17,12) igin
1.24.4217 30 4879 2810304 1 < 2810304 5 17%2 -2 0:30 <
; = = — —= X 0;
e 3456 165888 12 165887 60 17 — 2 ’
2
2X17 — )
2x17 %17

(3.116)

b,

1\2 112
fz+(b—) = /2+(E) =2+0;52=,/2+0;0,25=,/2;0,25 = 1;25
1

sinirlarinin aritmetik ortalamasindan (3.115)’tekinden daha iyi bir yaklasiklik elde ederiz:

142 1\2
0;5\/172—2=\/1;252—2><o;52=\/2—o;52=j2—(ﬁ) =j2—(—) <V2<

2;49,42,17,30 _ 1;24,42,17,30 + 1,25
2 B 2

(3.117) 1;24,51,8/45 = <.

Bu yaklasiklik (3.98)’dekinden daha iyidir ama YBC 7289’daki i¢in yeterli degildir!

Uciincii olarak (a,, b,) = (577,408) icin

a3 —2 1 ag—2 (az)2 (1)2_ (1)2
—< = () —2.(=) = [2-(=
2 _ b b, b, b, b,

<2<

2+( )2—32—577<577—1 2528,53,20
b, 408 405 T




Ekler

sinirlarindan st sinir kotii bir yaklagiklik oldugundan alt sinir1 hesaplamaya gerek kalmaz! (Y.N. Buradaki alt sinir yaklagim formiilii, Resim 3.1’deki tezimde gegen
Babilonya Algoritmasi'nin genellestirilmesi sirasinda 2007°deyken elde ettigim bir yaklagim formiiliydii!)

Fakat eger (3.98)’den (3.113)’e gore isleme devam etseydik, 1;24,51,15% — 2 = 0; 00,28,45 igin (ki (3.97)&(3.98)’den 1; 24,51,15 — 0; 00,28,45 = 1; 24,22,30 ol-
dugu agiktir)

4073% — 2 x 232
1;24,51,05,15,31,21,50,09,22,30 = 1,7,52; 52,12,25,05,28,07,30 x 0; 00,01,15 =
4073 — 2 x 232

(3.119) 2x4073
J1,7,53%2 — 2 x 232 x 0;00,01,15 = /1; 24,51,152 — 2 x 0; 00,28,452 = /2 — 0;00,28,452 < V2 <

V2 +0;00,28,452 = 1;24,51,15

x 0;00,01,15 <

sintrlarinin aritmetik ortalamasindan YBC 7289 no’lu tabletteki yaklasiklikligi soyle bulmus olacaktik (Bkz. 14.09.2021, 17:04:43):

2;49,42,20,15,31,21,50,09,22,30 _ 1;24,51,05,15,31,21,50,09,22,30 + 1;24,51,15 <

2.
2 2 V2

(3.120) 1;24,51,10 < 1;24,51,10,07,45,40,55,04,41,15 =
N ———
YBC 7289

Ve fakat, kapagi Resim 3.1’de goriilen tezime gore katibin bu son sonucu onaylamas: gerekiyordu, yani bir sonraki hesapta tekrar ayni sonuca ulagmasi gerekiyordu.

Bu ise YBC 7289’da V2 icin verilen 1;24,51,10 yaklagiklikliginin bulunmasinin yéntemden ¢ok, hesaplanis seklinde ortaya ¢ciktigim gosterir bize. Oyle ya, katip Rawlin-

son gibi bu sonucun dogru oldugunu nereden bilebilecekti? Tabletteki 1;24,51,10'un Asur Krali 1. Tiglath-Pilaser’in stelasindaki gibi onaylanmasi gerekmiyor muydu?
(Bkz. “Tanrilar, Mezarlar ve Bilginler”. Kitap igin suraya bakiniz. Tarihgimiz Cengiz Ozakincy'nin okudugu sayfalar Subat 2015’teki 10. baskisinda 178-179. sayfalar

olarak goriiliir. Fakat bu yeni basimda Cengiz Ozakincr'nin da dikkat gektigi gibi parantez igindeki hata diizeltilmistir (ki bu hatanin kasitli olarak yapilmis olduguna
inaniyorum): “Fakat 1857'de Londra'da ‘Asur Krali Tiglath-Pileser’in Rawlinson, Talbot, Dr. Hincks ve Oppert’ce cevrilen bir yaziti’ yayinlanabildi. Bu, bilimin
hedeflerine, biitiin zorluklara karsin, ayri ayri yollardan fakat biitiiniiyle birbirine uygun olarak varilabileceginin en parlak ve inandirici (1986 basuminda ‘kandirict’)
kanitiydi”). Buna gore hangi yontemi kullanirsaniz kullanin, 1;24,51,10’u bulduktan sonra bunun tiim basamaklarinin dogru oldugunu bir sonraki yaklasimda da
onaylamaniz gerekir!

Aragstirmasi nedeniyle sehrimizi sereflendiren Dr. Mansfield e saygilarimizla.

Resim 3.4. Istanbul Arkeoloji Miizesi'ndeki Si.427 no’lu tablet igin 2019 Haziran’inda Istanbul’a gelen Dr. Daniel Mansfield.

D. PAMURTEUL LI

Dijital olarak imzalayan
DERYA DERYA PAMUKTULUM

PAM U KTU LU M Tarih: 2022.07.13

13:19:15 +03'00'

23


http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_piobert-parmentier_metodu/ybc_7289_hesaplari2.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_Henry_Rawlinson,_1st_Baronet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_Henry_Rawlinson,_1st_Baronet
https://tr.wikipedia.org/wiki/I._Tiglat-Pileser
https://www.youtube.com/watch?v=wLYAlrhPRv8
https://vk.com/doc216341172_452617287
https://www.youtube.com/watch?v=8C6IbJJ-mhM&t=235s
https://www.youtube.com/watch?v=S4wjnvsb67k&t=0s

	Si427o
	ithaf
	genellestirilmis_piobert_parmentier_metodu

		2022-07-13T13:19:15+0300
	DERYA PAMUKTULUM




