4, Piobert-Parmentier Metodunun Qdaki Genellestirilmesi

4.1. Metot 1 (Ole Amblea Gore Piobert-Parmentier Metodunun Q Uzerinde Genisletilmesi):
4.1.1. Ole Amble Metodu-1952,

4.1.2. Ole Amble’in Yaklasikliklarinin Yakinsakliklarinin Hizlandirilmasi-2021,

4.1.3. Ole Amble1n Yaklasikliklarinin Tam Yakinsamasi=2021,

4.2. Metot 2 (Ole Amble Metodunun Tirevleri)-2021,

4.3, Metot 3 (Metot 4in Qdaki Karsilig1)-2021.
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Asagida bu makalenin konusu olan “Ole Amble Metodu (1952)” ve “Romberg Metodu (1955)”nu diger kaynaklardan farkli olarak modern bir sunumla anlatirken
tarihgesine de deginecegim.

p-Trapezli Yaklasikliklar Metodu (Werner Romberg ve Ole Amble Metotlar1) ve Tarihgesi
Bu metot “p-Trapezli Yaklasikliklar” ve “Ekstrapolasyonlar” olmak tizere 2 kisimdan olusur.
1. p-Trapezli Yaklasikliklar: “p-Trapez Yaklagsikliklar:” ve p-trapez yaklasikliklarina Ole Amble’a gore f(x) fonksiyonunun x = h noktasindaki Taylor agilimiyla
eklenen fnin tek mertebeli tiirevli terimlerden olusan yaklasikliklara da “p-Trapezli Yaklasikliklar” denir. Burada ikincisi i¢in sadece bir benzetmede bulundum ve

bu yaklagikliklar1 ilk terimlerinden dolay1 “-li” ekiyle birlikte andim.

Burada s6z konusu p-trapez yaklagikliklarina iliskin 16.06.2017, 14:53’te verdigim 11 maddelik prosediiriiniin ilk 3 maddesi s6yledir (Bkz. “Romberg Integrali Projesi
2016-2018”, §2. Romberg Metodu’ndaki Trapez Formiillerinin Genellestirilmesi, S. 18-19):

2.1.p-Trapez Formiilii. Genel olarak I = fab f(x)dx integraline trapez metoduyla yaklasimda p,r € Z*,q € N igin q = 0,1,+++,p — 1 olmak iizere, h = ? farki ve

fo = f(a):ﬂ baslangig degerine gore T, q(h) =: Ty r(h) =: Ty iin

r—-1 r-1
21) Ty = hz: f 0= hz f(a + (k+ﬂ) h)
k=0 P k2o P

yaklagikliklar1 mevcuttur. Romberg, oncekiler ve sonrakiler bu formiilii yalnizca p = 2 i¢in kullaniyorlard: ve ben de bu trapez formiillerini (trapez ve orta nokta
formiilleri) genellestirerek yeni bir prosediir tanimladim. Bu prosediiriin diger 2 maddesi agsagidadir.

2.2.p-Trapez’in Modifiye Formiilii. Eger (2.1) formiiliindeki f igindeki p paydasindan kurtulmak istersek,

Tq,r=h§f< (k+p) h) = hz (a+®a-D+a )
k=0

seklinde g6z ontine alir ve burada r = p" yerine koyarsak (ki bu degisken dontigiimiit Romberg’in metodunu desifre ederken, (1.53) esitlikleri nedeniyle (1.49)’dan
(1.50)’ye ve (1.51)’den (1.52)’ye gegerken de yapmistim) h,, = % farkina gore Tq pn(h) = Ty, (h) = Ty, igin

pl'l
(22) Tyn=hn ) f@+ (k=1 +Dhysr)
k=1

sekline dontisiir. Buna (2.1)’deki “p-Trapez’in Modifiye Formiilii” denir. Ctinkii bu formiille I'ya (2.1)’den daha hizli yakinsanir. Yani (2.1)’de [a, b] aralig1 n tane eg
alt arahiga boltintirken (2.2) ile p" tane ¢ok daha kiigiik es araliga boliniir ki bu, I'ya yakinsakligin artmasina neden olur!

2.3. Aritmetik Ortalama. S6z konusu (2.2) yaklagikliklar: arasinda

T0,n + Tl,n +--t Tp—ln
p

(23) Tons1 =

aritmetik ortalama bagintis1 gecerli olur. Bu bagint1 yalnizca p = 2 igin ilk kez 19. yy.’da ortaya konulmus ve 1955’te de Romberg tarafindan esasli bir analize tabi
tutulmustur! (Bkz. “Werner Romberg: Vereinfachte numerische Integration”. Eger PDF yazan yerdeki linke tiklarsaniz, Owrer’in bildirdigine gére Romberg'in (2.3)’teki

ntUn

p=2igin Ty, = T bagintisini gozlemledigini, dolayisiyla kullandigini gorebilirsiniz. Ciinkti bu, Romberg’in “Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid.

Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517” adl1 tezinde notasyon nedeniyle gﬁnﬁmﬁzde anlagilmaz bir haldedir ve Owren’in isaret ettigi yer, bu tezin ilk

sayfasinin sonundaki T, = T; + Uy ( T1+U1) T, =T, + U, ( T2+U2) Tg =T, + Uy ( U4) bagintilaridir)
Ispat. flkin (2.1)’den
p-1 p-1 p-1r—1 p-1r—1 pP-1r-1 h r-1p-1 h r—1 pk+p-1 h
Tyr = (hz ) h Z La=h f<a+<k+ )h)=h22f(a+(pk+q)—)=h f(a+(pk+q)—)=hz 2 f<a+s.—)
q=0 q=0 p q=0k=0 p q=0k=0 q=0k=0 p k=0q=0 p k=0 s=pk p
r-1 pr—1
—h Z f<a+k. ) h ) fi=pTyp
k=0 k=0
esitliklerini g6z 6niine alirsak,
To=oT
(2.4) Topr = 4=0 a9t
p
bagintisini elde etmis oluruz.
Ikinci olarak, (2.4)’te r = p™ degisken déniisiimiinii yaparsak,
Vo=
(2.5) Tope1 =——F : Ton

aritmetik ortalama bagintisini yani (2.3)’t elde etmis oluruz!


https://www.ntnu.no/ojs/index.php/DKNVS_skrifter/article/view/1458
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/DKNVS_1955.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/DKNVS_1955.pdf
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Not. Yukaridaki kesif tarihinden (16.06.2017, 14:53) anlasilacagi iizere p-trapez yaklasikliklarina iliskin 11 maddelik prosediiriin tamamini RIK 5’te yayimlayacagim.
Glinkit “Romberg Integrali Metodu”nun tarihi seyri nedeniyle Romberg ve Ole Amble’in tezlerini, dolayisiyla “Piobert-Parmentier Metodu”na ait tezleri incelemem
ve ¢ikardigim sonuglar: makaleler halinde web sitemde yayimlamam gerekiyordu. Yani bu tarihi tezler nedeniyle kendi ¢ikarimlarima gecemedim bile!

Burada ikinci olarak 2-trapezli yaklasikliklar ilk kez 1952’de Ole Amble tarafindan “A set of formulas for numerical integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v.
25,1952, p. 38-41. MR 14, 907" tezinde verilmistir. Onun bu tezindeki yaklasikliklar1 (4.43)’te verdim. Ama inanin ki bu yaklagikliklar1 Ole Amble’in tezinden bulmadim
(ki bu tezi 11.10.2021, 15:28'de Sven Strom’den almistim. Bkz. “Nihayet Ole Amble’in tezini bulduk!”); modern bir metotla elde ettigim (4.43)’teki yaklagikliklar1 Ole
Amble’in (4.3)’teki 6rnegine gore uyguladiktan ve tezdeki sonuglar: Tablo 4.1°de teker teker elde ettikten sonra dogru buldugumu anladim. Ciinkii Ole Amble, tezinde

sadece (4.4)’teki yaklagikliklig1 acik bir sekilde vermis ve digerlerini bir formiilasyona baglayarak kapali olarak vermisti. $imdi bunun i¢in Tablo 4.1’e donersek tablonun
ilk stitunundaki trapezli yaklagikliklar1 20.10.2021, 06:45:20’de ve 3. siitundaki orta noktali yaklagiklar1 22.10.2021, 05:07:46’de buldugum ama Not 4.1’deki Ole
Amble'n formilasyonunu ise 27.11.2021, 23:11:35’te kesfettigim geger. Kald1 ki bu formiilasyonu makalemi bitirdikten sonra bulmustum. Yani beni Ole Amble’a
baglayan sey, o veriler idi. Ciinkii ben yeni siirimdiim, o ise eski siiriim ve bizi birbirimize baglayan tek sey, III. sayfada da mevcut olan Tablo 4.1’deki Ole Amble’in 2.
ve 4. stitunlarindaki verileriydi. Fakat bu tablodaki son 2 stitundaki degerleri karsilastirirsaniz Ole Amble’inkilerin farkli olduklarini goriirsiiniiz. Bu sonug isimi bir kat
daha zorlastird1 ve aragtirmalarima gore Ole Amble’in orta noktali yaklagikliklar: hatali bir sekilde bulmug oldugunu anladim ve onlar1 diizelttim. Romberg bunlarin
hatali oldugunu gérmiis olmals, ¢iinkii bunlar1 diizeltirken onun izinden gidiyor ve yeni ¢ikarimlarda bulunuyordum. Ornegin Ole Amble’'in yaklagikliklarinin yakin-
sakliklarini hizlandirirken (4.44)’teki trapezli ve (4.45)teki orta noktali yaklagikliklar: bu sekilde bulmustum. Ama Ole Amble’1in (4.43)’teki yaklagiklarinin tam yakin-
samasina iliskin (4.46)’daki yaklasikliklar sapka ¢ikarilacak cinsten bir ¢ikarimimdir. Neden?

4. Friedrich Wilhelm ile Tamistigim Giin: Biiyiik Piramit’teki “Nadlerberg” Yazitlarin1 Aragtirirken
Burada s6z konusu Ole Amble’in (4.43)’teki yaklagikliklarinin nasil bulunduguna dair detaylart METOT 2°de verdim. Ama bu metoda gegmeden 6nce Prusya Krali 4.

Friedrich Wilhelm’in Misir Seferi’'ndeki (1842-1845) son kafilede yer alan ve kafile bagkani oldugu anlasilan Tcharikoff Nadlerberg'in Biiyiik Piramit’te biraktig1 ya-
zitlara iliskin yaklagik 2.5 sayfalik bir makale désendim. Ben bu yazitlar1 biliyordum ama s6z konusu Prusya Krali 4. Friedrich Wilhelm olunca hemen Almanlara bir

stirpriz yapmaya karar verdim, ancak 04.02.1998 tarihli ARD kanalindaki Dieter Bohlen’in moderator Alfred Biolek ile yaptig1 roportaji goriince tadim tuzum kagti
(Bkz. “Dieter Bohlen Interview ARD Boulevard Bio”ve “Mozart and the King of Prussia”). Clinkii gengliginde solcu olan Bohlen, Modern Talking grubuyla aldig: 6diiller

ve kayut satiglariyla klasik bestecileri (Bach, Beethoven, Brahms, Mozart) yerden yere vuruyordu. Ornegin kendisine Mozart soruldugunda “o simdi kayit disi!” diyerek
kiigiimstiyordu. Ancak 2. Friedrich Wilhelin (4. Friedrich Wilheln’in biiyiikbabas1) Bohlen’in kiiciimsedigi bestecilerle bizzat ilgileniyor, Mozarta eserler yazdiri-

yordu (bkz. “Mozart’in Prusya Quartetleri”) ve kendisi de eserler yaziyordu (Bkz. “Mozart and the King of Prussia”). 4. Friedrich Wilhelm ise besteci Felix Mendelssohn

da dahil olmak iizere bir¢ok biiyiik Alman ressamin koruyuculugunu yapryordu.

Anladigim kadariyla Bohlen, eski bestecileri elestirirken Yahuda Incili'ndeki 2. Sahnedeki “Havariler Tapinag:i Gordii ve Onu Tartist:”daki gibi her seyi say1 olarak

goriiyor ve Mabettekiler gibi her seyi belli bir sayiya tamamlamaya ¢aligtyordu.

Simdi hep birlikte o pargaya bir bakalim!

Havariler Mabedi Gordii ve Onu Tartisti!

Onlar s6yle dedi: “Iginde biiyiik bir sunagi olan kocaman bir ev gérdiik. Icinde iki adam -hepsi de Rahiplerdi- ve bir isim vardi. Rahipler sunulari alincaya kadar kalabalik
bir grup sunakta bekliyordu. Biz beklemeye devam ettik”.

Isa onlara “Rahipler (din adamlari) nasil gériiniiyordu, ne gibi idi?” dedi.

Onlar da soyle yanit verdi: “Bazilari... 2 hafta; bazilari kendi ¢ocuklarini kurban ediyor, bazilar: bogazlama isiyle ilgileniyor; bazilar bir siirii giinah isliyor ve kanunsuz
is yapryordu. Sunagin oniinde duranlar senin adini ¢agiriyordu. Onlarin noksanliginin ortaya ¢ikardigi tiim bu eylemler kurban sayisiyla tamamlanmaya ¢alisiliyordu.

(.)”

Onlar bunu soyledikten sonra sessizlige gomiildi. Ciinkii tiztilmiislerdi.

Ama Hz. Isa, Mabetteki Rahiplerin bu isi yapmakla kendi Tanrilarini mutlu etmeye ¢alistiklarini, dolayisiyla kendisini tantyamadiklarini belirtir. Baslangita zaten
“sizin aranizdaki hicbir nesil beni taniyamayacak!” demisti. Bu sirr1 bir tek Yahuda (Judas)’ya anlatiyor. Ozetle bu 6rnekte gordiigiiniiz tizere giiniimiizde de bir eserin
kalitesinden ¢ok sayisina 6nem verilmekte ve eser bu sekilde tanitilmaktadir. Yani Bohlen bu sekilde diistinmekle hata yapiyor.

METOT 2’de Ole Amble’in metodunu tiim yonleriyle modern olarak ele aldim. Ciinkii Ole Amble (4.43)’teki yaklagikliklarin nasil bulundugunu belli formiilasyonlara
gore bir kalip i¢inde ele aliyor, dolayisiyla bu formiilasyonlarin arka planini anlatmiyordu. Bunun i¢in 2-Trapez formiiliinii kullandim ve Ole Amble’in (4.43)teki
yaklagikliklarinin bulunmasini (4.57)&(4.58)’e biraktim. Bu arada Not 4.6’da Ole Amble’in (4.3)’teki 6rneginden hareketle (4.60)’ta ’ye bagli yakinsak seriler verdim
ve bunlar inanilmaz bir hizla 1’e yakinsarlar. Fakat METOT 2’de Ole Amble’in (4.43)’teki yaklagikliklarina yakinsaklik bakimindan esdeger yaklagikliklar: (4.91)'de
verdim. Bunun i¢in merkezi fark formiillerindeki katsayilar yerine § operatoriine gore Binom katsayilarini kullandim. Bu operatorii ilkin 2. Yol'da anlattigim gibi
buldum, sonra bunun matematiksel agiklamasini 2. Yol'un {izerinde verdim. Sunu gérdiim: § operatdriine gore (4.76)’daki Ay, (h) ve By, (h) ile bunlarin h kuvvetlerine
gore seriye acip (4.78)’dekilerle toplayip h%, h* h®, h8, --’e ait katsayilar1 teker teker sifirladigim zaman (4.61)’e gore (4.91)’deki yaklagikliklar1 buldum ve Ole Amble’in
(4.3)’teki 6rnegine (4.46) ve (4.91)’deki yaklagikliklarini uyguladigim zaman da bunlarin yeterince biiyiik q degerleri i¢in hemen hemen ayn1 sonuglari ya da q — oo
i¢in ayn1 sonuglar trettiklerini, dolayisiyla katsayilarin (merkezi fark formiillerindeki katsayilar ve Binom katsayilar1) bir anlaminin olmadigini gérdiim. O halde
METOT 2’ye istedigimiz katsayilar1 yazabilir ve yine ayn1 sonuglar1 elde edebiliriz. Buna gore I'ya simetrik katsayilar1 degistirmek suretiyle METOT 2’den sonsuz tane
yaklasimda bulunabiliriz. Bunun bir 6rnegini burada Binom katsayilarina gére METOT 2’de gosterdim. Demek ki Ole Amble merkezi fark formiillerinin pesinde
bosuna kosmus. Clinkii (4.18)&(4.19)’daki Binom katsayili merkezi fark formiillerini bu is i¢in ayarlamak bize bir 2. metodu veriyordu ve simetrik katsayilar1 degistir-
mek suretiyle bu metodun sonsuza uzanacagini gosteriyordu.

Simdi bu soyledigim seylerin dogru olup olmadigini bu 2 yontemden elde ettigim yaklasikliklar1 Ole Amble’in (4.3)’teki 6rnegine uyguladiktan sonra elde ettigim
agagidaki tablolara bakip agike¢a gorebilirsiniz:

II


http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_piobert-parmentier_metodu/11.10.202114-19-10.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_piobert-parmentier_metodu/11.10.202114-19-10.pdf
http://rombergintegrali.org/component/content/article/27-blog/tarih/107-ole-amble-in-tezini-bulduk.html?Itemid=101
https://www.youtube.com/watch?v=poLPKdc-zTY
https://www.rct.uk/collection/608071/friedrich-wilhelm-iv
https://www.rct.uk/collection/608071/friedrich-wilhelm-iv
https://www.youtube.com/watch?v=z-KziTO_5so
https://mtochambermusic.wordpress.com/2013/09/12/mozart-and-the-king-of-prussia/
https://en.wikipedia.org/wiki/Frederick_William_II_of_Prussia
https://www.classicalexplorer.com/mozart-prussian-quartets-volume-1/
https://mtochambermusic.wordpress.com/2013/09/12/mozart-and-the-king-of-prussia/
https://stringfixer.com/tr/Frederick_William_IV_of_Prussia
https://www.gizliilimler.org/Yahuda-Incili--k1-Yahuda-h-nin-M.ue.jdesi-_-Gospel-of-Judas-k2-.htm
https://www.milelvenihal.org/media/pages/milel-nihal-dergisi/cilt-volume-3-sayi-number-1-2/e34f3f7694-1609074255/01_aydin.pdf
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Tablo 4.1: Ole Amble’in Yaklasikliklari, 1952

Orijinalde Ole Amble
T; = 0.99428188829215795204 0,9943
T; = 0.99992844392204131719 0,999928

Ts = 0.99999899121842171511 0,99999899
T, = 0.99999998501409023271 0,999999985
To = 0.99999999977069185695 | -

Orijinalde Ole Amble
To = 1.0028615075117907939  1,0053
T, = 1.0000138677438771599 1,000014
T, = 1.0000002392888945830 1,00000013

Te = 1.0000000038477741619 1,000000013
Tg = 1.0000000000614363609 | -

Tablo 4.3: Yakinsakliklar1 Hizlandirilmis Ole Amble Yaklasikliklari, 2021 ‘

T; = 0,99428188829215795204
Tz = 0,99992844392204131719
Ts = 0,99999990565075904155
T, = 1,00000000000863428856
Ty = 0,99999999999989653000

T; = 0.99428188829215795204
Tz = 0.99999340119831826228
Ts = 0.99999998930731148314
T, = 0.99999999998171006968
Ty = 0.99999999999996836175

To = 1,0028615075117907939
T, =1,0000138677438771599
T, = 1,000000018189499133
Te = 1,00000000002111056391
Tg = 1,00000000000003375993

Ty = 1.0028615075117907939
T, = 1.0000057271656654506
T, = 1.0000000103384504451
Te = 1.00000000001813609791
Tg = 1.00000000000003157058

Tablo 4.5: Metot 2, 2021 |

T; = 0.99428188829215795204

Ty = 1.0028615075117907939

T3 = 0.99999340119831826228

T, = 1.0000057271656654506

Ts = 0.99999998927975159289

T, = 1.0000000103444292205

T, = 0.99999999998168780033

Te = 1.00000000001814149138

Ty = 0.99999999999996834745

Tg = 1.00000000000003157413

Tablo 4.1, 4.3, 4.4 ve 4.5’teki ciktilar.

Burada o6zellikle son 2 tabloya bakarsaniz yukarida soylediklerimin dogru oldugunu gorebilirsiniz. Ciinkii bu son 2 tablodaki ¢iktilar i¢in q = 5 aldim ve eger q — oo
alirsaniz tim ciktilardaki basamaklar ayni olacaktir, dolayisiyla Ole Amble’in merkezi fark formiillerine gore 3. tablodaki yaklasikliklar ile Binom katsayilarina gore
buldugum 4. tablodaki yaklagikliklar ayn1 sonuglari iireteceklerdir!

METOT 3, C'deki “Genellestirilmis Piobert-Parmentier Metodu nun Q’daki karsiligidir. Yani her 2 metodu da es zamanl olarak kullaniyordum. Yine bu metodu burada
tiim yonleriyle ele aldim ama q’lu uygulamalarini Not 4.8’deki Mathematica dosyalarinda yaptim. Uygulamalara gegildiginde ise METOT 3’tin diger metotlardan tistiin

oldugu gorildi. Bu sonugla Ole Amble’in 2. kez merkezi fark formiillerinin pesinde bosuna kostugu sonucu ¢ikar. Yani Ole Amble, sirf METOT 3’i1 verseymis daha
iyi olurmusg!

Simdi tiim bu metotlar1 birlikte degerlendirirsek su sonuglar ¢ikar:

1. Yakinsakligi en iyi metot: METOT 4 (Bkz. “Genellestirilmis Piobert-Parmentier Metodu”),
2. En hizli metot: METOT 3.

Bu sonuglara gore METOT 1 (Ole Amble’in Metodu) ve METOT 2 yukaridaki metotlarin disinda kalmaktadir.

2. Ekstrapolasyonlar: Bat1 tarihcesine gore 2-Trapezli yaklagikliklar i¢in kullanilan ekstrapolasyon “Richardson Ekstrapolasyonu”dur (Bkz. “The Birth of Numerical
Analysis”deki “Some pioneers of extrapolation methods”, “Extrapolation Methods: Theory and Practice”, “Extrapolation and Rational Approximation: The Works of Main
Contributors”, “Numerical Analysis: Historical Developments in the 20’th Century”deki “2.1. Richardson’s process” vb. Bu kaynaklar Brezinski'ye aittir). Fakat gercek
tarihgeyi arastirdiginiz zaman bu ekstrapolasyonu ilk kez 1927°de, ki 1910°daki teorikti, Lewis Fry Richardson degil 1710’da, muhtemelen 1695’ten dnce, Japon mate-
matik¢i Takebe Katahiro’nun kesfetmis oldugunu 6grenirseniz. O, bu ekstrapolasyonu ustasi Seki Kowa'nin kuralindan, ki Batililar ve Brezinski'nin “Aitken Kurali
(Aitken’s process)” dedigi algoritma, tiretti. Tabii ki bu bilgileri Japon Prensesi Akiko Mikasa adina Takebe’nin el yazmalarini inceleyen ve nesreden Naoki Osada’ya
bor¢luyuz. Bu konuyla ilgili ve Romberg Metodu’na iliskin tarihgeyi RIK 3’teki sayfa 21-23’teki “2.1. Richardson Ekstrapolasyonu” ve RIK 4’teki sayfa 25-26’daki “2.1.
Richardson Ekstrapolasyonu”ndan alabilirsiniz. Bu par¢alardaki Romberg Metodu'na iliskin tarihgeyi Brezinski iyi toplamis ama Bat1 gozligliyle degerlendirmistir.
Ciinkii bu son gelisme onun kitaplarinda, dolayistyla Bati’daki hi¢bir kaynakta yer almaz!

2-Trapezli yaklasikliklar icin son bir gelisme RIK 3’teki 28. sayfanin sonunda ve RIK 4’teki 33. sayfanin basinda verdigim “hZX -ekstrapolasyonu” ile oldu. Bunu

22/7.2002°deki “Arsimet’in Metodu M.V.” adl1 albiim ¢alismalarimdaki ¢okgensel algoritmalarin yakinsakliklarini hizlandirmak i¢in 14.05.2003’te bulmustum ama ilk
kez 10.02.2020, 02:02:10’da RIK 3’te yayimladim. Iste bu son ekstrapolasyonda m = 1 igin Richardson ekstrapolasyonu elde edilmektedir. Bu, bir bardakta koparilan
firtinanin sonucu idi. Burada bir diger dikkat ¢eken nokta sudur: Richardson ekstrapolasyonunu baslatan ilk algoritma RIK 3 ve RIK 4’teki (2.23)’te Huygens tarafindan
1654’de verilmisti ve ondan sonra bu ilk algoritmanin ekstrapolasyona giden siirecteki gelismeler hep m sayisi tizerinde yapilan hesaplamalarin sonucunda ortaya

¢ikmistr. Yani ben de h2X -ekstrapolasyonunu ¢okgensel algoritmalarin yani m sayisi iizerinde yaptigim hesaplamalar icin kesfetmis ve kullantyordum!
Biiyiik Piramit’teki Mirasimiz:

- Ama hig kimse Kraliyet astronomu Charles Piazzi Smyth kadar goziinii karartmamist. Clinkii o, w'yi tastan yani Biiytik
Piramit’ten okumaya galistyordu ve PLATE XVII’daki dlgiimlemelerine gore (PI: Piramit Ingi)
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5813.01P1 3.1415910173903020982244998718392 ---
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degerini buldu ama kaplama taginda (ki Vyse tas1 oldugu agiktir)
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DIRECT VERTICAL SECTION OF =4 xCot51°51'14.3" = 3.1415928557030945801499104868365 ---

GREAT PYRAMID.
degerinin olmasi gerektigine inandu!
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Onsoz

Ama o bu sonuglarla yetinmedi; piramitte

3.1415926535 + ---
{100.4971498726+...

degerinin olmasi gerektigini ileri siirdii. Buna “Tanrinin Tastaki Parmak Izi (The Fingerprint of God in a Stone)” diyordu!

Konuyla yakindan ilgileniyorum ve 2004 ’te Biiyiik Piramit’e geli amacim Smyth'inkiyle ayniydi (ki ben piramitteki asagl- 77 sncLEs oF casiNG STONES OF

daki r’yi Erich von Déniken’in “Tanrilarin Arabalar:” adli kitabinin 73. sayfasindan 6grenmistim, Smyth’tan degil. Ddniken GREAT PYRAMID.
ise Smyth’in “Biiyiik Piramit’teki Mirasimiz (Our Inheritance in the Great Pyramid)” adli kitabindan 6grenmis. Yani bu 6g- As affected by ita external slope
wned. horizontal masenmy eomeaes.
FT =3 14159 26535 + de
=log ¢ 23713+ 8726 + Lo

renme isi silsile yoluyla gidiyor. Ama bu pek o kadar da 6yle goziikmez, ¢linkii Dédniken’in bu kitab1 dogum yilinda, 1968’de
basilmis. Ancak kitap baski {izerine bask: yapinca giiniimiize kadar ulasabilmis). 2004’ten bu yana yaptigim arastirmalar hep
olumlu yonde ilerlemistir, dolayisiyla piramitte boyle m degerinin olmadigini rahatlikla sdyleyebilirim. Ciinkii Biiyiik Pira-

mit’in kaplama taslarinda yapilan 6l¢timlemelere gore seked 5 %’dir ve buradan 7 i¢in (0 piramitin egim agisidir)

N -

1
7Cot0 = Sekedf = 55 => m=4Cotb = 3

sonucu elde edilir. Petrie bu sonuca inanmaz. Ciinkii piramitteki bagat teori, piramitin tabaninin 440 RC ve yiiksekliginin 280 RC oldugu idi ve olgiimlerine gore 440
RC’yi higbir tabanda yakalayamadi (Bkz. “Chap. 21. Theories Compared with Facts”). Buna ek olarak piramitin egim acis1 i¢in 8 = 51°52' + 2’ sonucunu énerdi. Ama

yukaridaki gercek ® = 51°50'34" ile 6nerilen bu egim agis1 igindedir.
Kaplama Taslarindan Seked Okumak!

Bu konuda size 2 basat 6rnek verebilirim. Birisi su tagtir:

Metal bir kutu i¢ine konulmus piramitten alinma bir kaplama tasi. Bu kaplama
taginin egimli yiizeyinde yapilan okuma 51°51' dir, Introduction and Overview of
The Great Pyramid of Giza.

Dikkat ediniz bu tastaki egim agis1 51°51" olarak okunmus ama saniye mertebesinde bir sonug bildirilmemistir. Oyle goriiniiyor ki 6l¢iiyti maksimumda okumuslar ve
onu yuvarlatarak 51°51" demisler. Yani bu tasin egim ac1s1 51°51’ den kiigiiktiir, dolayistyla biiyiik bir olasilikla ® = 51°50'34"" degeri ya da bunun biraz iizerinde bir
deger var. Ama makinedeki 6l¢iim hassasiyeti dakika mertebesinde oldugundan bu degeri okuyamamuslar.

Digeri “Stone from Great Pyramid to go on display in Edinburg” haberinde gegen tastir. Bu tas Smyth hasta oldugundan piramitte ek dl¢timler yapmasini istedigi

demiryolu miithendisi Waynman Dixon tarafindan 1872’de Edinburg’a getirilen tagtir. Oyle yagma yok, bu tagin egim yiizeyi iyi goriiniiyor ve Smyth’in torunlari bu

tast mitkemmel bir sekilde analiz ettikten sonra sekedi 5 % buldular. Peki Petrie, neden 8 = 51°52’ + 2’ sonucunu vermisti? Iste o da sizin yanitlamaniz gereken soru!

Acaba diyorum, inancin bu ¢alismada bir rolii var mrydi? Clinkii Smyth tam bir Hristiyan, daha dogrusu “Tanr1 Adami (Theofilos)” iken Petrie tam tersiydi!

Simdi Khafre piramitinde ¢alistyorum. Eger Khafre piramitinden sonra Menkaure piramitindeki tasarim ¢alismalarini da tamamlarsam Biiyiik Piramit’e gegecegim.
Su anda Biiytik Piramit’in ana olciilerine ait veriler elimde var ama bunlar nereden geldi diye sorarsiniz miiskiil duruma diiserim (Y.N. Elimdeki verilere gore J.H.
Cole’iin 1925’te mitkemmel dlglimler yaptigini soyleyebilirim. Bkz. “Determination of the Exact Size and Orientation of the Great Pyramid of Giza”. Bu kitapgikta en
dikkat gekici yer, J.H. Cole’iin 1880°deki Petrie’nin olgiimlerini 1925’teki yeni 6l¢timleriyle (New Determination) karsilastirip sildigi 7. sayfadaki ilk tablodur. Glinii-

miizde bu ¢alismay1 Glen Dash ve ekibi yapiyor. Bkz. “New Angles on the Great Pyramid”. Bu ¢alismanin tanitimint AERA’da surada bulabilirsiniz). En iyisi zamani

geldiginde Biiyiik Piramit’in i¢ tasarimina ait planlar1 web sitemde yayimlamam olacak. Aym1 sekilde, h2X -ekstrapolasyonunun p-trapez yaklagikliklarina nasil uygu-
landigin1 RIK 5 ve sonraki makalelerinde gésterecegim!

Ozetle yukarida Romberg’in Metodu ve Ole Amble’'in Metodu'nun yani 2-Trapezli Yaklagikliklar Metodu'nun ne oldugunu anlattim ve tarihgesine iliskin yeterince
kaynak verdim. Ama bu metotlarin bilgisayarlarin ortaya ¢ikmasi ve gelismesine paralel olarak verilmis olduguna dair kaynaklar bir sey sdylemez. Eger birkag giin 6nce
Kemal Sunal'in “Sevimli Hirsiz” filmini seyretmeseydim ben de unutacaktim!

Bunun igin asagiya Mark J.P. Wolfiin “Video Games Around the World” adli kitabinin 451-452. sayfalarinda gecen Ole Amble ile ilgili, dolayisiyla iskandinav iilkele-
rinde bilgisayarlarin ortaya ¢ikisiyla ilgili aydinlatici bir parca ele aldim. Bu pargaya goére Ole Amble’in sadece Niimerik Analiz’de ¢aligmadigini, bilisim alaninda da
calistigini gorecek ve sasiracaksiniz!
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Onséz
Iskandinavya’daki Erken Bilgisayar Tarihi

Bilgisayarlar 1950’lerde yeni bir icatt1. Ilk Isveg bilgisayart BARK (Binir Automatisk Reld-Kalkylator), 1950’dendi ve Isvegliler 1953’te ikinci bilgisayarlarina, BESK 2’ye
(Binir Elektronisk Sekvens-Kalkylator) sahipti. Norve¢’in 1954’te NUSSE (Norsk Universell Siffermaskin, Sekvensstyrt, Elektronisk) adli bilgisayar1 vardi. Danimarka,
DASK 4’e (Dansk Aritmetisk Sekvens Kalkulator) sahip olmak i¢in 1958’e kadar beklemek zorunda kald1 ve Izlanda’nin ilk bilgisayari olan bir IBM 1620 model II oldu.
1964’te [zlanda Kalkinma Bankas tarafindan izlanda Universitesi’ne bankanin 10. yildéniimiinii kutlamak icin bagisland1 (Magniisson 2003). Séylemeye gerek yok, bu
bilgisayarlarin higbirinin Iskandinav video oyunu tasarimi iizerinde gercekten bir etkisi olmadi. Ama &yle olsa bile, bilgisayar biliminin yeni alan1 ve programcilarin
egitimi, daha sonra Iskandinavya’da video oyunu tasarimi igin faydali olacag ortaya cikt1.

Iskandinav bilgisayar tarihinin ilk giinlerinde, bilgisayarli oyunlarin hicbiri gercek bir ticari basariya déniigmedi. Iskandinavya’da bilgisayarli bir oyunun ilk belgelen-
mis halka agik gosterimi, 1954’te Norve¢’in Blindern kentinde, yeni icat edilen Norvegli bilgisayar NUSSE’deydi; bu isim, Dogent Ole Amble (1913-1996) tarafindan
onerildi. 3 yil 6nce, matematiksel strateji oyunu Nim, NIMROD bilgisayarinda Britanya Yaz Festivalinde sunuldu ve Ole Amble, Nim’i NUSSE i¢in programlama
gorevini tistlendi. Bir bahar giiniinde, NUSSE bir A¢ik Universite etkinligi olarak sergilendi. NUSSE, Nim oyunu ne zaman oynansa, neredeyse her zaman kazanirdi ve
bu durumda ekranda “Yasasin!” yazardi; rakibin kazandigi nadir durumlarda da “Brave!”. Makine ezici bir gogunlukla olumlu karsiland: ve bilgisayarlarin halk
tarafindan kabuliinii saglama gérevi basarili oldu (Haraldsen 1999). 2 yil sonra, 1956’da Isvegliler, Nin’i yeni gelistirilen bilgisayarlart SMIL’de (Siffer-Maskinen I
Lund) sundular (Sandquist 2010).

Goran Sundqvist, SAAB D2’de SANK video oyunu i¢in navigasyon hesaplarini yaparken.

1960 yilinda Goran K. Sundqvist (1937), Isveg Hava Kuvvetleri (Flygvapnet) subaylarini etkilemek igin bir fiize oyunu gelistirdi. Oyun, SAAB D2 bilgisayar1, nam-1
diger SANK (SAAB’s Automatiska Navigerings-Kalkylator) i¢in tasarland1 (bakiniz yukaridaki resme). Oyuncu, oyunda bir fiize firlatir ve rotay1 bir osiloskopta takip
ederdi. Fiize hedefi vurdugunda, simiile edilmis bir patlama meydana gelirdi. Bu hareketli grafiklere sahip ilk Iskandinav video oyunuydu (Ernkvist 2007; Sandquist
2010).

1960’larin baginda, Danimarkali sair ve tasarimci Piet Hein (1905-1996), Kopenhag’da Norbert Wiener (1894-1964) ile bir araya geldi ve ona Nim oyununun yardimeci
bir gelisimi olan Nimbi adl1 bir oyun fikrini anlatti. Oyundan etkilenen Norbert Wiener, Danimarkal: bilisimcilerle iletisim kurmasina yardimc1 oldu ve yeni ise alinan
programci Soren Lauesen (1942 dogumlu) ile birlikte Piet Hein, GIER (Geodatisk Instituts Elektroniske Regnemaskine) bilgisayarinda Nimbi’'nin bilgisayarl1 bir
versiyonunu yaratti. Ancak oyun 1963’te oynanmaya hazirdi ancak hicbir zaman ticari bir basariya dontismedi (Jorgensen 2009).

Atari’den orijinal PONG'nin (1972) Iskandinavya’ya gelip gelmedigi belirsizdir, ancak Winner (1973), Hockey TV (1973) ve Paddle Battle (1973) gibi benzer arcade
oyunlari Isve¢’te bulundu. Daha sonra Datsun 280 Zzzap (1976), Sprint 2 (1976), Boot Hill (1977), Canyon Bomber (1977) ve Circus (1977) gibi atari oyunlar1 Danimarka
ve Isve¢’te daha da yayginlasti (Bkz. “Mark J.P. Wolf: Video Games Around the World”, S. 451-452).

Bu par¢adan anlagildig tizere NIM adli oyunun dijital versiyonunu ilk yazan kisi Ole Amble’dir (bkz. Resim 1) ve sonra bu oyun gelistirilerek NIMBI'ye doniistiiriil-

mistiir. Ne ilginctir ki bu makalede verdigim 3 metot da birer oyun gibidirler. Yani makalede verdigim bu metotlar eger size sikici geliyorsa o zaman bunlara ait
Mathematica dosyalarinda istediginiz fonksiyonu ve aralik degerleri ve ekstrapolasyon i¢in istediginiz m degerini girerek oyun gibi kullanabilirsiniz.

Son bir s6z olarak bu son makalemle Ole Amble’a ve tabii ki Norveglilere veda ediyoruz. Ciinkii Ole Amble’in metoduna iligkin tiim metotlar tiikettim ve bundan
sonra kayda deger bir ¢aligmanin kalmadigini belirtmem gerekiyor. Sunu merak edenler ¢ikabilir: Romberg ve Ole Amble’1n tezlerine iliskin ne Almanya’dan ne Nor-
ve¢’ten ne de bagka bir tilkeden herhangi bir yardim almadim. Sadece bu tezleri NTNU’daki Prof. Brynjulf Owren’den aldim, o kadar. Yani bunun diginda hi¢bir
katkilar1 olmadi. Ama Owren’e, bu tezlerin elime ge¢mesini sagladigi i¢in tesekkiir etmeyi bir kez daha borg bilirim (ki Ole Amble’1n tezi igin bayagi ugrasmistik).
Ayrica basta Norveg Kraliyet ailesi (ki su siralarda Norveg Krali HARALD V’in korona viriis testinin pozitif ¢ikmasi nedeniyle hastalik izninin uzatildigini biliyor ve
kendisine acil sifalar diliyorum) olmak iizere kendisini modern Knut Hamsun’a benzettigim sair kardesim Pdl Waaktaar ve ¢alisma arkadaslar1 Morten Harket ve
ayni zamanda okul arkadas1 Magne Furuhomen ile birlikte tim Norveglilere saglikli ve uzun 6miirlii bir hayat dilerim!

D. PAMUKTULUM, 04.02.2022, 04:00.
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Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi

Piobert-Parmentier metodunun R iizerine genisletilmesi ya da genellestirilmesinin bir¢ok yolu vardir. Yani bu metodun genellestirilmesi tek tiirlii belirli degildir. Fakat
bu metodun tiim yaklagim metotlar1 icinde en mitkemmel genellestirilmis sekli, C'deki “Genellestirilmis Piobert-Parmentier Metodu dur. Ciinkii terim sayis1 ve yakin-

saklik hiz1 bakimindan bundan daha etkin bir metot bulmaniz miimkiin degildir. Bu nedenle bu ¢alismam Piobert-Parmentier metodunun genellestirilmesinde basat
bir metottur, dolayisiyla bundan daha iyi bir metot bulmaniz miimkiin degildir!

Simdi asagida Piobert-Parmentier metodunun Q’daki genellestirilmesine iliskin 3 farkli metot verecegim. Bunlardan ilki Ole Amble’in 05.05.1952 tarihli tezinden gelir!

4.1. METOT 1 (Ole Amble’a Gore Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genisletilmesi). Ole Amble’in, “A set of formulas for numerical integration, Norske
Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 25, 1952, p. 38-41. MR 14, 907" tezinde anlattigina gore y = f(x) icin

n

41) 1= fydx

0

integraliyle trapezli ve orta noktali alttan ve tistten (ya da tistten ve alttan) su yaklagikliklar mevcuttur:

h _ h
T,=T + E(AYO — Ayy), T,=T, - ﬁ(AYO — Ayy),
Ts =T 11h (A3y, — A%yL) T, =T, + 17h (A3 A3y.)
5= 137750 Yo Yn) 4= 2T oen Yo Yn)
@2 11y =1 + o (8%, —8%y,),  Te=T S07h (B3yo — Ayy)
S 2497h AT — A7) e =T 4 27859h A7 A7
9 =T, m( Yo Yn) Tg=Ts m( Yo Yn),

Burada T, (2)’deki T, orta nokta formiilii ve Ty, (1)’deki K, trapez formiilidiir. Ancak Ole Amble bu formiilleri modifiyesiz olarak kullaniyordu. Yani tezdeki
6
43 f " Cos (75x) dx = 1
(4.3) 12 0s 12 x)dx =
0

ornegindeki ¢iktilar i¢in n = 6, dolayisiyla (1) ve (2)’de 2" yerine n’yi almaniz gerekiyor!

Cok ilgingtir Ole Amble, yukaridaki formiillerden sadece sol siitundaki ilk formiilii merkezi fark formiillerine gore (4)’te soyle verir:

Vi=YV-1 Yn+1~ Yn- h
o = ) = (31— Yot a1 — V).

h h
(44) A= (05 - 47) = = ( =

Yani diger merkezi fark formiillerini vermez (ki tezinde “merkez” adina hicbir sey soylemez. Bunu (4.4)’e gore sizin anlamaniz gerekiyor). O, bu konuda “Onu bu metot
icin yiiksek dereceli parabollere genisletmek zor degildir (It’s not difficult to extend this method to parabolas of higher degrees)” dedikten sonra sol siitundaki 5. ve 7.
mertebeden merkezi fark formiillerini (7) ve (8) ya da daha agik bir ifadeyle (9) ve (10)’da verir ve bunlarla sag stitundaki merkezi fark formiilleri hakkinda hi¢bir
agiklama yapmaz!

Romberg geliyor!

Romberg Matrix Reloaded’taki Morpheus gibi bir siirgiin olarak 1949’da Trondheim’a geldiginde NTH’de (simdi NTNU) hemen bir
pozisyon alamadi ama bunun i¢in inanilmaz bir ¢aba i¢indeydi (Bkz. Eski ¢evirilerdeki ajan Jones ve Brown arasinda su konugsmalara:

“Onlar: bulduk. Siirgiin 1 numaralr hedefimiz!” ve “Kiz 6nemli degil. Siirgiinii bul!”). Bu nedenle o, Ole Amble’in 1952’deki tezini
inceledikten sonra 1955’te kendi tezini yazdi (Bkz. “Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28,
1955, p. 30-36, MR 61, 517”). Buna gore W. F. Sheppard’'in 14.06.1900 tarihli “Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc.,
32, 1900, pp. 258-277” tezini uzun bir inceleme ve arastirmadan sonra kendi metodunu insaa etti ve tezinin ilk yarisin1 bu metoda

ayirdi. Tezin 2. yarisini ise (4.2)’deki her 2 stitundaki ilk yaklagim formiillerini (T, ve T3) alarak Ole Amble’'in 1952’deki riiyasini
gerceklestirir. Ciinkii Ole Amble’in (4.3) 6rneginde (4.2) deki yaklasiliklarla yapmak istedigi biricik sey bu idi!

Resim 4.1. Alman niimerik ana- Soyle ki, Ole Amble, tezinde (4.2)'deki yaklagikliklarla su sonuglara erigmisti ama islem yiikii agirlastigi i¢in son satirdaki sonuglar:
lizci Werner Romberyg. bir tiirlii verememisti:

‘ Ole Amble’in Yaklasikliklari, 1952

Orijinalde: Ole Amble: Orijinalde: Ole Amble:
T; = 0.99428188829215795204 0,9943 To = 1.0028615075117907939 1,0053

T; = 0.99992844392204131719 0,999928 T, = 1.0000138677438771599 1,000014

Ts = 0.99999899121842171511  0,99999899 T, = 1.0000002392888945830 1,00000013

T, = 0.99999998501409023271 0,999999985 T, = 1.0000000038477741619 1,000000013

To = 0.99999999977069185695 | - Tg = 1.0000000000614363609 | -
Tablo 4.1. Son satirdakiler hari¢ Ole Amble’in tezinde gegen yaklagikliklar. Inanir misiniz Mathematica’da sol ve sag siitundaki sonuglara erisebilmek igin 2 gecedir heyecandan hig

uyumadim ve bunlara 20.10.2021, 06:45:20 ve 22.10.2021, 05:07:46°de ulastim. Fakat Ole Amble sol siitundaki degerlerin tamamini dogru elde eder ve bunlar1 yuvarlatirken sag siitun-
daki degerlerden ikincisi hari¢ digerlerini dogru verememistir. Bu sonuglardan anlasilan o ki, Ole Amble bu hesaplar1 NUSSE’de yapmadi; Romberg gibi 10 basamakli bir hesap makinesi
(biytik bir ihtimalle MADAS ATG-20) kullandi!

v

Romberg, iste (4.3) orneginden elde edilen 10 basamakl ¢iktilar icin Ole Amble’in bir tiirlii erisemedigi “1” sonucuna turuncu tablosunda birikimli olarak nasil erige-
bilecegini gostererek Ole Amble’in rityasini gerceklestirdi ve boylece Ole Amble’in binbir eziyet ¢ekerek hesapladigi bu ¢iktilara, dolayisiyla (4.2)’deki yaklagikliklarin
elde edildigi metodun gereksiz oldugunu gostermis oldu. Bu arada eger Ole Amble’in 1952°deki tezi ile Romberg'in 1955’teki tezini karsilagtirirsaniz, Romberg’in ¢ok
iyi bir 6gretmen oldugunu anlarsiniz. Ciinkii Romberg, kullandig1 metot her ne kadar giiniimiiz i¢in anlagilmaz olsa da tezindeki her bilgiyi agiklamistir. Bu bakimdan
Romberg e ¢ok sey bor¢lu oldugumuz agiktur!
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Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi

4.1.1. Ole Amble’in Metodu-1952
Ole Amble bu yaklasikliklar: nasil buldugu hakkinda (15) no’lu formiiliin altinda agiklamalar yapar ama bunlar yeterli degildir. O, orada (4.2)’deki sol stitundaki
merkezi farklar icin 3. ve 5. tiirevleri kullandigindan ve toplam integral i¢in de simdilerde adi1 ge¢cmeyen yani esamesi bile okunmayan “Gregory’nin Formiilleri (Gre-

gory’s formulas)”’nden soz eder. Gliniimiizde bu formiiller serilerin Taylor agilimlariyla elde edilen formiiller olarak bilinir!

Asagtya bu tezi yazdiktan sonra solugu NUSSE’nin yaninda alan Ole Amble’in bir resmini ¢ikarttim (Bkz. Resim 1.4):

§

Resim 4.2. Soldan saga dogru herkesin NUSSEnin ¢evresine akin etmesine neden olan kisi Dog. Dr. Ole Amble, Thomas Hysing, Tor Evjen ve sirt1 doniik masadaki kisi ise muhte-
melen daha sonra Elektrik Biirosu i¢cin CEO olan Kjell Kveim’dir, Oslo Universitesi'nin Fizik Boliimii’niin bodrum kati-1952. Fotograf: Sverre A. Borretzen/Norske Museum.

Simdi ilkin Ole Amble’in tezinde vermedigi (4.2) nin sol siitunundaki merkezi farklari nasil hesapladigini gosterecegim. Ama Ole Amble’inki gibi degil, modern me-
totla.

1. Trapezli Yaklagikliklarin Bulunmasi. Ilkin (4.4)teki A; iginh = % farkini g6z 6niine alirsak merkezi farklar

Ay__yn+1—yn_1_f(a+(n+1)h)—f(a+(n—1)h)_f(a+nh+h)—f(a+nh—h)_f(a+b—a+h)—f(a+b—a—h)_f(b+h)—f(b—h)
n 2 B 2 B 2 B 2 B 2

ve

— y1—y1_ fl@a+h)—fa—h)
Ayo = 2 = 2

olduklarindan su sonuclari elde etmis oluruz:

Su halde A;’i

h <f(a+h)—f(a—h)_f(b+h)—f(b—h)) h

h
A= O~ A7) = > - = 57 (f@+h) = fa—h) + (b — h) = f(b + 1)

esitliklerine gore su sekilde bulmus oluruz:
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Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi
h
(46) Ay = (f@@+h) —f@a—h) + (b —h) — f(b + ) + O(h*).

Bu, “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi™ndaki (2.2)’deki formiiliin ters isaretlisidir. Tabii o sirada Ole Amble’in tezi ' elimde olmadig i¢in bu formiilii Romberg’in

tezinden ¢ikartmigtim!

Peki diyelim ki bu formiildeki 24’t1 (4.2)’de verildigi sekliyle degil de metotla bulmak istersek ne yapmamiz gerekir? Ciinkii Ole Amble da (4.2) deki A;’in katsayisinin
bu sekilde bulmustu. Gergi A;’in katsayisindaki 24’tin dogru oldugunu (2.47) ve “3. Ole Amble Kurali (1952)”de gostermistim ama bunlar birer saglama idi. Fakat 24’tin

nasil bulundugunu (2.51)’de hem trapezli hem de orta noktal1 yaklasikliklarda gosterdim ki Ole Amble’in 1952’de yaptig1 sey de bu idi zaten. Eger bunun i¢in (2.51)’in
altinda yaptigim agiklamalarima bakarsaniz, orada Ole Amble’in 24t 4”den mi bulduguna dair sorumu gorebilirsiniz. Ciinkii o sirada Ole Amble’1n tezi elimde mevcut
degildi!

Simdi (4.6)’daki A;’in katsayisinda 24 yerine p alir ve bu islemi en sade halde yaparsam,

p— 24
12p

——
=0

(4.7) % (f'(b) — f'(a))h? + A, = %(f’(b) —f'(a))h? + 2h—4(f(a +h) —f(a—h) +f(b —h) — f(b + h)) = (f'(b) — f'(@))h? + -~ > p—24=0=p = 24

sonucunu elde ederiz. Bu ise bize (4.6)’y1 verir!

Bundan sonraki merkezi farklar igin “Sonlu Merkezi Farklar”daki tablodan yararlanarak verecegim, ¢inkii (4.2)'nin sol siitundaki diger merkezi farklarin elde edilmesi
ileri ya da geri farklardaki gibi basit degildir. Bunlar merkezi farklar metoduyla elde edilen ve mertebesi tek olan tiirevlerdir. Bu tiirevlerden 1, 2 ve 3. mertebeden

tiirevlerin elde edilisleri Ole Amble’in tezinde bildirdigi gibi “3.1.4. Yiiksek Mertebeden Tiirevler”de anlatilmaktadir. Fakat daha yiiksek mertebeden tiirevler i¢in “Sonlu
Merkezi Farklar”daki tablonun altindaki bir Van der Monde matrisin tersinden elde edilmektedir. Ama Ole Amble onun da kolay bir yolunu bulmus (Bkz. Not 4.1).

Resim 4.3. NUSSE, 1950-1955’te Oslo Universitesi'nin Fizik Béliimii'niin bodrum katinda kurulurken ilk kez 1952’de faaliyete gecti. Calistirilan ilk program, matematikgi Ole
Amble’in NIM adli oyunun dijital bir varyantiydi. Yukaridaki Tiirk¢e’deki gibi “MATEMATIKK?” yazis1 ve onun altindaki “(aslen sayilar, semboller ve bunlarin ¢6ziimde kulla-
nimlari iizerine yapilan ¢alismalardir (-er opprinnelig leeren om tall og symboler og bruk av disse til losing av oppgaver)” aciklamasi ve onun altinda da ¢alistirilan ilk programin
semasi ve Resim 4.2’deki fotograf, NUSSE’nin ilk ¢alistirildigini anin hatirasina konulmuslardur.

Burada kabul etmek gerekir ki Ole Amble'in,

! Eger Prof. Dr. Brynjulf Owren’i ve onun yonlendirmesiyle NTNU’dakileri 2. kez rahatsiz etmeseydim bu teze ulagamayacaktim. Buradan Owren’e, Romberg’in tezinden sonra Ole
Amble’n tezinin saglanmasinda yardimlar i¢in bir kez daha tesekkiir ederim!
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(4.8) A%y 1= Ay, — Ayo, Aty 1= A%y, — A%y, A%y, 1 = Ay, — A%y, A%y 1= Ay, — A7y,
I+E I+E 1+7 1+7
seklinde gosterdigi 1, 3, 5 ve 7. mertebeden tiirevlerin tablo yardimi olmadan elle hesaplanmasi, altindan kalkilmas: gii¢ bir istir. Ole Amble tezinde bu konuda herhangi

bir bilgi vermez. Yani merkezi farklar ve metodundan s6z etmez. Bunlar1 birakin, tezinde “central” kelimesine rastlamak dahi miimkiin degildir. Sadece anilan bu
tiirevlerden ve bunlar1 parabolden elde ettiginden s6z eder. Bu tiirevlerin parabolden elde edilmesinin ne kadar yorucu bir ugras oldugunu “3.1.4. Yiiksek Mertebeden

Tiirevler”den agik bir sekilde gorebilirsiniz. Ayni sekilde, “Taylor A¢ilimi” yerine 1670’deki “Gregory Formiilleri’nden ve karsilastirdigi metot i¢in 1743’teki “Simpson
Formiilii”nden bahseder. Demek ki 1952’de bu kavramlar hentiz mevcut degildi ya da yaygin olarak kullanilmiyordu, bilemiyorum artik!

Giintiimiize geldigimizde ise su sonuglara ulagtim: Trapezli yaklagikliklar i¢in verilen (4) ya da (6), (7) ve (8) ya da (9) ve (10) ve orta noktal1 yaklagikliklar i¢in verilen
(16)-(19) ya da (21)-(23)’teki formiillerini bulurken gifte dogrulamayla yani hem bu formiillerdeki katsayilar1 hem de (4.3)’teki 6rnege gore bu formiillerden elde edilen

sonuglar1 dogrulamayla elde ettim (Bkz. Tablo 4.1). Fakat Romberg’in tezindeki uyarilara da dikkat ettim. Ciinkii Ole Amble Romberg e bu formiilleri nasil elde ettigini
bir sekilde anlatmisti ve o da bunlari biliyordu. Acaba gergekten boyle miydi?

‘ Bir Uluslararasi Skandal!

Soyle ki, bir arastirma sirasinda
31.10.2021, 11:18:00’de bilgisaya-

rima indirdigim “A  generalized

Romberg differentiation procedure
lo ‘ for calculation of hyperpolarizabili-

ties” makalesini okurken 41. sayfa-

nin sol stitunun son paragrafindaki
aciklamaya gore Not 4.1°de ¢ikartti-
gim formiiller Ole Amble’dan degil
Romberg'ten geliyormus!
\ Bu konuda Romberg’in tezinde su

aciklamayr buldum: Rombergin,

“Sayisal hesaplamamiz ¢ok fazla ¢a-
tﬁ""’" : lisma gerektiriyorsa, burada verildigi
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Resim 4.4. Bu sarki, Brian May'in esinden ayrilmasi ve Freddie Mercury'nin genelde roportaj yapmaktan h0§lanma'masmdan dolay1 Eger burada iistii kapali olarak sozii
medya tarafindan verilen kotii geri tepkiye karst yazilmistir (Bkz. Tiirkce cevirisi). Bana gore Freddie Mercury’nin sesi Ilyas Salman’nin
belirttigine gore “egitimli” olmasindan kaynaklaniyordu. Clinkii sark: sylemediginde siradan bir insan gibiyken, ki bu sirada ses kontro-
liine gerek yoktur, sarki soylemeye basladig1 zaman inanilmaz oluyordu (Bkz. “Macar Rapsodisi”).

gibi yiiksek bir yaklasiklik yontemi
oneririz. (Erfordert ihre numerische
Berechnung  viel —Arbeit, dann
empfiehlt sich eine Methode hoher
Niherung, wie wir sie hier angegeben
haben.)”

edilen metot Ole Amble’in metodu
ise, o zaman Romberg’in bu a¢ikla-
mayla metodun genisletilmesinden
yani genellestirilmesinden bahsettigini ve tezinde (4.43)’teki T, ve T ile sadece birer 6rnek verdigi sonucu ¢ikar. Bu durumda olay soyle gelisir: Romberg 1948’de
Trondheim’a geldikten sonra orada akademik bir pozisyon almak ister ve bunun igin kendisini kanitlamasi gerekir (Bkz. “Romberg’in Kacis: ve Yiikselisi”. Ayrica

Romberg’in 1933-2003’teki calismalarina bakabilirsiniz). ilkin 1952’de Ole Amble’in tezini yazarak ya da yazilmasinda yardimcr roliinii iistlenerek dikkatleri iizerine
geker. Sonra 1955°de bir 2. tez daha yazarak bu sefer hedefi tam 12’den vurur. Clinkii Ole Amble’in tezinde hedefledigine daha kisa yoldan ulasir ve bu sayede diinyaca
taninir. Trondheim’da akademik pozisyon almasi ise 1960’da gerceklesir. Sonra Ole Amble’in tezindeki metodu H. Rutishauser’a anlatir ya da verir ve o da, 1963’te
“Ausdehnung des Rombergschen Prinzips” adl1 bir diger tez yazar (Bkz. Daha genis bilgi i¢in Heinz Rutishauser'in “Lectures on Numerical Mathematics” kitabina). Bu

son tezde Rutishauser'in Ole Amble’in (4.43)teki Ay, A1, A, -+- yaklagikliklarini niimerik tiirev almada kullanmis oldugunu agikea gorebilirsiniz!

Ama durum boyle degil, ¢iinkii Romberg, “Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517" tezinin sonundaki
“EK (ANHAG)te yontemi gelistirerek kendi yontemini vermistir. Bu durumda Norveg ile Almanya arasinda bir uluslararas: skandal s6z konusu olur ki, Tore Havie

ve ¢agdaslarin ne yaptiklarini gergekten merak ediyorum. Yani Norveglilerin bu konuda bir agiklama yapmasi gerekiyor. Ferdi abimizin agiklamast ise, ki “inter”
kelimesini ben ekledim, yukaridadir (Bkz. “Freddie Mercury’nin Oliimiiniin Gercek Goriintiileri”. Brian May, Roger Taylor ve John Decon’un ne kadar iiziildiiklerini

biliyoruz). Her neyse, bu arastirma sirasinda Romberg’in uyarilarina gore Tablo 4.1’deki sonuglari teker teker buldum!

Simdi ikinci olarak “Sonlu Merkezi Farklar”daki tabloya gore,

h
(A, = — 5z (f + 1) = b 1) = (fa + 1) — fla = W)},

(4.9)
iAg,: = % [(f(b + 2h) — 2f(b + h) + 2f(b — h) — f(b — 2h)) — (f(a + 2h) — 2f(a + h) + 2f(a — h) — f(a — 2h))]

yaklagikliklarini goz 6niine alirsak (ki burada dikkat ederseniz A3 iin katsayisinda 2p’nin alinmasi tablodaki katsayilardan gelir. Ayni durum A, igin de gegerlidir. Yani
orada da 2p = 24°tiir),

11p — 720 720

(2k-1) (2k-1) 2k - _ “(f(3® —_f(3® 4 = =

(4.10) E (Zk)' f (b) —f (a))h + A A, 700 (f (b) — f (a))h >11p-720=0=p=——
=0

katsayisini buluruz ki buradan su yaklasikliklig: elde ederiz:

(411) As =

X730 [(f(b + 2h) — 2f(b + h) + 2f(b — h) — f(b — 2h)) — (f(a + 2h) — 2f(a + h) + 2f(a — h) — f(a — 2h))] + O(h®).
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Iste bu formiil, Ole Amble’in (4.18)’deki A3y, y;'ye gore (4.2)’deki Ts i¢in merkezi farklara gore isaret ettigi kapali formda (7)'deki ya da agik formda (9)’daki sonugtur.
Kald1 ki Ole Amble bunlarin diginda basgka herhang1 bir bilgi vermez. Ama simdi bu formiilii Romberg gibi acik hale getirdik. Eger Romberg’in A;’i ifade etme sekline
bakarsaniz bu formiiliin bu sekilde ortaya konulmasinin o kadar kolay olmadigina dikkat ediniz!

Ugiincii olarak yine ayni tabloya gére,

(A, = - 3 [(f(b +h) — f(b — h)) — (fGa + h) — f(a — )],

@1z2) 187 2720 [(f(b + 2h) — 2£(b + h) + 2f(b — h) — f(b — 2h)) — (f(a + 2h) — 2f(a + h) + 2f(a — h) — f(a — 2h))],

Ag:= E [(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h) + 4f(a — 2h)
L —f(a — 3h))]

yaklasikliklarini g6z 6niine alirsak,

_ 191p + 60480 60480
413 Z f<2k D(b) — fC*D@) ) h?K+ A; + A3 + Ay = ————— (fO(b) — f)(a) )h® = 191p + 60480 = 0 =—
(413) ) ot (Do) @) 07 + Ay + Ay + As = — e —(fO0) = £9@) b = 191p + =p=——151
=0
katsayisini buluruz ki buradan da su yaklagikliklig1 elde ederiz:
191h
As = —————[(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h)

(4.14) S 2 X 60480
+4f(a — 2h)—f(a — 3h))] + O(h®).

Bu formiil de, Ole Amble’in (4.18)’deki Asyi’ye gore (4.2)’deki T, i¢in merkezi farklara gore isaret ettigi kapali formda (8)’deki ya da agik formda (10)’daki sonugtur.

Dordiincii olarak yine ayni tabloya gore,

A= —3 [(f(b +h) —f(b—h)) — (f(a + h) — f(a— h))],

3=75 ilno [(f(b + 2h) — 2f(b + h) + 2f(b — h) — f(b — 2h)) — (f(a + 2h) — 2f(a + h) + 2f(a — h) — f(a — 2h))],
(4.15) {As = "3 z0ag0 Xl 2(1,280 [(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h)

+4f(a — 2h)—f(a — 3h))]
Ay= Zh—p[(f(b + 4h) — 6f(b + 3h) + 14f(b + 2h) — 14f(b + h) + 14f(b — h) — 14f(b — 2h) + 6f(b — 3h) — f(b — 4h)) — (f(a + 4h) — 6f(a + 3h)

\ +14f(a + 2h) — 14f(a + h) + 14f(a — h) — 14f(a — 2h) + 6f(a — 3h) — f(a — 4h))]

yaklagikliklarini goz oniine alirsak,

2497p — 3628800
3628800p

=0

3628800

(2k—1) _ e(2k-1) 2k - _ @) —_f(M 8 =
(4.16) 2(210' (b) — FD (@) ) h + A + Ay +Ag + A, (FP®) = F @) he = p=———

katsayisini buluruz ki buradan su yaklagikhkhig: elde ederiz ki bu, (4.18)’deki A”y’ye gore (4.2)’deki Ty i¢in merkezi farklara gore Ole Amble’in (14)’teki kalan terimde
isaret ettigi sonuctur:

2497h
@17) A7 = 553678800 [(f(b + 4h) — 6f(b + 3h) + 14f(b + 2h) — 14f(b + h) + 14f(b — h) — 14f(b — 2h) + 6f(b — 3h) — f(b — 4h)) — (f(a + 4h) — 6f(a + 3h)
+14f(a + 2h) — 14f(a + h) + 14f(a — h) — 14f(a — 2h) + 6f(a — 3h) — f(a — 4h))] + O(h'?).

Not 4.1 (Merkezi Fark Formiilleri i¢in Ole Amble’in Formiilasyonu). Ole Amble, ' (x), f ®)(x),fO(x), {7 (x),- icin

= Yitr 7Y¥i _ Yi~Vi-1 _ Yie1 7 Vi1

Ay. =y 1— = )
i =Yg T 2 2 2
e Yie2 © y1+% Yt yi—%
A%y, = Vil — A7, 1= > ,
2 = 21 + 21 — Vi
AY—A2§i1—A2 _ Yi+2 }’1+12 Yi-1 Y12,
L o VWS TS 13 3y s
(418) (A%, =% 1-0% 1=—* 2 2 2 2 2
: i i+ i 2 )
2 2
257, = A4y o= A4y 4= Vi+s = 4¥is2 + 5Yit1 ; 5Yi-1 +4¥i—2 — Vi-3 ’
Lo Al Rdes ML il Ml il AL
i - yl'{'l - yl—l = 2 )
2 2
A7F, =AY 1 —A%F 4= Vi+a = 6¥is3 + 14yii2 — 14yi4q ;‘ 14yi_q — 14y;_p + 6y;_3 — Viet
2 2

\:

ve £ (), f® (), f(®) (x), f®)(x), -~ icin merkezi fark formiillerini su sekilde elde eder (27.11.2021, 23:11:35. Bkz. “Central finite difference”):
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http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_piobert-parmentier_metodu/11.10.202114-19-10.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Finite_difference_coefficient
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2 2

i+5
A’y = Ay, 1= Ay 1= ir1 — YD) — Oi = Vi-1) = Visr — 2i + Vi1,
2 2
3y. — A2 _ A2 — _ _ _ — _ _
Ayi = A yi+% A yi—% (yi+% 2yi+%+yi—%> (yi+% 2yi—% +yi—%) yi+% 3yi+% + 3yi—% yi—%’
Aty =A%y 1= A% 1 =Yirs — 4Vie1 + 6Yi — 4Vie1 + Viez,
2 2
(4.19) <{ A5, — A4 _ A4 _ _ _ _
Ay = Ay 1 = A 1 =Y, =5y, s T 10y, 1 = 10y 145y 3y, s
Ay = A%y, 1 — A%y, 1= Yis3 — 6Yisz + 15yi41 — 20y; + 15yi-1 — 6yi— + Vi3,
2 2
7 . = 6 _— 6 = —_— _ - -
Ay, =A yi% A yi_% yi+% 7yi+g+ 21yi+% 35yi+%+ 35yi_% 21yi_%+ 7yi_; yi_%,

A%y = A7y 1= A7y, 1= Yirs — 8Yir3 + 28Yisz — 56Yisa + 70yi — 56yi-1 + 28Yi—; — 8Yi-3 + Vi4
2 2
\:

Burada su tahminlerim dikkat ¢eker: Benim bu tarihten 6nceki (19.10.2021, 17:03:02-27.11.2021, 23:11:35) yukarida kullandigim (4.18)’deki merkezi fark formiilleri
ise sadece birer tahmindi ama dogruydu (Bkz. “Piobert-Pamentier Metodunun R Uzerinde Genellestirilmesi, Olusturma: 29.11.2021, 14:46:20, Degistirme: 29.11.2021,
14:47:06”). Yani bu formiilleri ¢oktan dogru tahmin etmis ve 3. metodu vermis, dolayisiyla galigmami bitirmistim bile. Ama yine de kimsenin i¢inde bir siiphe kalmasin
diye bu merkezi fark formiillerini Ole Amble’in kendi formiilasyonundan ¢ikarttim. Buna gére Not 4.2’deki Ole Amble’in dalginligini da dogru bir sekilde tahmin
etmis oldugum sonucu ¢ikar!

2. Orta Noktal1 Yaklasikliklarin Bulunmasi. Bu béliimde yine A;, A3, As, A7, -+ yaklagikliklarini basit dontistimlerle birlikte kullanacagiz. Ciinkii (4.2)’nin sag stitu-
nundaki merkezi farklar soldakilere gore agirliksizdir, yani tizerlerindeki gizgiler kaldirilarak aritmetik ortalamalar1 alinmamustir.

Buna gore B, yaklagiklikligini su sekilde ele almaliyiz. Clinkii Ole Amble’in algoritmasini genellestirdigim zaman orta noktali yaklasiklik i¢cin bu sonug ¢ikmustr:

w20 1, =2(i(o+)-(o-3)) - (1) (-3)|

Romberg’in uyarisina dikkat etmek gerekiyor!

Yani sizin B;’in neden boyle alinmasi gerektigine iliskin (2.2)’ye gore (2.4)teki 2. yaklasiklikliga bakmaniz gerekiyor. Ciinkii (2.4)’teki Ap 44, (2.2)’deki hy,’nin 2’ye
boliinmesi gerektigini soyler. Hatirlanacag tizere Romberg'in (4.2) deki yaklagikliklarini (4.3)-(4.7)’de silsile yoluyla analiz ettigimde (4.8)’deki 2. yaklagikliktaki A n+1,

dolayisiyla A}, 41 e ulasmistim. Bu durumu (2.7)’deki 2. yaklagikliktaki hy,; ;’den daha acik bir sekilde gorebilirsiniz. Ctinkii hj, .4 = % demektir. Tipki (2.37)’nin tize-

rinde gosterdigim gibi. Orada % = hp 4 esitligi kullanilmagtir.

Simdi burada her 2 tezi de incelemis ve ¢alismak biri olarak su gozlemimi iletmeme izin veriniz: Ole Amble, (4.2)'nin sag stitunundaki ilk yaklagikliklig1

h h h
(421) T, =T, — 22 (Ayo — Ayy) =Ty + o (Ay, — Ayy) =Ty + o [(f(b + h) — f(b —h)) — (f(a + h) — f(a — h))]

seklinde verir ve bu, y, ve y,’ nin tizerlerinde ¢izgiler olmadig i¢in sol siitundaki ayni satirdakine gore aritmetik ortalamasiz (agirliksiz) yaklagikliktir. Bu ise kapali
sekilde (4.4)’teki ve en agik sekliyle (4.6)’daki A;’in ters isaretlisine karsilik gelir. Ama kazin ayag hi¢ de dyle degil. Ciinkii B;'i boyle kabul ederseniz eger, B3, Bs, B, nin
katsayilarin1 Ole Amble’inkilerinden farkli olarak bulursunuz. O halde B;’i (4.20)’deki gibi almak zorundayiz. Bunu sdyleyen ya da bizim B;’i bu sekilde almamiz
soyleyen kisi, Romberg'tir. Diger taraftan Ole Amble’a gore yani daha yeni ¢ozdiigiim formiilasyonuna gore, (4.18)’deki ilk esitlik B;’in (4.20)’deki gibi alinmas: gerek-
tigini soyler bize!

Su halde B;’i (4.20)’deki gibi alirsak,

5. 5)

(4.22) 2!

h
(f'(b) — f'(a))h? + B, = —%(f’(b) — f'(a) )h? +5

(10+5)-(-3)) (1o 3) 1(-3) | = g v

~——
=0

>p—24=0=>p=24

katsayisina gore

+ 0(h*)

w23) B, =;_4[(f(b+g)_f(b_g))_(f(a+g)_f(a_g))

yaklagiklikligini elde etmis oluruz.

Simdi ikinci olarak B;’i (4.20)’deki gibi ve B3’11 (4.9)’daki 2. yaklagikliktaki gibi ele alirsak,

5216 +5)-10-9) - (1e+3) - 3)

(4.24)
h
B;y:= o [(f(b + 2h) — 2f(b + h) + 2f(b — h) — f(b — 2h)) — (f(a + 2h) — 2f(a + h) + 2f(a — h) — f(a — 2h))]
yaklagikliklarina gore
2 By (3) 17p + 5760 5760
2k\2) (c2k=1) 1y _ £(2k—1) 2k _2’'p 3)(h) — £3) 4 .. - -2
(4.25) ;—(Zk)! (F@D () - FRD(a) ) 2K + B, + By 57600 (FP®) - f®(@)h* + = 17p + 5760 = 0 = p =

=0
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katsayisin1 buluruz ki buradan su yaklagikliklig1 bulmus oluruz:

17h

(426) Bs =~ 555760

[(f(b + 2h) — 2f(b + h) + 2f(b — h) — f(b — 2h)) — (f(a + 2h) — 2f(a + h) + 2f(a — h) — f(a — 2h))] + O(h®).

Iste bu formiil, Ole Amble’in (4.18)’deki A3y;’ye gore (4.2)'deki T, icin merkezi farklar metoduna gore isaret ettigi kapali formda (18)’deki, acik formda (22)’deki ya da
kalan terimde (25)’teki sonuctur.

Not 4.2 (Bir anlik dalginlik m1?). Fakat (4.25)’teki p katsayist

(4.27) B4(h) =g[<f(b +37h) - 3t(b +g) +3f(b —2) —¢(b —32—h)> - (f(a+32—h) - 3f(a+2) +3f(a —2) - f<a‘37h)>]

(yada
(4.28) BY = % = 8h—p [(f(b + 3h) — 3f(b + h) + 3f(b — h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 3f(a + h) + 3f(a — h) — f(a — 3h))]
yaklagikliklig1) i¢in
2 B (3) e ety ) 2k ., 17p+5760 ) ~ 5760
(4.29) ;W(f (b) — @ D(a))h +B1+B3—W(f (b) = FP(@) ¥ + =+ = 17p+ 5760 = 0 = p = — 2~

=0

kombinasyonundan da aynen elde edilir.

Ben bu noktada Ole Amble’in bir anlik dalginlik yaptigini diistintiyorum. Yani Ole Amble, B ile (4.25)’teki p katsayisini dogru bir sekilde bulduktan sonra bir anlik
dalginhig1 sonucunda B ya da (4.19)’daki A3y; ile karistirdi ve bundan sonraki islemlere bununla devam etti. Ciinkii burada kullandigim metot, Ole Amble’in kullandig
metodun modern seklidir ve bu nedenle hata yapmam miimkiin degildir. Iste bu sonugla Tablo 4.1’in 3. siitunundaki gergek ¢iktilar ile 4. siitundaki Ole Amble’n
ciktilarini karsilagtirdigimizda, Ole Amble’in orta noktali Tg ve Tg yaklasikliklar: i¢in buldugu katsayilarin dogru olmadigini sonucu ¢ikar.

Simdi eger Ty ve Tg’deki katsayilar1 Ole Amble’in (4.2) de verdigi sekilde bulabilmek icin isleme B3 ile devam edersek iigiincii olarak,

o= ((0+)1(o-3))- (e +D)-1-3))|
195 10+ 3) =310 #5) +31(o- )= o= 3) ) - (1) - (e )+ -9~ (=)

Bs:= Zh—p[(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h) + 4f(a — 2h)
\ —f(a — 3h))]

icin

3 1
Bax (7) 367p — 967680 967680
4.31 Z— k=D () — f@k-D (@) ) h?k + B, + B} + Bg = — f®(b) — f)(a) ) h® + - = 367p — 967680 =0 = p =
43D ), (F@ () (a))h? + By + B} + B s676a0p ([ ()~ fC@)he + - = 367p Sp=—p

=0
katsayisini buluruz ki buradan

(432) B5 = %Zgo [(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h) + 4f(a — 2h)

—f(a— 3h))] + 0(h®)

yaklagiklikligini elde etmis oluruz. Bu formiil, Ole Amble’in (4.18)’deki ASy;’ye gore (4.2)’deki Ty igin merkezi farklara gore isaret ettigi kapali formda (19)’daki, agik
formda (23)’teki ya da kalan terimde (26)’daki sonugtur!

Dordiincii olarak,

5= 2l (16+3)-1(6-3)) - (1) -3
51 (1o ) 2) 5o ) oo ) - (o ) -3+ D= -fo- )

(433) {5 _ 367h
5 = 5% 967680 [(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h)

+4f(a — 2h)—f(a — 3h))],

)

B,:= % [(f(b + 4h) — 6f(b + 3h) + 14f(b + 2h) — 14f(b + h) + 14f(b — h) — 14f(b — 2h) + 6{(b — 3h) — f(b — 4h)) — (f(a + 4h) — 6f(a + 3h)

L +14f(a + 2h) — 14f(a + h) + 14f(a — h) — 14f(a — 2h) + 6f(a — 3h) — f(a — 4h))]

yaklasikliklarini g6z 6niine alirsak,
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49879p + 464486400

464486400p
=0

464486400
49879

4 1
Bax (5
(4.34) E}é;ﬁoﬂbﬁwy4“b”@»wk+&+B§+&+B7=
k=1

0! (FP®) ~ FD@)h? + = p = -

katsayisini buluruz ki buradan da su yaklagikliklig1 elde ederiz:

49879h
—2X4MM%MmKHb+M0—ﬁ®+3m+1ﬁw+2m—1M®+hy+Mﬂb—M—1M®—ZM+6Hb—$ﬂ—ﬁb—4m)—G@+4m

—6f(a + 3h)+14f(a + 2h) — 14f(a + h) + 14f(a — h) — 14f(a — 2h) + 6f(a — 3h) — f(a — 4h))| + O(h'?).

B7=

(4.35)

Bu son formiil de, (4.18)’deki A”y;’ye gore (4.2)’deki Tg ve Ole Amble’in (27) deki kalan terimde isaret ettigi sonugtur. Fakat orada bu sonug

464466400

(436) p=—-—5785

katsayisinda kirmiziyla isaret ettigim rakamlarda hatali olarak verilmistir!

Su halde Ole Amble’in T ve Tg’in katsayilarindaki hatalar1 bir kenara birakir ve isleme (4.26)’daki B ile devam edersek tigiincii olarak,

52710+ r-5) - (16 +D) )]

(MW)<B3=—E£%%EKKb+mﬂ—2Kb+m+2Kb—M—f®—2m)—U®+2m-2H3+m+2Ha—M—f@—2mﬂ,

Byzz%%[(ﬁb—kSh)——4Kb—k2h)+—SKb—kh)——SKb——h)4—4Kb——2h)—-ﬂb——3h))——(Ka4—3h)—-4ﬂa4—2h)+—5Ka4—h)—-5ﬂa——h)+—4Ka——2h)
—f(a— 3h))]

icin

181p — 241920
241920p

—_—
=0

241920
(fO®) — £ (@)) e + - = 181p — 241920 = 0 = p = —

3 1

Bok (5

(4.38) 2}—iﬁoﬂbﬂwy4@bﬂ@ﬂmk+&+Byug=—
£, (K)!

katsayisini buluruz ki buradan
Bs = 181h [(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h)
(4.39) 5 2% 241920 ? 2 2 a
+4f(a — 2h)—f(a — 3h))] + O(h®)
yaklagiklikligini elde etmis oluruz.

Dordiincii olarak,

h h h h h
b= 55| (6+9) - (o-3) - (<D -o-3)|
17h
33=—E;Eﬁﬁﬁﬂb+mﬂ—2ﬂb+m+2Kb—m—4®—2m)—@@+2m—Qﬂa+m+aﬂa—m—f@—2mﬂ,
181h
(4MD<B5=§§EﬁaﬁKﬂb+H0—M®+2m+SMH%0—M@—h)+ﬁ®—2m—f@—Bm)—G@+3M—4Ha+mo+ﬁ@+hy—ﬁ@—h)
+4f(a — 2h)—f(a — 3h))],
B¢=£ﬂ“®+ﬂﬂ—ﬁ®+3m+1M®+ZM—1M®+hy+Mﬂb—m—1M®—mﬂ+M®—3m—f®—4m)—ﬁ@+ﬂﬂ—ﬁ®+3m

\ +14f(a + 2h) — 14f(a + h) + 14f(a — h) — 14f(a — 2h) + 6f(a — 3h) — f(a — 4h))]

yaklasikliklarini g6z 6niine alirsak,

82009p + 464486400

464486400p
=0

464486400
82009

(f(7)(b) — f(7)(a)) h8 + - >p=—

4 1

B,y (5

(4.41) E Jigﬁ(ﬂﬂﬂkm—4@kﬂka)mk+Bl+B3+BS+B7=
£y (2K)!

katsayisini buluruz ki buradan su sonucu elde ederiz (ki Ole Amble, tezinde bu sonug hakkinda bir sey sdylemez):

82009h
(4“)B7——2X4MM%MmKKb+MD—ﬁ®+3m+1M®+2m—1M®+h}+Mﬂb—M—1#@—2@+ﬁﬂb—$ﬂ—ﬂb—4m)—G@+4m

—6f(a + 3h)+14f(a + 2h) — 14f(a + h) + 14f(a — h) — 14f(a — 2h) + 6f(a — 3h) — f(a — 4h))] + O(h'?).

Su halde bu sonuglara gore (4.2)’deki trapezli Tz, Ts, T;, To, - ve orta noktali T,, Ty, Tg, Tg, -+- yaklasikliklar: su sekilde verebiliriz: Eger h = ? farki i¢in Ty’1 (2)’deki
T, orta nokta formiilii ve T;’i (1)’deki K, trapez formiiliinii olarak alirsak Ole Amble tarafindan (4.2)’de kapali bir sekilde verilen yaklasikliklar: (ki T; harig) su sekilde
acmis olurum:
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T,=T,+A, =K, = hw+ hnz_lf(a +kh) — 2h—4[(f(b +h) —f(b—h)) — (fa+h) — f(a—h))] + 0(h*),
k=1

Ts=T;+A; =T + 34—‘210 [(f(b + 2h) — 2f(b + h) + 2f(b — h) — f(b — 2h)) — (f(a + 2h) — 2f(a + h) + 2f(a — h) — f(a — 2h))] + O(h®),

T,=Ts+As =Ts — %};:0 [(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h) + 4f(a — 2h) — f(a — 3h))] + O(h®),

To=T,+A, =T, + % [(f(b + 4h) — 6f(b + 3h) + 14f(b + 2h) — 14f(b + h) + 14f(b — h) — 14f(b — 2h) + 6f(b — 3h) — f(b — 4h)) — (f(b + 4h) — 6f(b + 3h) + 14f(b + 2h) — 14f(b + h) + 14f(b — h) — 14f(b — 2h) + 6f(b — 3h) — f(b — 4h))] + O(h'?),
(443) -

T, =Ty + Ay = h;f<a + <k+%>h> +% (f(b +g> —f<b —2)) - (f(a+g) —f<a—g)> +0(h*)

T,=T,+A, =T, — % [(f(b + 2h) — 2f(b + h) + 2f(b — h) — f(b — 2h)) — (f(a + 2h) — 2f(a + h) + 2f(a — h) — f(a — 2h))] + O(h®),

Te=T,+A, =T, + %{1;20 [(f(b + 3h) — 4f(b + 2h) + 5f(b + h) — 5f(b — h) + 4f(b — 2h) — f(b — 3h)) — (f(a + 3h) — 4f(a + 2h) + 5f(a + h) — 5f(a — h) + 4f(a — 2h) — f(a — 3h))] + O(h®),

Te=Ts+Ag =Tg — % [(f(b + 4h) — 6f(b + 3h) + 14f(b + 2h) — 14f(b + h) + 14f(b — h) — 14f(b — 2h) + 6f(b — 3h) — f(b — 4h)) — (f(b + 4h) — 6f(b + 3h) + 14f(b + 2h) — 14f(b + h) + 14f(b — h) — 14f(b — 2h) + 6f(b — 3h) — f(b — 4h))] + O(h'®),

Iste bu yaklagikliklar1 (4.3)’teki 6rnege uyguladigimda Tablo 4.1°deki ¢iktilar1 bulmus ve bunlar1 tablonun altindaki anilan tarihlerde Ole Amble’in sonuglariyla karsilastirmistim. Buna gére Ole Amble’in (4.2)’deki sol siitundaki trapezli yaklagiklik-
larla elde ettigi sonuclarin tamami dogruyken sag siitundaki orta noktal1 yaklasikliklarla elde ettigi sonuglarda inanilmaz hatalar yapmisti. Bu sonuca gore ilk hata Ty’dadir. Fakat bu hata affedilir gibi degildir, ¢iinkii bu sonug orta nokta formiiliinden
geliyordu. Kald1 ki o, Ty’1 (20)’de buradaki gibi dogru olarak vermisti. O zaman bu hata makineden yanlis bir hesabin sonucunda alinmis olmaliyd. O ikinci olarak T, de hata yapar. Ciinkii ona gore T, = 1,00000013 iken orijinalden yuvarlatmayla
T, = 1,00000024 elde edilmektedir. O tigiincii ve son olarak Tg’da hata yapar. Ciinkii yine ona gore, 1 tane sifir1 eksik yazarak Tg = 1,000000013 iken orijinalden yuvarlatmayla Tg = 1,000000004 elde edilmektedir. Ayrica Tablo 4.1’in son
satirindaki Tg ve Ty’a ait sonuglar1 o vermez ya da bildirmez; ne olduklarini gérmeniz i¢in ben verdim!

Morpheus: “Diin gece bir riiya gordiim ama simdi unuttum!”, Matrix Reloaded, Daniel 2:3.

Aslinda Ole Amble bir diis gortiyordu (Y.N. (4.2)’deki ya da (4.43)’teki yaklasikliklar: elle teker teker bulmak ¢ok zaman aliyordu). Sonra bu yaklagikliklarla (4.3)’teki 6rnekten MADAS ATG-20’de “1” sonucuna ulasana kadar hesaplarini yapti.
Fakat Tg ve Tg’dan ¢iktilar1 alamadig i¢in bir tiirlét “17i gérmesi miimkiin olmadi. Eger bu hatalar1 bir kenara birakir ve Tg ve Tg’u hesaplayabilmis olsaydi, o zaman Tablo 4.1’deki sonuglar1 elde edecek ve boylece “17i gorebilecekti. 3 yil sonra
Romberg, Ole Amble’in gordiigii rityayr yorumlamaya basladi ve kendi metoduyla tezinde soyle agikladu:

Kalan Degerler
Aralik Uzunlugu hg‘* B B 10
sh ;’fl =0,916297857
U, = 1,018160673
m TZ = 0,994339480 §2 = 0,999542255
U, = 1,001125581  V, = 0,999989908
>h P = 0,999639087 §4 = 0,999992394 34 = 0,999999539
U, = 1,000070227 V, = 0,999999870 W, = 1,000000028
h Tg = 0,999977330 Sg = 0,999999879 Ry = 0,999999998 Qg = 1,0

Tablo 4.2. Romberg'in Ole Amble’nin metoduna gore hazirladig: tablo, Ole Amble Algoritmasi, 01.02.2019, 20:21, Tablo 4.1.

Iste bu tablodan goriildiigii gibi Romberg, Ole Amble’in bir tiirlii ulasamadigi “1”e yalnizca T, ve Ty ile birikimli olarak (T, ve Ts’e ekstrapolasyon uygulayarak) daha kisa yoldan ulagmis ve béylece Ole Amble’'in gordiigii diisiin ne anlama geldigini
dogru bir sekilde yorumlamis oldu. Tipki Daniel’in kitabinda oldugu gibi. Ciinkii Daniel peygamber bir Babil siirgiiniiydii ve Kral II. Nabukadnezzar'in rityasini yorumlarken, Nazi stirgiinii Romberg de Ole Amble’1n riiyasini yorumlamist: (Bkz.
“Rasyonel Ucgenler”, ithaf. Saddam Hiiseyin, kendisini II. Nabukadnezzar'in reenkarnasyonu, hatta oglu oldugunu iddia ediyordu). Bana da bir siirgiin olarak (ki gercekten dyleyimdir. Ama isterseniz bunu bagka bir makalede anlatayim) bu 2 siki
dostun ortak hikéyesini orijinal tezlerinden anlatmak diistii (Bkz. “K, ve T, Icin Indirgeme Bagintilar1” ve “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmas:”). Dikkat ediniz simdiye kadar bu ortak hikayeyi anlatmaya ¢alismay1 birakin, bu tezleri inceleyip
modernize eden kimse ¢ikmadi bile. Hepsi yeni bir ¢ikarim pesinde kostu. Ciinkiit NTH’den niimerik analizci Tore Hdvie'nin (ki donem farki olmasina ragmen Owren tanir) “Remarks On Some Modified Romberg Algorithms For Numerical
Integration, 1986 adli tezi, Romberg’in tezinin ZAMM’daki ilk yayini i¢in kendisini aldattigini soyledigi E. Stiefel'in “Altes und Neues iiber numerische Quadratur” adli tezi ve digerlerinin yayinlar1 hep bu yonde olmustur. Bu arada bir hatay: da
diizelteyim: Romberg, 14.10.1996°da kendisiyle bir roportaj yapan Seiji Fujino’ya tezini DKNVS’den énce GAMM’da yayimlatmak istedigini ama E. Stiefel'in kendisini atlattigini séylemisti (Bkz. “Romberg Integralinin Mucidi Werner Romberg Ile
Bir Roportaj Gergeklestirdim”, Orada GAMM kelimesi 63. sayfanin sol siitununun sonunda geger). Oysa bazi makalelerimde gecen bu yer GAMM degil E. Stiefel'in makalesinden goriildigii gibi ZAMM olacaktir. Demek ki insan 87 yasindayken
(ki Knut Hamsun da 84 yasindayken Hitler ile goriismeye gitmisti. Bkz. Resim 4) gegmise doniip soyle bir baktig1 zaman, hafiza zayiflig1 ortaya cikiyormus. Yani bu da Romberg’in hatasi idi!
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Genellestirilmis Romberg Metodu Hakkinda

Simdi (4.43)’te vermis oldugum yaklasikliklar Genellestirilmis Romberg Metodu’'na iligkin ilk 4 agilimi verir. Bu konuda Romberg, “Vereinfachte numerische Integration, Norske Vid. Selsk. Forh. Trondheim, v. 28, 1955, p. 30-36, MR 61, 517” adl1

tezinin sonunda yukaridaki Tablo 4.2’nin altinda su notu diiser: “Qg’in I ile 8 ondalikta, hatta Qg’in 10 ondalikta cakistigini goriiyoruz. Hangi yontemin kullanilacag tamamen Fy.’nin nasil hesaplanabilecegine baghdir. Eger bulmas: kolaysa, onlart
daha kesin olarak siniflandirmak daha iyidir. Sayisal hesaplamaniz ¢cok fazla calisma gerektiriyorsa, burada verildigi gibi yiiksek bir yaklasiklik yontemi oneririz. (Wir sehen, dass Qg mit I in 8, Qg sogar in 10 Dezimalen iibereinstimmt. Welche Methode

man verwendet, hingt ganz davon ab, wie sich die Fy, berechnen lassen. Sind sie leicht zu finden, teilt man besser feiner ein. Erfordert ihre numerische Berechnung viel Arbeit, dann empfiehlt sich eine Methode hoher Niherung, wie wir sie hier angegeben
haben.)”

Itiraf etmeliyim ki Romberg'in, “Sayisal hesaplamamiz ¢ok fazla calisma gerektiriyorsa, burada verildigi gibi yiiksek bir yaklasiklik yontemi éneririz. (Erfordert ihre numerische Berechnung viel Arbeit, dann empfiehlt sich eine Methode hoher Niherung,
wie wir sie hier angegeben haben.)” agiklamasindan pek bir sey anlamamistim (Bkz. “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi”, S. 27. (2.102)'nin altindaki ve iistiindeki paragraflar). Ama 31.10.2021, 11:18:00’de bilgisayarima indirdigim “A generalized

Romberg differentiation procedure for calculation of hyperpolarizabilities” makalesini okurken 41. sayfadaki sol siitunun son paragrafindaki a¢iklamaya gore bu fikrin Romberg’ten geldigini gordiim. Yani Romberg bu agiklamayla metodun genisle-

tilmesinden yani genellestirilmesinden bahsediyormus ve tezindeki (4.43)’teki T, ve T3 ile sadece bir 6rnek vermis. Bu durumda olay: tekrar ele alirsak sunlar1 soyleyebiliriz: Ole Amble 1952°de tezini yazdiktan sonra Romberg devreye giriyor ve o
da 1955’te bir tez yaziyor. Fakat Romberg (4.43)’teki yaklagikliklarin elde edilmesindeki metodu Ole Amble’dan 6grendikten sonra H. Rutishauser’a veriyor ve o da 1963’te “Ausdehnung des Rombergschen Prinzips” adli bir diger tezi yaziyor (Bkz.

Daha genis bilgi icin Heinz Rutishauser'in “Lectures on Numerical Mathematics” kitabina). Bu son tezde Rutishauser Ole Amble’'in (4.43)teki Ay, Ay, A, -+- yaklagikliklarini niimerik tiirev almada kullanir. Ama bu tespiti benden 6nce Tore Hdvie
ve ¢agdaglarinin yapmasi gerekiyordu. Tabii ki en dogrusunu NTNU’dakiler bilir. Ciinkii Romberg’in ve Ole Amble’'in NTNU’daki tiim ¢aligmalarina sahip degilim. Ornegin Romberg’in “Numerische Mehoden: Kap. 2: Interpolation und Integration”,

» <«

“Romberg Seminar on Quadrature/Interpolation/Extrapolation and Rational Approximations” ve Ole Amble’in “Numeriske metoder II: forelesninger holdt hasten 1966-viren 19677, “An autoadaptive method for numerical integration” ve benzeri

¢alismalar1 konuya dogrudan 11k tutacak ¢aligmalardir ve bunlar bir tek NTNU’da vardr.
Not 4.3. Burada soz konusu olan Ole Amble’in (4.43)’teki yaklasikliklarina iliskin programlar1 Mathematica’da soyle ¢ikarttim:

1. Ole Amble Metodu, 1952 (Olusturma: 29.10.2021, 22:58:11, Degistirme: 30.10.2021, 00:55:15):
1.1. T2 ve T3 Yaklasikliklarinin Tam Yakinsamasina fliskin Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 29.10.2021, 22:15:42,
1.2. T4 ve T5 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 29.10.2021, 22:16:46,
1.3. T6 ve T7 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 29.10.2021, 22:19:29,
1.4. T8 ve T9 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim. 29.10.2021, 22:34:22.

Bu programlarin ilki dogrudan Ole Amble’in tezine yonelik iken (ki bu programdan elde edilen Tablo 4.1’den goriildiigu tizere eksiksiz ve hatasizdir) sonrakiler Romberg'in tezinde gecen 1.1’deki gibidirler. Buna gore son 4 programi herhangi
belirli bir I integrali i¢in kullanabilirsiniz. Bu programlar1 nasil kullanacaginizi her bir programda yonergelerle anlattim.

4.1.2. Ole Amble’in Yaklagikliklarinin Yakinsakliklarinin Hizlandirilmasi
Simdi eger Ole Amble’1n (4.43)’teki yaklagikliklarinin yakinsakliklarini hizlandirirken Romberg’in T, ve Ts’te yaptig1 gibi yazarsam trapezli yaklagikliklars;

f(a) + f(b
T3=T1+A1=Kn=h¥

o=t b= gl (o 23) 2o 3) e r(o5) - a(o-23) ) (104 2) (o4 5) w2 ) - (a-23)) (10— 2t(o45)  2(o-3) - -0 ) - (104w -21(a + ) 4 21(a-3) - 10
et as == (oo a) o2 ) wso ) si(o 5) ear(o-25) e(o-35) ) (o #25) s 2 ) wr(o ) si(o- ) s o2 ) oo )

1= | ) s i) -t 5 o) oo ) (e ) o) s ) e (o)1)
T T =T e (o) i o) s o) <o) aai(o )< a2 g) (o) (o a5 - (1o ag) (o g) e rei(or 2) - valo ) s g) - rei(e2) s (o5 ) 1o o5

_ o, >888h f(b+h) 6f(b+3h)+14f<b+h) 14f(b+h)+14f(b h) 14f(b h)+6f(b Bh) f(b h) f( +h) 6f( +3h)+14f( +h) 14f( +h)+14f( h) 14f( h)+6f( 3h) f( h)
=7 T 14175 2 8 4 8 8 4 8 2 a7y 478 ATy 473 473 7% a8 473

n-1
+h Z f(a +kh) — % [(f(b + h) — f(b —h)) — (f(a + h) — f(a — h))] + O(h*),
k=1

11h
=T3 +—

6
1440 +0h®),

(4.44)
+0(h®),

+ 0(h'?),

ve orta noktali yaklagikliklar;
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https://bibsys-almaprimo.hosted.exlibrisgroup.com/primo-explore/fulldisplay?docid=BIBSYS_ILS71476126460002201&context=L&vid=NTNU_UB&lang=en_US&search_scope=default_scope&adaptor=Local%20Search%20Engine&tab=default_tab&query=any,contains,Werner%20Romberg&offset=0
https://bibsys-almaprimo.hosted.exlibrisgroup.com/primo-explore/fulldisplay?docid=BIBSYS_ILS71462569850002201&context=L&vid=NTNU_UB&lang=en_US&search_scope=default_scope&adaptor=Local%20Search%20Engine&tab=default_tab&query=any,contains,Werner%20Romberg&offset=10
https://bibsys-almaprimo.hosted.exlibrisgroup.com/primo-explore/fulldisplay?docid=BIBSYS_ILS71500941740002201&context=L&vid=NTNU_UB&lang=en_US&search_scope=default_scope&adaptor=Local%20Search%20Engine&tab=default_tab&query=any,contains,Ole%20Amble&offset=0
https://bibsys-almaprimo.hosted.exlibrisgroup.com/primo-explore/fulldisplay?docid=BIBSYS_ILS71506899880002201&context=L&vid=NTNU_UB&lang=en_US&search_scope=default_scope&adaptor=Local%20Search%20Engine&tab=default_tab&query=any,contains,Ole%20Amble&offset=0
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/ole_amble_metodu-1952.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/T2_ve_T3_yaklasikliklarinin_tam_yakinsamasina_iliskin_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/T4_ve_T5_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/T6_ve_T7_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/T8_ve_T9_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb

Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi

n—-1
1 h
T2=T0+A0=hZf(a+(k+§>h)+ﬁ +0(h"Y),
k=0

(1(o+3)-1o-5))-(ra+3) - 1(:-3)
(toe2)arlo o)+ (o) (o= 28) = (o) - aro B (o) =r(o=25) | = 755 (o #3) (o) (o) oo =) = (o 5) -2 ) o) (o)

ot 1 G (1o 9) (o) i) i) (o) 1o -55))- (o 9) oz g) i ) - (o )+ r(o-2) - o2 )|

o G (o )l ) o o) sr(o-5) o)) o+ ) o v (o) o) vare-5) 1)

=T =Ty~ S (o) =t g (o2 ) (o 5) 0o ) -2 ) (o3 ) (o ) )= (oo ) (o 2.50) s 2 ) = (o) oo ) - w(o-23) oo 9.5) (o= 3)|

T s ) nan (o) (o (- ) < aan(o ) (o) n( ) (o) < (o ) v ) ran(o e ) o ) < ran(a ) () o)
=T 14175 ) 16 8 16 16 16 ) ) T 4T3 T T 73 T 473

17h
T~ 180

17h

6
180 +0(h®),

T, =T, +A, =T, -

(4.45)
+0(h®),

+ 0(h'?),

seklinde verebilirim. Burada suna dikkat ediniz: (4.43)’te A, ( ) A;(h),A,(h),As(h),As(h),As(h), Ag(h), A, (h) iken ve bunlardan ilk ikisi Romberg’in tezinde gegtiginden ve “eger bu diisiinceyi digerlerine de uygularsam sonug ne olur?” dedikten
sonra (4.44)&(4.45)’teki A, ( ) A;(h), A, ( ) A, ( ) A, ( ) Ag ( ) Ag ( ) A, ( ) yaklasikliklar1 s6z konusu oldu ve bunlarin katsayilarini (4.43)’tekiler gibi teker teker hesapladigim zaman, ayni1 mertebeden yakinsama yapanlarin katsayila-

rindaki paydalarin ayni olduklarini (ki agiklamasi kolay degil ama paylari farkli olmasina ragmen bunlarin trapez ve orta nokta formiilleriyle absorbe edilmeleri bir diger sasirtici noktadir), dolayisiyla hemen hemen es yakinsama yaptiklarini fark

ettim!

Iste bu yeni yaklagikliklarla (4.3)’teki 6rnekten su sonuglari elde ettim:

Yakansakliklar1 Hizlandirilmis Ole Amble Yaklasikliklari, 2021 ‘

T; = 0,99428188829215795204 T, = 1,0028615075117907939
T; = 0,99992844392204131719 T, = 1,0000138677438771599
Ts = 0,99999990565075904155 T, = 1,000000018189499133
T, = 1,00000000000863428856 T = 1,00000000002111056391

Ty = 0,99999999999989653000 Tg = 1,00000000000003375993
Tablo 4.3. (4.44)&(4.45)’teki yaklagikliklarla (4.3)’teki 6rnekten elde edilen ¢iktilar.

Not 4.4. Burada Ole Amble'1n (4.44)&(4.45)’teki yakinsakliklari iyilestirilmis yaklagikliklarina iliskin programlari Mathematica’da soyle ¢ikarttim:

2. Yakinsakhg Hizlandirlmis Ole Amble Metodu, 2021 (Olusturma: 30.10.2021, 04:36:36, Degistirme: 30.10.2021, 04:38:44):
2.1. Yakinsakligi Hizlandirilmis T4 ve T5 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 30.10.2021, 05:03:33,
2.2. Yakinsakligi Hizlandirilmis T6 ve T7 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 30.10.2021, 05:12:17,
2.3. Yakinsakligi Hizlandirilmis T8 ve T9 Yaklasikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim. 30.10.2021, 05:18:10.

Yine bu programlarin ilkinde Ole Amble’in tezini hedefledim. Ama bu seferkinde, eger Tablo 4.2°deki ¢iktilar1 Tablo 4.1’dekilerle karsilastirirsaniz, yakinsaklik hizi daha iyidir, dolayistyla ¢iktilar stabildir. Fakat buna ragmen T,’de 1’i asan anomali
olustu. Bunun diizeltilmis seklini bir sonraki yontemden elde edilen Tablo 4.4’te gorebilirsiniz. Burada yine son 3 programi herhangi belirli bir I integrali icin kullanabilirsiniz ve bunlari nasil kullanacaginizi her bir programda yonergelerle anlattim.

Son olarak Rutishauser’in f fonksiyonunun tiirevleri i¢in merkezi fark formiillerindeki h farkini sifira yakinsattig: gibi (4.44)&(4.45) teki yaklasikliklarin limitsel yakinsamalarini tam istikrarli (stabil) hale getirelim.
4.1.3. Ole Amble’in Yaklasikliklarinin Tam Yakinsamasina iliskin Genel Metot

Rutishauser'in 1963’teki “Ausdehnung des Rombergschen Prinzips” adli tezindeki “§ 3. Niimerik Diferansivel (Numerische Differentiation)” konusuna iliskin verdigi 6rneklerdeki gibi h’yi sifira yakinsatmak i¢in (bkz. f(x) = Cotx’in x = 0,04 teki 1.

tiirevinin degerinin hesabindaki hy = 0,0128 farkina. S. 51-52. Fakat bu Romberg metodunda h’yi 2™ye bolmek demektir. Bu sekildeki trapez ve orta nokta formiillerinin “modifiye formiilleri” olduklarlm zaten biliyoruz. Burada ise h;,’nin 2%ya

boliimii s6z konusudur. Amag A}, ’lerin yakinsakliklarini tam istikrarli hale getirmektir) (4.44)&(4.45)’teki A ( ) A;(h),A, ( ) As ( ) A, ( ) Ag ( ) Ag ( ) A, ( ) yaklasikliklarinda h ~ 23 donu@umunu yapar ve p katsayilarini hesaplarsak

su sonuclari elde ederiz:
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https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/yakinsakligi_hizlandirilmis_ole_amble_metodu-2021.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/yakinsakligi_hizlandirilmis_T4_ve_T5_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/yakinsakligi_hizlandirilmis_T6_ve_T7_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/yakinsakligi_hizlandirilmis_T8_ve_T9_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN362160546_0005?tify=%7b%22pages%22:%5b52%5d,%22panX%22:0.527,%22panY%22:0.813,%22view%22:%22info%22,%22zoom%22:0.407%7d
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN362160546_0005?tify=%7b%22pages%22:%5b54%5d,%22panX%22:0.527,%22panY%22:0.813,%22view%22:%22info%22,%22zoom%22:0.407%7d
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN362160546_0005?tify=%7b%22pages%22:%5b55%5d,%22panX%22:0.528,%22panY%22:0.813,%22view%22:%22info%22,%22zoom%22:0.407%7d
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN362160546_0005?tify=%7b%22pages%22:%5b56%5d,%22panX%22:0.528,%22panY%22:0.813,%22view%22:%22info%22,%22zoom%22:0.407%7d

Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi

h h h h
f(“ﬁ)_f(b_ﬁ) - f(“z—q)‘f(a‘z—q)
B 297224 10)h h h h h h h h h
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f(b+2q+1>—6f<b+m>+14f(b+m)-14f(b+m)+14f(b—m)—14f(b—m>+6f<b—m)—f(b—2q+1) —(f(a-l‘m)—6f(a+m>+14f<a+m)—14f(a+m>

14175
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2 4 24
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+0(h?),

T9=T7+A7=T7+

h h 3h h
+ 14-f(a —m> - 14-f(a —m) + 6f(a —m> - f(a —W)
(4.46)

< 1 29h h h h h
T, =To+ Ao =h ) f(a+ (k+3)n) + 2| (b +55m7) = (b= 55:7) | = | £+ 557) (2~ 55)
k=0
20-2(7.224 4 10)h h h h h h h h h
T4=T2+A2=T2—T f(b+2q+1>—2f<b+m)+2f(b—m)—f(b—m) - f(a+m>—2f(a+m)+2f(a—m>—f<a—2q+1)
20%1(147.2%9 + 31,2493 4 42)h 3h h h h h 3h 3h h h h h 3h
T6=T4+A4=T4+ 945 f(b+2q+3)—4f<b+m)+5f(b+m)—5f(b—m)+4f(b—2qT)—f<b—2qT) - f(a+m)—4f(a+m)+5f<a+m)—Sf(a—m)ﬁ"}f(a—m)—f(a—m)

29+8(381,26a+4 4 155,244+3 — 147,224 — 90)h h 3h h h h h 3h h h 3h h h

+0(h"),

+0(h®),

+0(h®),

T8=T6+A6=T6_

14175 20+2

+ 0(h*?),

h h 3h h
+ 14f(a —W) - 14f(a —m) + 6f(a —W) - f(a —W)

Bu yaklagikliklara gore (4.3) érneginden q = 5 i¢in asagidaki sonuglar1 buluruz ki, bu son tablodaki sonuglar Tablo 4.3’tekilerine gore daha istikrarlidir. Ornegin T, deki gibi bir anomali yok burada!

T, = 0.99428188829215795204 T, = 1.0028615075117907939
T; = 0.99999340119831826228 T, = 1.0000057271656654506
Ts = 0.99999998930731148314 T, = 1.0000000103384504451
T; =0.99999999998171006968 T, = 1.00000000001813609791

Ty = 0.99999999999996836175 Tg = 1.00000000000003157058
Tablo 4.4. q = 5 igin (4.46)’daki yaklasikliklarla (4.3)’teki 6rnekten elde edilen ¢iktilar.

Not 4.5. Burada Ole Amble’in (4.46)’daki yaklagikliklarinin tam yakinsamasina ilisgkin Mathematica programlari sunlardir:

1. Tam Ole Amble Metodu, 2021 (Olusturma: 14.10.2021, 17:08:07, Degistirme: 08.11.2021, 14:52:07):
1.1. T2 ve T3 Yaklasikliklarinin Tam Yakinsamasina fliskin Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 08.11.2021, 14:52:07,
1.2. T4 ve T5 Yaklasikliklarinin Tam Yakinsamasina Iliskin Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 08.11.2021, 14:52:07,
1.3. T6 ve T7 Yaklasikliklarinin Tam Yakinsamasina Iliskin Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 08.11.2021, 14:52:07,
1.4. T8 ve T9 Yaklasikliklarinin Tam Yakinsamasina Iliskin Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 08.11.2021, 14:52:07.

Yine bu programlarin ilkinde Ole Amble’in tezini hedefleyerek ¢iktilar: tam istikrarli hale getirdim. Ciinkii Tablo 4.1 ve Tablo 4.3 ile Tablo 4.4’ karsilagtirirsaniz ilk satirlardaki ¢iktilarin ayni olduklarini goriirsiiniiz. Fark bundan sonra basliyor:
Tablo 4.1 ve Tablo 4.3’teki ilk 2 satirdaki ¢iktilar ayniyken Tablo 4.3 bundan sonra farklilasmaya basliyor ve Tablo 4.1’e gore daha istikrarli oluyor. Ayni sekilde, Tablo 4.3 ve Tablo 4.4’teki ilk satirdakiler ayniyken Tablo 4.4 2. satirdan itibaren
farklilagarak Tablo 4.3’e gére daha da istikrarli hale geliyor. Ozetle q — oo iken (4.46)’daki yaklagikliklardan elde edilen Tablo 4.4 “en istikrarli tablo” olur.

Bu sonugla birlikte yukaridaki her bir programin kayit tarihlerine dikkat ediniz. Bunlar Not 4.7°deki Mathematica dosyalariyla ayni kayda sahiptirler. Ciinkii buradaki tiim metotlar1 “1952.nb” (Olusturma: 14.10.2021, 17:08:07-08.11.2021, 14:52:07)
adl1 1.03 MB’lik dosyamda sakli tutuyordum (ki meraklisina verebilirim), dolayisiyla buradaki metodu METOT 2’den sonra vermek aklima geldi ve bu yiizden yukaridaki ve Not 4.7°deki Mathematica dosyalarinin kayzt tarihleri ayn1 oldu. Burada

yine yukaridaki ilk programda Ole Amble’in tezindeki (4.3) 6rnegini hedefledim ve Tablo 4.4’te gordiigiiniiz gibi en mitkemmel tabloyu elde ettim. Bu sefer bu tabloda hi¢bir anomali yok ve {istelik en istikrarli ¢iktilar elde edilmistir. Yine son 4
programi herhangi belirli bir I integrali i¢in kullanabilirsiniz ve bunlar1 nasil kullanacaginizi her bir programda tiim yonergeleriyle birlikte anlattim.
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https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/tam_ole_amble_metodu-2021.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/T2_ve_T3_yaklasikliklarinin_tam_yakinsamasina_iliskin_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/T4_ve_T5_yaklasikliklarinin_tam_yakinsamasina_iliskin_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/T6_ve_T7_yaklasikliklarinin_tam_yakinsamasina_iliskin_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/T8_ve_T9_yaklasikliklarinin_tam_yakinsamasina_iliskin_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim.nb

Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi
Biiyiik Piramit’te Prusya Kral1 4. Friedrich Wilhelm’in Misir Seferi’'nden (1842-1845) Kalma Yazitlar

Her zamanki gibi 19.12.2021’de Google’a “Great Pyramid News” yazdim ve orada kayda deger bir bulgu gormedigimden Youtube’a girdim. Orada 2. sekmede 11 saat
once yayinlanan “WHAT IS GOING ONZ?... The Pyramids Something Unbelievable Is Happening (2021)” videosunu gordiim ve hemen izlemeye basladim. Videonun
girisinde Biiyiik Piramit’teki elektriksel magnetik ve radyoaktif 6zelliklerden ve 6zellikle tepesindeki 1977 ve 1987°deki elektronik mithendisi ve mucit Joe Paar'in
deneylerinden soz ediliyordu. Videoyu izlerken bir yerde aklima Siemens’in kurucusu Werner von Siemens geldi. Ciinkii o da 14.04.1859’da ayn1 deneyi yapmust1.

Sonra Google’dan bu deneyin gegtigi kitab1 aradim ve “Werner von Siemens: A Brimming Spirit” baghkli bir kitaba ulastim. Deney kitabin 175-177. sayfalarinda yer

alan “The Godless Experiment”de geger (ki bu deneyin ilk ve orijinaldeki yeri “Werner von Siemens Recollections” kitabinin 219. sayfasindan itibaren baslar).

Her 2 kitapta anlatilan deney 6zetle soyledir: Belki de piramit giicii olaylarinin en heyecanlis1 Werner von Siemens ile Halske'nin basindan gecti. Halske, telgraf kablosu

dosemek i¢in Kizildeniz’e gidiyordu. 14 Nisan 1859’da Giza'y1 yeterince dolagsmak igin gezisini bir siire Kahire’de kesti. Yanina mithendislerinden 10’unu ald1. 30 kadar
Arap rehberin yardimiyla Biiyiik Piramit’e tirmanmaya basladilar. Bu sirada serin bir riizgar ¢ikti. Coliin kumlar1 beyaz bir girdap halinde havaya kalkti. Zirveye
¢iktiklarinda Siemens Araplardan birini taklit etti. Bir parmagini havaya kaldirdi. Bu olay, 1shga benzeyen keskin bir sesin olugsmasina ve parmaginin karincalanmasina
yol agt1. Siemens, elektrik akimlarinin neden oldugu olaylar taniyabilecek bir kisiydi.

Sonugta... Siemens, sarap dolu sisenin gevresine 1slak bir kagit sardi. Sisenin madeni ve uzun bir boynu vardi. Bu 1slak kagitla onu bir Leyden kabina (bir tiir elektrik
akiimiilatorii) dontstiirdii. Kabi baginin tizerine kaldirdiginda elektrikle yiiklenecekti. Yaklagik 1.2 cm buyiikliigiinde catirdayan elektrik kivileimlarinin olustugunu
gordii. O anda Araplar, miithendislerin biiyticti olduklarini diigiindiiler. Onlar1 piramitin zirvesinden indirmeye calistilar. Siemens’in olayla ilgili olarak yazdiklar:
sOyledir (Bkz. “Siemens’in Piramitlerde Var Olan Elektrik Akiminin Farkina Varmas:”. Daha genis bilgi icin “Tesla ve Piramit”): “lyice sardigim siseyi sag elimde tuttum.

Bagimin iizerine kaldirdim. Bir an bekledim. Sonra sisenin boynunu yavasca Arap rehberlerin baskaninin burnuyla ayni seviyeye getirdim.

Siseye dokundugumda, kendim de giiclii bir sarsinti hissettim. Bundan, karsimdaki kisinin giiclii bir sokun etkisinde oldugunu ¢ikardim. Dili tutulmus bir halde yere
diistii. Birkag saniye endiselendim. Sonra yerden kalkti. Piramitin basamaklarindan ok gibi inerek kagtr.”

Prusya Kral’nin izinde!

Fakat beni sagirtan sey, bu parcanin sonundaki (S. 177) Prusya Krali 4. Friedrich Wilhelm’in 1845’teki Bityiik Misir Seferi'nden bahsedilmesiydi. O, Napolyon’un
1798’ deki Misir Seferi'ndeki gibi bir grup bilim adamini Misir’a gonderip arastirma yapmasini ve sonuglarin kendisine bildirilmesini istemisti. Ama Biiyiik Piramit’teki

1845 tarihi benim i¢in yabanci degildi; piramitte calisirken 1845’¢ iligkin birkag yazit gormiistiim. Ozellikle Fransiz mimar Jean Pierre Houdin’in piramitin kuzeydogu
kosesindeki kiigiik bir magaranin (notch) i¢indeki

= -
Resim 4.5. Bu kii¢itk magara Biiyiik Piramit’in kuzeydogu kdsesinde ve 104. tas seviyesinde yani 154 RC yiiksekliginde bulunur (ki Kral Odasr’'nin saftlarinin piramitten ¢ikis seviyesi

budur). Jean Pierre Houdin ile birlikte ¢alisan Bob Brier piramite tirmanarak buraya geldiginde iceride gesitli donemlerden kalma birka¢ yazit gordi, Update: Return to the Great

Pyramid. Resimde 1’den 10’a kadar numaraladigim yazitlar ayn1 gruba aittir. Bunlardan “N.” yazit1 Houdin tarafindan Napolyon’un N’si ve hemen altindaki 1845 tarihi nedeniyle 3.
Napolyon olarak algilandi, Analyzing Egyptian Pyramids in the Digital Age.
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https://www.youtube.com/watch?v=k2MVedntKbo
https://www.siemens-stiftung.org/wp-content/uploads/import/Dokumente/publikationen/Book-Werner-von-Siemens-A-Brimming-Spirit.pdf
https://www.siemens-stiftung.org/wp-content/uploads/import/Dokumente/publikationen/Book-Werner-von-Siemens-A-Brimming-Spirit.pdf
https://assets.new.siemens.com/siemens/assets/api/uuid:ea73619fe8de5b04598e387ce1ee886f9a0b6300/087-shi-communication-wvs-recollections-2008-e.pdf
https://tr.wikipedia.org/wiki/Ernst_Werner_von_Siemens
https://www.youtube.com/watch?v=XGiMnC1vkjw
https://www.youtube.com/watch?v=9aGVpLxBlhI
https://www.siemens-stiftung.org/wp-content/uploads/import/Dokumente/publikationen/Book-Werner-von-Siemens-A-Brimming-Spirit.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Frederick_William_IV_of_Prussia
https://dictionary.cambridge.org/dictionary/english/notch
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Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi

“N.” yazitinin Napolyon’un N’si ve 1845 nedeniyle bunun 3. Napolyon olduguna hitkmetmesi o sirada bana hi¢ dogru gelmemis ve bu bende bir takint1 olmustu.

Acaba yeni bir Prusya-Fransa Savasina m1 tanik oluyoruz? Houdin’e gore arkeolojide “Notch” olarak tabir edilen bu kiigiik bosluk ya da magara piramitin dogu ve
kuzey yiizlerindeki bir i¢ rampanin kesim yeriydi ve yukaridaki resimden gordiigiintiz gibi taslarin arasindan her 2 yondeki i¢ rampa bosluklarini gozlemlemeye ¢alis-
tilar. Inanilir gibi degil, o kii¢iik Japon bile o bogluklardan gecemedi!

Her neyse, Houdin’in 2008 deki bu ¢ikarimi tizerine arastirma yaparken Smyth’in bir kitabindaki bir bulguya rastladim. Smyth Kral Odasi’'nin dogu duvarini incelerken
siyah boyayla yazilmis Rusga-Almanca yani Prusga “T'charikoff Nadlerberg, 10-22 Mayis 1845 yazitini gérmiis ve bunu kitabina not etmisti. O, 18 Mart 1865’te gor-

digii bu yazit hakkinda soyle der: “(Dogu duvarindaki) granit yiizler diizgiin ve birlesimler iyi; ne yazik ki talihsiz Rus¢a-Almanca yazit harig.

TCHARIKOFF NADLERBERG

1845 10 Mai
57 Mai

yazisindaki harfler 6 Ing genisliginde ve 12 Ing yiiksekliginde siyah boyaya bulanmigsti.”

Fakat Smyth’in okudugu bu Prusca yazit eger suradakiler (Kral Odasi’'ndaki sarkofajin arkasindaki bat1 duvarindakiler) gibi Latince yazilmissa sorun yok, dogru oku-
mus, deriz. Ama yillar 6nce (16 Mart 2010, 00:57:56) piramitin kuzeydogu kosesindeki i¢ rampa donemecindeki (ki bu donemecteki bosluga “Bob’un Odasi (Bob’s
Chamber)” denilmektedir) bir diger yazit Smyth’in sorunlu bir sekilde okumus oldugunu gosterir. Ciinkii yukaridaki resimde “N.” harfinin devaminda “aderberg” ya
da buna benzer bir sey geger...

12 yil 6nce orada “N.” ve “1845” tarihini goriince aklima derhal Smyth’1in yukaridaki bulgusu gelmis ve bu yazitlari birakanin ayni kisi oldugunu tespit etmistim. Ama
bu hikaye biraz daha geriye gider. Her sey Jan Pierre Houdin’in 1 Nisan 2007’de Biiyiik Piramit’teki 8 yillik ¢alismasinin sonucunda elde ettigi bulgular: agiklamasiyla
baslamisti. O piramitteki diger bulgularla bu kiiciik oda gibi goriinen boslugun aslinda bir i¢ rampa donemeci oldugunu da agiklamisti. Fakat arkeoloji ve mimarlikta
“Notch” ad1 verilen bu boslukla ilgili ilk ciddi arastirmasini1 2008’de Bob Brier ile birlikte ¢ikardiklar1 “The Secret GREAT PYRAMID” kitabinda yaptilar ve 1 Ocak
2010’da da kitapta belirtilen arastirmalarin sonuglarini “The Khufu Pyramid Revealed” adli belgeselle tiim diinyaya duyurdular. Iiste Bob Brier bu boslugun igine ilk kez

bu sirada girdi ve orada bazi incelemelerde bulundu. Odanin i¢ine girer girmez karsisina yukaridaki resimdeki goriintii geldi ve ilk olmadigini anladi (Bkz. Kronolojik
olarak “KHUFU Reborn” ve teoriler i¢in “34 Clues In Support of The Theory”). $imdi sdyleyeceklerimi internetten arasaniz da bulamazsiniz, ama o sirada konuyla

yakindan ilgilendigim i¢in gesitli sitelerde okumustum: Yukaridaki resimdeki 2 no’lu yerde “N.” harfi ve 5 no’lu yerde 1845 tarihi vardi ve onlar bunu 3. Napolyon
donemine bagladilar. Bagta benim de aklima yatmuisti, ¢iinkii ilk Napolyon’dan beri bir¢ok seyin “N” ile anildigin1 biliyordum. Fakat 16 Mart 2010’da bu yazitlarin 3.
Napolyon donemine degil, Smyth’in Kral Odas’'nin dogu duvarinda gordiigii tizere TCHARIKOFF NADLERBERG’e ait oldugunu fark ettim ve ondan sonra firsat
buldukg¢a bu gizemli kisinin pesinde kogsmaya basladim.

2013’te bir grup Japon arastirmact “magara” adini verdikleri bu boslugu incelediler. Nagoya Universitesi'nden arkeolog Yukinori Kawae boslugun 3 boyutlu haritasini
¢ikartt: ve bir siirii dijital resim ¢ekti (Bkz. “3D Reconstruction of the ‘Cave’ of the Great Pyramid from Video Footage”). Bu arastirma sirasinda i¢ rampa donemecinin

zemininin 104. Tas sirasinda oldugu ortaya ¢ikt1 (Bkz. Figure 7). Bu, Petrie’nin tas seviyeleri ol¢iimlerine gore Kral Odast’nin saftlarinin piramitten ¢ikis seviyesini
gosteriyordu ve bu seviye Rudolf Gantenbrink’e gore 154 RC idi (Bkz. “Corrected Great Pyramid Courses Elevations”. Ciinkii Petrie’nin ol¢iimlerine gore 104. Tas
seviyesi piramitin giineybat1 kosesinde 3176 Bl = 3176 x 0.0254 M = 80.6704 x % = 154.007127 = 154 RCdir. Bu sonucu 27.07.2006, 18:43’te bilgisayarima in-
dirdigim “Publications” sayfasindaki Sekil 7-12’de gorebilirsiniz. Bu arada Gantenbrink’in sitesinin giris sayfas1 soyleydi: “IThe Upuaut Project”. Oradaki ve web say-
famdaki sponsorlara dikkat ediniz). Ama Japonlar da oradan 24.74 GB’lik veri almasina ragmen ne yazik ki goriintiileri aragtirmacilara sunmadilar. Kawae bu goriin-
tiileri cok sonra verdi (Bkz. Ilki 2018’deki “Analyzing Egyptian Pyramids in the Digital Age” ve sonuncusu 2020°deki “Egypt Giza Pyramid 360 VR-8K” videolaridir).

Simdi tiim bu ¢aligmalar1 toplarsam su sonuglar1 verebilirim: 2 no’lu yerde Nadlerberg'in “N”si vardir. Linkteki videoyu tam durdurdugum yerde (ki bu goriintii
videonun ilerleyen boliimlerinde tekrar tekrar gosterilir) Bob Brier yere ¢omelmis magaranin igine bakarken “Ancient Architects (Eski Mimarlar)” adina sunum yapan
bir Ingiliz (ki kendisini Youtube’daki piramit ¢alismalariyla daima takdir etmigimdir), oradaki N’yi kirmizi okla gésteriyor. Fakat o, bu grafitinin antik zamandan
kaldigini sanir. Bu grafitilerle ilgili Kawae'nin 2. videosundan 8K’de aldigim resimler sunlardir: Yazit 1, 2, 3 ve 4.

Peki Tcharikoff Nadlerberg kimdi?

Aragtirmalarima gore bu kisi, Prusya Krali 4. Friedrich Wilhelm’in 1842-1845’te Misir Seferindeki son kafiledeki kisi ve muhtemelen kafile bagkani idi. Ciinki ilk
kafile baskan1 Karl Richard Lepsius ve ekibinin 1845’te arastirmalar1 devam ediyordu (Bkz. “Denkmidler aus Aegyten und Aethiopien”).

s Q‘I_ om C‘} % ﬁ E G)!é ﬁﬂ E rﬂ'a Lepsius, Prusya Kral’nin 47. Dogum Giiniinii Kutluyor!
) G p4
é‘ﬁ Pl o | 8 8 M | T -
@ ﬂnq:l o K p ﬂ @z " a E“u j‘ l A ﬁ Prusya krali 4. Friedrich Wilhelm’in Biiyiik Misir Seferi i¢in gonderdigi ilk kafilede Misir bilimci Karl

P o ',IED :.'_ISiltrrll rg &I’S n_a l‘]p’g % ”{ H 9 ';' 5 Richard Lepsius vardi. Misir’da kazilar1 baglatan ilk kisi oydu. O, Kral'in 15 Ekim 1842’deki 47. dogum
l‘g 'GI)L'-I' e rg @Mﬁ r] T‘ g &2 @ %‘!’F glinii anisina Bityiik Piramit’in orijinal girisinin {izerindeki ¢atinin 2. parcasinin (chevron) bati tara-
ZW‘A“ I ﬂ'ﬂ m a” = E @“ m T n(; fina hiyerogliflerle bir yazit kazid1 ve orada ne yazdigini 17 Ocak 1843 tarihli mektupta soyle agiklad:

tl & e e
@ op|!® — o i = | & ﬁﬂ el Qﬂ’ “Adi1 Prusya’nin Giinesi ve Kayasi olan Kral’in hizmetkarlari; yazic1 Lepsius, mimar Erbkam, ressamlar
hd P | S £ — el oy Y ) y y P
- .

[ E ﬁ“ p é, o z OF =X i v @ Weidenbach kardesler, ressam Frey, kalip¢i Franke, heykeltiras Bonomi, mimar Wild °, boyle soyleyin:
g Lo ,\ﬁ“ :gg — ’ﬂ \;g I | m @ %A Herkese selamlar. Ha¢’in Koruyucusu Kartal’a, Prusya’nin Krali, Giinesi ve Kayast’na, anavatanini 6z-
&;E = m; 239 'T'@. =2 m o Bl Fli—=x == giirlestiren Giines’in Giines’ine, Sevgi dolu Baba, Ulkesinin Babasi 4. Friedrich Wilhelm’e, Merhametli,
m E’FE a s ??: = [!é % % % E H Hikmet ve Tarihin Gozdesi, Almanya’nin sectigi Ren Nehri’nin Koruyucusu (bkz. “Die Wacht am
= E,“f}‘ {o o Roﬂ MG =) g;r ppq Rhein”. Ayrica ‘Seytan’in Asky’ filminin 12:17’sinde ‘Ren nehrini bu kadar giizel yapan sey ne?’ sarki-
Zle -y X C’F s oﬁg A M -::_A::- f]{ st dinleyebilirsiniz), Hayat Dagiticisi. Yiice Tanri, Kral ve esi Kralige Elizabeth’i, Yasami Zengin olan,
MIII{'G S o) | Sy | oy | ERF |0 : , I L .

I N ﬁ | P N D @;’ Sevgi dolu Anneyi, Vatanin Anasin, liitufkdr, yeryiiziinde siirekli canli ve uzun bir yasam ve cennette

= —m G .. . . . .
ﬁr_ n'rql)n & Chllag {'?' .%A f O &é‘ﬂ 6 | sonsuza kadar miibarek bir yer bahsetsin. Kurtaricimizin 1842 yilinda, 10. ayda, 15. giinde, Majestele-
{fl nan l inn|=|= e E ﬁz: rinin 47. dogum giiniinde, Kral Cheops Piramiti’'nde; 3. yilda, 5. ayda, Majestelerinin saltanatinin 9.

an |20 R 2 |25 L L

gliniinde; 3164 yilinda Kral Menepthes yonetimindeki Sothis doneminin baslangicindan itibaren.”

? Isimleri sayil bu kisiler ayni giin yani Kral'in 47. dogum giiniinde piramitin tepesine ¢iktilar ve gondere Prusya bayragini ¢ektiler. Onlar hatira olarak piramitin tepesinin kuzey
tarafina isimlerini kazidilar. Bu isimler giiniimiizde silinmis olabilir ya da bu isimlerden hicbirisini bulamadim! Ama bence ressamlar resim bos kalmasin diye o isimleri yazdilar!
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Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi

Nadlerberg ve ekibi 10-22 Mayis 1845’te Biiyiik Piramit’te aragtirma yaptilar. Ilkin piramitin igine girdiler ve orada aragtirmalarini tamamladiktan sonra (ki bu arada
Nadlerberg Kral Odasi'nin dogu duvarina adin1 ve orada ne kadar siire gegirdiklerini kaydetti) piramitin kuzeydogu kosesindeki magaraya gectiler. Orada yiyip ictiler
ve sonra ellerindeki Smyth’in bahsettigi siyah boyayla isimlerini yazarak hatira biraktilar. Basi ceken yine Nadlerberg idi. Ama oradaki yazitlardan tam kuzeye bakan-
larin bir anlami vardrw: “Biz kuzeyden (Dogu Prusya) geliyoruz!” (ki bu bulgum 16 Mart 2010’a aittir)

Sonug olarak 12 yil 6nce gizemli kisi olarak bahsettigim Tcharikoff Nadlerberg'in pesinde kosarken Prusya Krali1 4. Wilhelm Friedrich’e ulasmis, dolayisiyla kendisiyle

tanigma serefine nail olmus oldum ve bunlar1 size bu makale vesilesiyle sundum!

Simdi Alman atalarin Biiyiik Piramit’te biraktig: izleri 6zetle verdigime gore, Ole Amble’in metodu hakkinda yaptigim ¢alismalar: da soyle 6zetleyebilirim: Yukarida
Ole Amble’in yaklagikliklari i¢in buldugumuz Ay, Ay, A,, Ag, -+ yani f'nin tiirevleri i¢in kullandigimiz “Sonlu Merkezi Farklar” yerine “Sonlu Ileri Farklar”ya da “Sonlu

Geri Farklar” da kullanilabilir. Fakat bunlara ait tablolarda goriildigii tizere f'nin tiirevlerindeki yakinsaklik hiz1 tek tek ilerler (1,2,3,4,5,6, ---), dolayisiyla yakinsaklik-
lar1 zayifken merkezi farklarda yakinsaklik hizi cift cift gider (2,4,6,8, -++), dolayisiyla en iyi yakinsaklik hizt merkezi fark formiillerindedir. Iste Ole Amble’'in 1952°de
farkina vardig: biricik bilgi bu idi!

Asagida f'nin tiirevlerine § operatoriiyle ileri ve geri farklarin toplami olarak melez bir yaklasimda bulunacagim (bkz. (4.19)) ama bunlar (4.46)’dakilerine es deger
olacaktir. Boylece Ole Amble’in 1952°de yaptig1 gibi £'nin tiirevleri i¢in merkezi farklar metodundan tek tek formiil aramaya (ki bu hesap gergekten de ¢ok eziyetlidir)
ya da bunun daha az eziyetlisi olan biiyiik¢e bir tablo olusturmaya ve bu tablodan katsayilar1 okuma derdine son vererek bir ikinci metot tanimlayacagim!

4.2. Piobert-Parmentier Metodwnun Q Uzerinde Genisletilmesine Iliskin 2. Metot. Bu metodu Ole Amble’in yaptig1 gibi anlatmayacagim, sifirdan anlatacagim.
Ciinkii bu sayede Ole Amble’'in metotta kullandig1 yaklagim formiillerinin nereden, nasil kaynaklandigini agik bir sekilde gostermis olacagim!

Oncelikle f(x) fonksiyonunun [a, b] araligindaki

b

(4.47) I=ff(x)dx

a
integralinde bir taraftan Ole Amble’a gore y = f(x) igin

n [ee]

(4.48) 1= f ydx =T + Z ay (fr(12k+1) _ f52k+1)) h2k+2 — T 4 z ay (f(2k+1) (x,) — fEK+D (Xo)) h2k+2 — T 4 z ay (f(2k+1) (b) — f(2k+1)(a)) h2k+2
0 k=0 k=0 k=0

ya da f(x)’in 1. tiirevi merkezi fark formiiliine (yani f(x + h) ve f(x — h)’nin h = 0 noktasindaki Taylor agilimina) gore

f(x+h) —f(x—h) o FEHD(x)

I _ 2k
(249) 109 = 2h Zk+ "
k=0
oldugundan
f(x + h) — f(x — h) o hZk - o F0(x) ; > opk -
— | ¢ — — 2k+1 — 2k _ _ 2K
f(x) = ff (x)dx—f - dx_z(ZkH)!ff (x)dx G e ff(x)dx Z(2k+ 1)!ff (x)dx
(4.50) k=0 =0 : = :

N h2k (2k-1) b N th (2k-1) (2k-1) N h2k+2 (2k+1) (2k+1)
= _— - = _— - — - = _— + — +
;(ZkH)!-f Gk +C ;(ZkH)!(f (b) — FPD(@)) + C kZO(Zk+2)!(f (b) — P D@)) + ¢

esitligi gerceklesirken (ki burada C, Ole Amble’in (4.49)’da isaret ettigi T trapez ya da orta nokta formiiliine denk gelir), diger taraftan genel olarak v,w € Z*,u € N

icinu=0,1,---,v — 1 olmak iizere h = % farkive f, = f(a):ﬂ baslangi¢ degerine gore

=h:z=_::f(a+(k+$)h)

v-trapez formiilii ya da yaklagikliklar: mevcuttur (Bkz. “Romberg Integrali Projesi 2016-2018", §2. Genellestirilmis Romberg Metodu/2.1. p-Trapez Formiilii, (2.1)).

w-1
(451) T,, =h z £,
k=0

<le

Burada T, , = Ty, y(h)’nin h’ye gére kuvvet serisine agtlimi, m = 0,1,2, --- i¢in

2m+2
(4.52) T,y(h) =1+ agh® = I+ a;h +ayh? + -+ + ayp ,h?™F2 + 0(h?™+4)
k=1

seklinde olup katsayilar,

B ()

k!

(4.53) a (g) - (F&D ) - FED ()
dir.

Simdi I'ya bilesik trapez metoduyla yaklasimlar i¢in v = 2 alirsak u = 0,1 igin

w-1 w-1 0 w-1 w-1 w-1 1
(4.54) T,, =hz £ o =hz f<a+(k+—>h> =hz f(a + kh), Ty =hz £ 1=h f<a+<k+—)h)
’ k+7 2 4 k+E 2
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
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Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi
formiillerinden ilki trapez formiilii ve ikincisi orta nokta formiilii olarak ¢ikar karsimiza.

Burada Bernoulli sayilar

1 1 1
Bo(o) = 1»B1(0) = —E»Bz(o) = E'B3(O) =0, B4(0) = —%»Bs(o) = Or""B2m+1(0) =0,

By (2) = 1B, (=) = 0,8, (1) = — =By (=) = 0,8, (2) = = Bs (2) = 0, B Do
o(5) =281 () =082 (3) = 1382 (5) =08 (3) = 53 5 (5) = 0 Bames () =

olup ilk katsayz ¢ifti (4.50)’deki I'da ve ikinci katsaya gifti de 2. terimdeki T, , ve T; , yaklagiklarinda mevcut oldugundan ya da bu yaklagikliklar h’de yakinsama yap-

(4.55)

tiklarindan dolays,
2m+2 m
(TO,Z(h) _1= z achk = a, (0)h + a,(0)h? + 0.1 + a,(0)h* + 0.h5 + ag(0)h® + -+ 0.h2™*1 4 4, (0)h2m+2 = z s (0)NZKH2 4 O(h2m+e),
(4.56) J=1 AR
. 1 1 1 ; 1 1 1\
Tl,Z(h) - I = Z akh == al (E) h + az (E) hZ + 0 h3 + a4 (E) h4 + 0 h + ae (E) h6 + e + 0 h2m+1 + azm+2 (E) h2m+2 = Z azk+2 (E) hZ +2 + O(h2m+4)
k=1 k=0

sonuglari gegerli olur.

Iste bu sonugla (4.54)’e gore (4.56)’dan

B 0
To(h) =1+ Z (2211((:%(2))' FCk+D () — f(2k+1)(a)) h2k+2 4 O(h2m+4),

(4.57) 1
T (h) =14 B2k+2 (7) (f(2k+1) (b) _ f(2k+1) (a)) h2k+2 + 0(h2m+4)
L (2k + 2)!
k=0

esitlikleri gecerli olurken (4.48)’den
co m
(458) 1=T+ 2 ax (f(2k+1) () — f(2k+1)(a)) h2k+2 — T + Z a (f(2k+1) ) — f(2k+1)(a)) h2k+2 4 (h2m+4)

esitlikleri gecerli olur. Burada biitiin mesele, (4.58)’deki T — I'y1 (4.57)’de yerine koyup ay katsayilarini belirlemekten baska bir sey degildir. Yani METOT un ana fikri
budur. iste Ole Amble, 1952’de bu katsayilar1 teker teker buldu ve (4.43)’teki yaklagikliklar1 elde etti. Romberg bunlar1 gordii ve yeni bir metot igin 3 yil siiren bir
aragtirma yapti. 1955’teki tezinde bu yeni metottan sz ederken ikinci metot olarak Ole Amble’in sadece ilk yaklagikliklarini ele aldu!

Not 4.6 (Ole Amble ve Romberg’in Orneklerindeki Yakinsaklik Hizinin Artirilmasina iliskin Bir Bulgu, 21.11.2021, 07:44:09). Eger f(x)’inx = Xy = avex = X, =
b noktalarindaki

[ee] [ee] b [ee] [ee]
( f<k>(a>(x_a)k=2f<k>(a> f<x-a)kdx_ o 0@ (x— >k+1lg=2f<k><a) b-af!—(@-a! < (M)

b k! k! kIl k+1 k!l k+1 T L &+D
= f f(x)dx = { *=° k=0 a k= =0 k=0
a f(k)(b) (x— b)k _ Z f(k)(b) f(x B b)kdx _ f(k)(b) (x— b)k+1 Ib _ f(k)(b) (b— b)k+1 —(a— b)k+1 _ Z (_1)k+1f(k)(b) .
k! k! kKl © k+1 kI k+1 k+1)!
k=0 i=0 a i=0 k=0
Taylor a¢ilimlarinda (4.3)’teki 6rnegi ele alirsak,
® ® ® i 2k+1 T 2k+2 . T
> ORI Ll BRNI o el O R ol il ) Il L) PSR Z O () Sinfg7:9) ( grawes
Gyt L2k + DY L 2k + )V 4 (2k + 1)! (2k+2)' '
. 2k+2 © (T[ )2k+1
o e _ Mo T 5
= Z(2k+2)'+ Z(2k+1)' O.(—1)+1.11—11—C052+1151n2—eZ,
(4.59) f—Cos X) dx = k=0 - .
(_1)k+1f(k)(b) Pk (_1)2k+1f(2k) (b) . Z ( 1)2k+2f(2k+1)(b) ke — Z 1)k Cos (ﬁ 6) 6— 0)2k+1 +
e &k+1)! & Ck+1)! (2k + 2)! & (2k + 1! '
2k+2 2k+2 2k+1
(D (75)  Sin(q3-6) > (21) > (21)
2k+2 _ -1 =
Z 2k +2)! (6-0) _12(2k+2)'+02(2k+1)' LD +0.8= -1 =

k=0

sonuglarinda norm (mutlak deger) almayla her ikisinin dogru olduklarini goriiriiz (ki bu sonuglar Romberg’in (1.55)’teki 6rnegi icin de gegerlidir). O halde ez serisini
periyodik olarak acarsak m pozitif tam sayisi icin

( ,, - 2k+1 o (—1)k (%)Zk & (D (%)2k+1
(Zk)' L, (2k+ D ; ZK)! H; 2k+ D!

M8 N

k+ - k+
. e ", S ;Z(“ )
(460) —1+i=1V2es =e2 IZ k| 14 GL! Gk+ 1! " ZiGk+2)
=1 K=
:ooml mk+mr
ker=0 (mk+m —r)!
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serilerinin —1 + i'nin reel ve sanal kisimlarina yani, eger reel kismin mutlak degerini alirsak, 1’e hizla yakinsadiklarini goriiriiz. Fakat bunun igin n’nin basamaklarinin

bilinmesine ihtiyag vardir! (Y.N. Smyth, John Taylor'un “Piramitlerin Gizemi Aciklandi (The Mystery of the Pyramids Explained)” adl1 elyazmasinda 7’yi bulabilmek
i¢in agir hesaplar yapmistir. Ben gordiim, Smyth amca o sayfada piramitten elde ettigi dlctimlerle n’yi hesaplamaya calisiyordu. Ama aradigi sey,  degil Tanr1 idi. Bunu
York Merkezi Kiitiiphanesi'nde (ki simdi Explorer Library and Archive) bulunan Smyth’in “Life and Work at the Great Pyramid” adli kitabinin bir kopyasina yapisti-
rilmig ve onun tarafindan ¢izilmis kartusta gorebilirsiniz (Bkz. “Charles Piazzi Smyth’s 1865 Conquest of the Great Pyramid”, S. 352, Figure 23). Orada Smyth’in
Tanrr'nin mesajin1 gérmeleri i¢in Hakikat Kuzusu verildikten sonra, modern bilimsel araglar1 kullanarak Biiyiik Piramit’in sirrin1 ¢6zdiigi soylenmektedir. Fakat bu

mesajin gercek anlami suydu: “Piramitteki KHUFU nun sirrini bilimsel araglari yapip ve onlarla gozlemler-dlciimler yaptiktan sonra ¢ozdiim ve bunu belgeledim”).

Simdi METOT 2’yi bu sekilde insa ettigime gore, sonuglarina gegebiliriz. Oncelikle metoda gére genel olarak Ym, n, r € N igin

r r
(4.61) K, =K, + z Ay + 002 Ty =T, + z B, + 0(h?2m+%)

m=0 m=0

yaklagikliklarinin mevcuttur.

Burada Euler-Maclaurin toplam formiiliine gore I integrali igin Ty, (h) =: K, trapez formiilii ve T; ,(h) =: T;, orta nokta formiilii i¢in

2m+1 2m+1
(4.62) Ky=1+ > agh®=1+ash+ah?+-, T, =1+ 2 bygh® = I+ byh + byh? + ---
k=1 k=1

esitlikleri gecerlidir (Bkz. “Konvergenzbeschleunigung durch Extrapolation am Beispiel der Romberg-Integration” adl1 tezinde trapez formiilii i¢in S. 35 ve orta nokta

formiili i¢in S. 43).

Bu esitliklerdeki katsayilar,

(4.63) ay = %(f(k)(b) —£®(a)), by = Bkk—(!f)(f“‘) (®) - f9 (@)

dir (Bkz. “Euler-Maclaurin Formula”™).

Bu katsayilarda Bernoulli polinomlarina gére ilkinde B, = B, (1) iken ikincisinde

(4.64) B,y (%) = - (1 - %) Bak

dir.

Diger taraftan Ole Amble’a gore (4.48)’den

h h h h h h
i ) = 208 st ) <, () < sty () s, ().

h h h h
B (em) = 2Am () = 20779 (52m”f0 (gawmer) =5 (zq—m>>

(4.65)

yaklagikliklar1 mevcuttur. Buradaki teleskopik fark Ole Amble’in (4.18)’de verdigi gibidir ama operator farklidir. Bu operatoriin matematiksel agiklamasi asagidadir!

8 Operatorii: Bu operatoriin isleyis sekli soyledir: Oncelikle 1. mertebedeki 8 merkezi farklar metodundan elde edilen 1. tiirevle aynidur:

1
1
B = Afy + Vb = Cas — ) + (o = fa2) = foa = foca = > (CDF (1) favacn
k=0

2. mertebedeki § ise artik merkezi farklar metodundan elde edilen 2. tiirevden ayrilir ve s6yle sonuglanir:

8%f, = 8(8f,) = 8(Af, + Vf,) = A(Af, + Vf,) + V(Af, + VE,) = A%f, + AVf, + VAf, + A%f,
=42 — 204+ + A — foog) + V(e — f) + 6 — 264 + £
=t 2hhpth+h -+ o +he G-+ +H6—26, + 6,

2
2
=fhy — 2+ o = kZO(_l)k (k) fht2k—2 -

Ayni sekilde 3. mertebedeki §’daki durum da boyledir:

83fn = 8(82fn) = 8(fn4p — 2fn + f15) = Afy + Vi, = A(f4p — 26, + f22) + V(g — 26, +£,5)
=fh43 = 2fnp1 g — o + 26 —fop H o — 20 + o — oy + 2650 — 3

3
3
= fh4z = 341 + 31 —fh3 = Z(—l)k (k) fnt2x-3-
k=0

Bu islemleri Mathematica’da da yapabilirsiniz ve yine yukaridaki sonuglar1 elde edersiniz. Bunun i¢in Mathematica’daki h adimla ¢oklu farki veren “Difference-
Delta[f,{i,n,h}]” operatoriinii su sekilde kullanmaniz gerekiyor:

(4.66) &6™f, = DifferenceDelta[f,,_p,, {n, m, 2}].
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Buna gore £ nin m-inci tiirevi 6 farkina gore soyledir:

mf _
(4.67) f(M(x) =z - (2h)mz( 1) )ka m-

Fakat genel olarak fnin m-inci tiirevi,

(4.68) &™f, = DifferenceDelta[f,,_p,, {n, m, r}]

r farkina gore f'nin m-inci tiirevi 8§ farkina gore soyledir:

8™,
(m) — o _ m-—
(4:69) FM6) = = h)m—(h)m§(1) () frem.

Su halde MEM geregince §nin 2m + 1-inci mertebedeki farkini su sekilde verebiliriz:

2m+1

Zm+1
470) ™18 = > DX (P D oy
k=0

Ancak bu formiil “Higher-order differences (Yiiksek Mertebeden Farklar)”daki Central (Merkezi)'da verilen gu formiilden farklidir:

(4.71) () = Z(—ni (M e(x+ (g ~i)h).
i=0

Burada ayrica,
(472) 82m+1fl’1 +*+ A2m+1fn + V2m+1fn
olduguna dikkat ediniz!

2. Yol (Orijinal). Diger taraftan §2M*1f) — §2M*1f "nin acilimini su sekilde de yapabiliriz ki ilk hesabim bu idi. Yani yukarida yaptigim hesaplar § operatériiniin nasil
bir islem yaptigini agik bir sekilde gostermemden baska bir sey degildi!

Yine bunun i¢in ilkin m = 1 i¢in

8y — 86 = (Fy = £_1) = (Fuss — Fo- 1)—2( D9 (1) o 1+Z( D (1) fasoie 1)—2( DX (1) Carateer = Faeen)

esitliklerine gore

(4.73) 8, - 8t —Z( D () (asater = )

sonucunu bulmus oluruz. Bu, (4.4) ya da (4.6)’daki formiildiir.
Ikinci olarak m = 3 icin

53fo - 83fn = 52(5f0) - 52(5fn) = 52(f1 —fq)- 52(fn+1 —fho1) = 5(5(f1 - f—1)) - 5(5(fn+1 - fn—l))
= 8((f2 - fO) - (fO - f—z)) - 6((fn+2 - fn) - (fn - fn—z)) = 6(f2 — 2fp + f—z) - S(fn+2 —2f, + fn—z)
= [(f; —2f; +f_1) — (f, = 2f_1 + f_3)] — [(fas3 — 2fn41 + fie 1) (fae1 — 2fp_q + fn 3)]

= [f3 = 3f; +3f_1 — f3] — [foy3 = 3fn41 + 3y — 3l = 2( 1)k+1 f2k 3 +2( 1) n+(2k 3)
Z( D5 (3) Guvzes = o)

esitliklerine gore

3

(478) 8= 8% = > (<D () Earaics — forcs)

k=0
esitligi gerceklesir.
Su halde MEM geregince (4.73)&(4.74)’ten su genel formiilii verebiliriz:

2m+1

2Zm +1
(4.75) 82m+1f0 - 82m+1fn = Z (_1)k( mk )(fn+2k—(2m+1) - f2k—(2m+1))'
0

Buradah = % icin
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fok-m+1) = f(a+ (2k — (2m + 1))h)
ve
fotzk-m+1) = f(@+ (n+2k— (2m+ 1))h) =fa+nh+ (2k— 2m+ 1))h) =fla+ b—a+ (2k— (2m + 1))h) = f(b + (2k — (2m + 1))h)

esitlikleri gecerli oldugundan bunlari (4.75)’te ve onlar1 da (4.65)’te yerlerine koyarsak su genel formiilleri elde etmis oluruz (14.10.2021, 17:08:07):

2m+1
(Am(h) = (m+Dapp z (—1)k (ka+ 1) ( (b + (2k (2m + 1)) q+m) — f(a + (Zk (2m + 1))) q}:-m)
k=0

(4.76)

2m+1

Bm(h) = 2Ap, (g) = 2@m+Dapy kZO (—1)k (ka+ h ( (b +(2k - @m+ 1) qf:nﬂ) f(a+ (2k— (2m+ 1)))%).

Bunlarin h kuvvetlerine gore seriye a¢ilimy,

2m+1

(4.77) am = z (—1)@m+DIH (2m 4 1 — 2j)k<
=0

2m+1)
j

katsayisina gore

® k ® +m k+1 ® 52(m+1)g+m k+1
_ ak‘m K K h _ Zq ak‘m K K h _ 2 ak_m K K h
A, = 2(2m+1)qphz T(f( ) (b) — f¢ )(a)) (2q+m) - 2(2m+1)qu T(f( ) (b) — £ )(a)) o =p Z - (f( )(b) — f( )(a)) o
k=0 k=0 k=0

esitliklerinden su gekildedir (19.10.2021, 05:04:51):

22(m+1)q+mak h k+1 ® 22(m+1)q+m+1ak h k+1
(4.78) Ap = pz 2 (£09(b) — £X(a)) (2q+m) ,Bm = pz = (f®) - 19 @) (W) .

Simdi uygulamamiza gegebiliriz.

1. m = 0ise: Eger (4.77)’de m = 0 alirsak,
X 1
o = Y (DM =2 (1) = (-D¥ -1
=0

katsayisini (4.78)’de ilkinde yerine koyar ve gerekli hesaplar1 yaparsak,

22q+1 2k+2

® k+ il _
A =p Z ZZEk,o (f(k)(b) _ f(k)(a)) (%) 1 _, Z [( 1)kk! 1]22d (f(k)(b) _® (a)) (2 ) pz e 1)' f(2k+1) (b) — f2k+D) (a)) (%)
k=0

yaklagiklikligina gore (4.78)’dekileri su sekilde elde etmis oluruz:

2g+1 2k+2 2, 92q+2 2k+2

(4.79) Ag=-p Z h (f(2k+1) (b) — f@k+D (a)) (%) ,By = —p Z KT D! (f(2k+1) (b) — f@k+D) (a)) (2q+1)
k=0 k=0

Bu yaklagikliklardaki p katsayisi taraf tarafa toplamayla olusan h®’ye ait katsayilarin sifirlanmastyla su sekilde elde edilirler (ki (4.56)’da h’nin tek kuvvetlerine ait
katsayilari ilk terimlerin haricinde sifirlamistik):

(B 1 h\* 24 !
2—?(f’(b) _ fr(a))hz + AO — E(f,(b) _ fr(a))hz _ 22q+1p(f’(b) _ f’(a)) (ﬁ) — e = p (f (b) f’(a))hz — e p= ﬁ'

(4—.80) 4 B (1) 1 h 2 =0 24 " )
—2'2 (f(b) — f'(@))h® + By = —— (F'(b) — f(a))h? — 224*2p(f'(b) - f'(a)) (2q+1) — = p (F(b) = f'@)h* = =p=——".

=0

Su halde (4.76)’dan

th

(481) A(h) = %i(—l)k (D) (¢(b+ - 1)2h—q) — f(a+ (2k - 1))2h—q),B0(h) = 24, (2) > - () (f(b+ k-1 2q+1) —f(a+ (2k— 1)) 2q+1)
k=0

seklinde ilk yaklagikliklarimizi bulmus oluruz.

2. m = 1 ise: Bu sefer (4.77)de m = 1 alirsak,

3
ag1 = Z(—l)f“kﬂ'(s —2j)k (?) = ((-D¥—1)(3X-3)

=0
katsayisini yine (4.78)’de ilkinde yerine koyar ve gerekli hesaplari yaparsak,
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A =p 2 %(f(k)(b) _ f(k)(a)) ( q+1) k+1 _ pi (k- 1)}({!3k — 3)24at1 (f(k)(b) B f(k)(a)) (2;1+1)k+1
k: k=0
- p z 24q+(22(§jlj+11)!— 3) ( £(2k+1) (b) — f@k+D) (a)) (2;1+1)2k+2

yaklagiklikligina gore (4.78) dekileri su sekilde elde etmis oluruz:

o) a5 Y ELE I e - 4000) ()= oy T e o) )
k=0 k=0

Yine bu yaklagikliklardaki p katsayisi taraf tarafa toplamayla olusan h*’e ait katsayilarin sifirlanmasiyla su sekilde elde edilirler:

S _Bokia (f(2k+1)(b) _ f(2k+1)(a)) h2k+2 L A 4 AL = y Bok+2 (f(2k+1)(b) _ f(2k+1)(a)) h2k+2 _ N (f(2k+1)(b) _ f(2k+1)(a)) (_)2k+2

— (2k +2)! or £ (2k+2)! — 24(2k + 1)! 24

b 2““:55:13: 9 gy rano) ) PO oy g, e
(4.83) | =

z:: (;l:j_ Z f(2k+1) (b) — fKk+D) (a)) h2+2 4 B+ B, = 1 l?;ll(:—j_(zl))' (f(2k+1)(b) f(2k+1)(a)) h2k+2 4 Z % (f(2k+1)(b) _ f(2k+1)(a)) <2§1+1)2k+2

=0

Bu durumda (4.76)’dan ikinci yaklagikliklarimizi su sekilde elde etmis oluruz:

20-%(220 4 10)h
A(h) = (45+ ) 2(_1)1((15; (<b+(2k 3)2q+1)—f(a+(2k 3))2q+1)
(4.84) k=0

B.(h) = 24, (2) _ 20-4(7, iZSq + 10)h23:(_1)k (15; ( (b +(2k—3) 2q+2) —f(a+ (2k—3)) 2q+2)
f=0

3. m = 2 ise: Bu sefer de (4.77)’de m = 2 alirsak,

5
ag, = Z(—1)5k+i(5 — 2j)k (?) = ((-D* - 1)(5% - 5.3+ 10)
j=0

katsayisini yine (4.78)’de ilkinde yerine koyar ve gerekli hesaplari yaparsak,

A, =p 2 u (f(k)(b) _ f(k)(a)) (2q+2) k+1 _ pi ((—1Dk —1)(sk l_{!5. 3k +10)269+2 (f(k)(b) B f(k)(a)) ( h >k+1
k=0

2q+2

h 2k+2
(f(2k+1) (b) _ f(2k+1) (a)) <2q+2)

z 26q+3(52k+1 _ 5_32k+1 + 10)
P 2k + 1)!

yaklagiklikligina gore (4.78) dekileri su sekilde elde etmis oluruz:

. 2 26q+3(52k+1 — 5. 32k+1 + 10) (f(2k+1)(b) f(2k+1) (a)) ( h )2k+2
2k + 1) avz)
(4.85) @ 6q+4(c2k+1 2k+1 2k+2
- z 2 (5 —-5.3 + 10) (f(2k+1) (b) — £(2k+1) (a)) ( h ) .
2k+ 1) a+3

Yine bu yaklagikliklardaki p taraf tarafa toplamayla olusan h®’ya ait katsayilarin sifirlanmastyla su sekilde elde edilirler:

(2 2 2 2k+2

Bok+2 Bokso

£(2k+1) () — F(2k+1) 2k+2 z — (2k+1) (2k+1) 2k+2 Z 2k+1) 2k+1) ( )
£, 2k +2)! ( ®) @) 1?2 + k_OAk £,k +2)! (FERD®) - 3D @) 242k + 1)! (FP ) - (0 @)
© 52q-2(92q 2k+1 _ 2k+2 6q+3 (c2k+1 _ 2k+1 2k+2
N Z 22472(2%9+10)(3 3) (f(2k+1>(b) _ f(2k+1)(a)) ( ) b Z 200%3(s 5.3%+1 4 10) (f<2k+1>(b) B f<2k+1>(a)) ( h )
4 45.(2k + 1)! 20a+1 2k + 1)! 29+2
249t2(945p — 1) — 21.2%9 - 126 24at2 4 21.22q + 126
— ( p ) — (f(5)(b)_f(5)(a))h6+$p= 1072 )
945,24 945,24
(4.86) | i (1) - o (1) 2tz
2k+2 2k+2 h +
£2k+1) () — f(2k+1) [ 2k+2 ZA £2k+1) () — f(2k+D) 2k+2 Z 2k+1) oy ((2k+1) ( )
Z (2k+2)! (Fe ) @)1+ ) A= Z (2k+2)! (Fe ) @) h?k + 242k + 1)) (f{ ) - @) (e
2q-1 2 2k+1 2k+2 k k 2k+2
B Z 22a- (7. 279 + 10)(3 +1_ 3) (f(Zk“)(b) _ f(2k+1)(a))( ) b 2 26q+4(52 +1_ g5 32k+1 4 10) (f(2k+1)(b) ~ f(2k+1)(a)) ( h )
& 45.(2k + 1)! 20+2 2k + 1)! 29+3

24972(945p + 31) + 147.2%9 + 126 31.24q+2 +147.2%9 + 126

=— (945p ) (f(s)(b)—f(s)(a))h6+---=>p=— .
945, 24at12 945, 24a+2

\ =0
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Buna gore (4.76)’dan tigiincii yaklagikliklarimizi su sekilde elde etmis oluruz:

— + 5
(Az(h) _ 2072(%a? +9i;.22q +126)h 1;(_1)k (15{)< (b + (2k - 5) 2q+2) —f(a+ (2k—5)) 2q+2)

h 2972(31.2%9%2 + 147.2*1 + 126)h - 5
Ba(h) = 24, (3) = - e >0 (5) (1(b+ @k - 5 5515) ~ o + 2= 5) 3515
k=0

(4.87)

4. m = 3ise: Son olarak (4.77)’de m = 3 alirsak,

7
s = Y (D7 = 2K (]) = ((~D* = 1)(7% = 7.5% + 7351 - 35)

j=0

katsayisini (4.78)’de ilkinde yerine koyar ve gerekli hesaplar1 yaparsak,

q+3 k+1 © 58q+3 k Kk K k+1 k+1
20072 ((=1D)* =1 )(7¥=7.5%+7.3%"+ =35 h
= TR 0 ) ) = 3T (00~ @) ()
k=0 )
Kk Kk Kk 2k+2
_ _pz 28C1+4-(72 +1 _ 7 g2k+1 4 7 32k+2 _ 35) (f(2k+1)(b) _ f(2k+1)(a))( h )
2k + 1)! 2q+3

yaklagiklikligina gore (4.78)’dekileri su sekilde elde etmis oluruz:

X 58q+4(72k+1 2k+1 2Kk+2 2k+2
(A _ z 28a+4(72k+1 _ 7 52k+1 4 7 32k+2 _ 35) (f(2k+1)(b) _ f(2k+1)(a))< )
3="P 2k + 1)! 20%3)
(4.88) k°=°o 8q+5(~72k+1 2k+1 2k+2 2Kk+2
_ —pz 254 (7 —-7.5 + 7.3 - 35) (f(2k+1)(b) _ f(Zk”)(a)) (L
2k + 1)! 20+4
Yine bu yaklagikliklardaki p taraf tarafa toplamayla olusan h®e ait katsayilarin sifirlanmasiyla su sekilde elde edilirler:
3 sz+2 3 3 Byr,s e o h | 2k+2
f(2k+1) b) — f(2k+1) h2k+2 z A, = _ eRts f(2k+1) b f(2k+1) h2k+2 Z— 2k+1 b 2k+1 ( )
£i2k+ EES IO (@) 2 + £, £, Gk +2)! (P ) - £ @) D)~ @)
2 2 2 2k+1 2k+2
+ Z 229- (2 a4 10)(3 +1 _ 3) (f(2k+1)(b) _ f(2k+1)(a))( h )
- 45.(2k + 1)! 20+1
o 220+1(24a+2 4 99 220 4 126)(52K+1 — 5 32k+1 4 10 h \2K+2
_ Z ( )( ) (f(2k+1) (b) _ f(2k+1) (a)) ( +2)
- 945. (2k + 1)! 24
O 58q+4(72k+1 _ 2k+1 2k+2 2k+2
_pz: 28a+4(7 7.52K41 4+ 7.3 35) (s ) - f(zkﬂ)(a))( h )
(2k+ 1)! 20+3
3.2%9(4725p 4 8192) + 25.2*%11 _ 21,2299 _ 691200 3.209t 4 25 2%9%2 _ 21,2294 — 1350
— ( p ) e (f(7)(b)_f(7)(a))h8+$p= — e ,
14175. 2% 14175.2%
(489) < | =0 , , 1 B
2k+2 (2k+1) (2k+1) 2k+2 Bak+2 (7) (2k+1) (2k+1) 2k+2 p2ar2 ((2k+1) f(2k+1) h
Z 2k + 2)' (KD ) — (D @) e + Z Be= 2, k¥ 2)! (FERDb) — (D @) e + Z 242k + 1)! ( (b) @) <2CI+1)
k=0 k=0 k=0 ' k=0 '
2 1 2 2k+1 2k+2
_ Z 244- (7 2°9 4+ 10)(3 +1 _ 3) (f(2k+1)(b) _ f(2k+1)(a))( h )
- 45.(2k + 1)! 20+2
\ 22972 (31.2'97 4 147.2%9 4 126) (57 — .32 +10) ¢y ) coren h \2k+2
+ 2 945.(2k + 1)! ( (b) - @) (2q+3>
k=0
© 58q+5(72k+1 _ 2k+1 2k+2 2k+2
_pZ 28a+3(7 7.5%+1 +7.3 35) (f(zk+1) ®) - f(2k+1>(a)) h
2k + 1)! 20+4
3.2%9(4725p — 8128) — 775. 249 4 147.229%2 4 5400 381,200 4 775 2442 _ 147 229 — 1350
_ 327725 ) n— ((7®) = £P@) + = p = —
14175.2%4 14175.2°9~

=0

Buna gore (4.76)’dan dordiincii yaklasikliklarimizi su sekilde elde etmis oluruz:

14175

hy  292(381.2%0* 4 775.2%9%2 _ 147,220~ 1350)h 7)
Ba(h) = 25 (3) = > < (7) (f(b + k- 7)2q+4>—f(a+(2k 7)) 2q+4)

20+2(3,264+4 4 95 24a+2 _ 21 224 _ 1350)h 7
Az(h) = — ( ) 2(—1)k(k ((b+(2k 7)2q+3>—f(a+(2k 7))2q+3)
k=0

(4.90)

14175

Su halde (4.61)’e gore (4.81), (4.84), (4.87) ve (4.90)’dan su yaklasikliklar1 verebiliriz:
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1
Kny = Kn +Ag = hM hz: f(a + kh) + qu(—nk (f{) (f(b +(2k—1) %) —fla+ 2k — 1))%) +0(h"),
k=0
Knz =Kn1 +A; =Kpo — 2q_4(2j:5+ 10)h2(_1)k (13; ( (b T (2k=3) 2q+1) - f(a +(2k - 3)) 2q+1) +0(h®),

5

2972(2%*% 4+ 21.2%9 + 126)h 5

— — k

Kns = Knz + Az = Knq + = > 0* () (F(b+ 2x-5)5 q+2) — f(a+ (2k—5)) 2q+2) +0(h®),
k=0

20%2(3.200%* 4 25,242
14175

7
21.2%9—-1350)h 7
Kna = Kns + Az = Knz — ) Y 0r () (e(b+ -7 q+3) — f(a+ (2k—7)) 2q+3) +0(h1),
=0

4.91) ° .,
Tys =T, + Bg = hif(a + (k + %) h) - % 1 (-1 (11() (f(b +(2k— 1) Zfﬂ) —fla+ (2k— 1)) 2q+1) +0(h?),
k=0 k=0

3
2074(7.2%9 4+ 10)h 3
T, =T+ By = Ty 4 Sl = ) > E0x () (F(b + k- 3)2q+2) — f(a+ (2k — 3))2q+2) +0(h®),
-0
5
2972(31.2%%% + 147.2%9 + 126)h 5
— — k
Tos = Top + By = Toy — e kZ‘)(—n C)(r(b+ @x-55 q+3) — f(a+ (2k—5)) 2q+3) +o(h®),
29+2(381, 269+ 1 7752442 _ 147,229 — 1350)h 7)
— — k
Tos =Tos+Bs =Ty, + T > Enx() (f(b+ k-7 2q+4) —f(a+ (2k—7)) 2q+4) +0(h'),

Iste bu yaklagikliklarin Tablo 4.4’teki ¢iktilara hemen hemen es yaklasimlarda olduklar1 goriiliir:

Metot 2, 2021

T; = 0.99428188829215795204 | T, = 1.0028615075117907939
T; = 0.99999340119831826228 | T, = 1.0000057271656654506
Ts = 0.99999998927975159289 | T, = 1.0000000103444292205
T, = 0.99999999998168780033 | T, = 1.00000000001814149138

Ty = 0.99999999999996834745 | Tg = 1.00000000000003157413
Tablo 4.5. q = 5 igin (4.91)’deki yaklasikliklarla (4.3)’teki 6rnekten elde edilen ¢iktilar.

Bu tablodaki sonuglar bize Ole Amble'n 1952°de yaptig: gibi f'(x), f® (x), f (x), -+ icin merkezi fark formiillerini eziyetli bir sekilde ¢ikarmaya, ezberlememize ya
da bunlara ait tablolarin (bkz. “Central finite difference (Sonlu Merkezi Fark)”) gereksiz oldugunu gosterir (ki Ole Amble’in orta nokta formili i¢in buldugu yaklasik-

liklardaki katsayilarin hatali olmasinin bir nedeni budur). iste METOT 2’yi bu yiizden ingaa ettim ve onu burada tiim yonleriyle anlattim!
Not 4.7. Burada s6z konusu METOT 2’den elde ettigim (4.91) yaklagikliklarina iligkin Mathematica programlarini soyle ¢ikarttim:

1. Metot 2,2021 (Olusturma: 14.10.2021, 17:08:07, Degistirme: 08.11.2021, 14:52:07):
1.1. Kn,2 ve Tn,2 Yaklasikliklarina Mathematica fle Sembolik Bir Yaklasim, 08.11.2021, 14:52:07,
1.2. Kn,3 ve Tn,3 Yaklasikliklarina Mathematica fle Sembolik Bir Yaklasim, 08.11.2021, 14:52:07,
1.3. Kn.4 ve Tn,4 Yaklasikliklarina Mathematica fle Sembolik Bir Yaklasim, 08.11.2021, 14:52:07.

4.3. METOT 3. Bu metot METOT 4’iin Q’daki karsiligidir. $6yle ki eger (3.7)’yi C'de degil Q’da genellestirirsek yani k = 1,2,---, m i¢in px(q) € Q[q] polinomal
katsayisi i¢in

(4.92) A (h) = i pe(@h [(f(b + #) _ f(b _ %)) - (f(a + %) _ f(a _ %))]
k=1

yaklagiklikligina gore I = fab f(x)dx integrali i¢in (3.11)’e gore su esas yaklagikliklar s6z konusu olur (ki h = h,’dir):

Kn,m =K, + Am(h) + O(h2m+2):

493 h
(4.93) Tom = Tn — Am (E) + 0(h2m+2),

Burada Euler-Maclaurin toplam formiiliine gore I integrali i¢in K}, trapez formiilii ve T, orta nokta formiilii i¢in

m
(Kn =1+ z agh?k =1+ a;h? 4+ a,h* + -+ + 0(h?™+2),

(4.94) k=1
Th=1+ z bih?k =1+ b;h? + byh* + -+ + 0(h?™M+2)

esitlikleri gecerlidir (Bkz. “Konvergenzbeschleunigung durch Extrapolation am Beispiel der Romberg-Integration” adl tezinde trapez formiilii i¢in S. 35 ve orta nokta

formiilii igin S. 43).

Bu esitliklerdeki katsayilar sunlardir (Bkz. “Euler-Maclaurin Formula™):

1
(f(zk D(p) — f@k- 1)(3)) by = BZk( )(f(zk D (p) — f@k- D(a))

(495) dg = (21{)'

(Zk)'
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https://en.wikipedia.org/wiki/Finite_difference_coefficient
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Yine bu katsayilarda Bernoulli polinomlarina gore ilkinde B,) = B, (1) iken ikincisinde

1 1
(496) sz (E) = - (1 - W) sz
dir.
Diger taraftan (4.92)’deki A, (h)’nin h’nin ¢ift kuvvetlerine gore agilimy,

r

f
(4’-97) [} r=?2r+1) [ee] (2r 1) r=0
— Z f (a) h2r+1 — f (a) h2r—1
2(2r+1)(q+k—1)—1(2r + 1)! 2(2r—1)(q+k—1)—1(2r — 1)!
=0 r=1
icin

[e%e} [e%e} m m
pk(q) (2r-1) (2r-1) 2r _ Pk(q) (2r-1) (2r-1) 2r 2m+2
(4.98) erzﬂ 2(2r—1)(q+k—1)—1(2r —1)! [f (b) —f (a)]h - kzl rZ:l 2(21r—1)(q+k—1)—1(2r —1)! [f (b) —f (a)]h +0Ch )

=:Ap(h)

seklindedir.

Su halde (4.93)’e gore

m m m
pr(q) _ _
n =Ky +An(h) =K, =1+ z ach? + z z samaer =gy [0 — (D @]
= =1r=1

m m m (@
pr{q _ _
=1+ Z th + Z 2 f(Zk 1) b) — f(Zk 1) th
] Ak ] 2(2k—1)(q+r—1)—1(2k _ 1)! [ ( ) (a)]
= | B
=1 +Z (zil;'
k=1 '

_ _ _ 2k Pkq 2r-1 2r-1
Tam =Tn = Am (E) =Th=1+ Z bich™ = Z 2 2G@r-D(@+k-D-1(2r — 1)! [[E () — £ )] (E)
k=1 k=1r=1

N SN pr(Q) hy 2K
_ 2k _ r (2k-1) _ f(2k-1) -
=1+ kzzlbkh Z z 2@k-D(@+r-D-1(2k — 1)! [f (b) —f (a)] (2)

p_r(q_) (f(zk—l) (b) — fk-D (a)) h2k

(4.99) 2r

o (1) B O (@)
_ _ 2 r 2k-1) (kY _ £(2k-1) 2k
— 1+ kz o 2 ety (F@D (b) — f@-D(a)) h
=1 r=1
=0
esitliklerinden
m
[ pr(@) _ By
2@k-D(a+r-D-12k — 1)1 (2k)!’
(4.100) r; 1
Z (@ (1) Bac
2@k=D(a+1)(2k — 1)u (2k)!
ya da matrisyel formda k = 1,---, m i¢in ey: = cy, dy dersek,
1 1 1 B,
e 201194 PEETET] >
2 %.2 2 11.2 2 11.2 p1 (@) é;
2-131234 2231234 23m=43123q pz:(q) =—| a4 |,
1 1 ' 1 Pm(a) B,
2-1(2m — 1)!2@m=Da  22m-2(3m — 1)12@m-Da  m@m-3)(2y — 1)1 2@m-Dq (2m)!
1
(4.101) | ) ) . (1 21) B,
211124 221124 2m1124 2!
1 1 1 Py (1-4)Bs
23312349 2631239 23m3123q pZ:q - _ _4'
\ 1 1 ' 1 / Pm(qQ) ;
22m-1(2m — 1)! 2@2m-1)q 22(2m-1) (2m — 1)! 2(2m-1)q 2m(2m—1)(2m — 1! 2(2m-1)q (1 - W) Bom
\ (2m)!

hy < f®)  hy h @) [/ h h \"\ < F2r+D) ()
o 2) - S0 (o) =)~ 3 5 () ) ) - e
24 r! 24 2q+k-1 2q+k 1 29+k-1 29+k-1 2(2r+1)(q+k 1)(21‘+ !

(_h)2r+1)

gifte denklem sistemi elde edilir. Burada her 2 sistemin ¢6ziimiinii Cramer yontemine gore verebilir ve katsayilar determinantlarinin ¢arpanlarina ayrildigini séyleye-
bilirim. Fakat bu katsayilar determinantlarinin ¢arpanlarina nasil ayrildigini gostermek ve bunlarin devamindaki p;(q), p2(q), ***, pm(q) katsayillarint METOT 4’teki
gibi vermek ¢ok zaman ister. Diger taraftan asagidaki nottaki programlarda gérdiugiiniiz tizere Mathematica, p;(q), p2(q),**, Pm(q) katsayilarini bulur ve benim

tercihim bu yonde olacaktir. Bu nedenle bu hesaplart METOT 3’iin teorisiyle ugrasanlara birakiyor ve simdiden kolay gelsin diyorum!
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Simdi tiim metotlar1 karsilastirip genel bir degerlendirme yapmam gerekirse 6zetle sunlari sdyleyebilirim: Piobert-Parmentier Metodu i¢in verdigim tiim bu 4 metottan

(ki ©dekine “METOT 4” diyelim ve tiim aramalarima ragmen bu 4 metodun disinda bagka bir metot bulamadim) I integraline yaklagim bakimindan son 2 metot

yeterlidir. Yani Ole Amble’in merkezi fark formiilleriyle bosuna ugrastigi goriiniir ve onun arkasindan Binom katsayilarina gore verdigim METOT 2 de ayn1 durum-
dadir (ki METOT 2’yi simetrik katsayilar1 degistirerek sonsuza genisletebilirsiniz). Buna gore tiim metotlar i¢inde yakinsaklik hizi en iyi olan metot, METOT 4 iken

hesaplama hizi bakimindan en iyi metot, METOT 3’tiir. Ama her 2 metotla I'ya aym1 yaklasimlarda bulundugunuz zaman METOT’tin METOT 4’ten ¢ok daha hizli

oldugunu goriirsiiniiz. Bu degerlendirme sonuglarini agagidaki Mathematica dosyalarinda gorebilirsiniz!

Not 4.8. Burada METOT 3 geregince (4.101)’den elde ettigim py(q) katsayilarini (4.92)’de yerlerine koyup (4.93)’deki Ky, 1, ve Ty, r, yaklasiklik giftine ait yazdigim

Mathematica programlari sunlardir:

1. Metot 3, 2021 (Olusturma: 23.11.2021, 08:19:06, Degistirme: 30.11.2021, 06:36:56):
1.1. Kn,1 ve Tn,1 Yaklasikliklarina Mathematica [le Sembolik Bir Yaklasim (Olusturma: 19.07.2021, 12:50:37, Degistirme: 20.07.2021, 19:27:33),
1.2. Kn,2 ve Tn,2 Yaklasikliklarina Mathematica le Sembolik Bir Yaklasim (Olusturma: 30.09.2021, 04:07:34, Degistirme: 01.10.2021, 01:22:01),
1.3. Kn,3 ve Tn,3 Yaklagikliklarina Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim (Olugturma: 14.10.2021, 17:08:07, Degistirme: 08.11.2021, 14:52:07),
1.4. Kn,4 ve Tn,4 Yaklasikliklarina Mathematica le Sembolik Bir Yaklasim (Olusturma: 14.10.2021, 17:08:07, Degistirme: 08.11.2021, 14:52:07),
1.5. Kn,5 ve Tn,5 Yaklasikliklarina Mathematica [le Sembolik Bir Yaklasim (Olusturma: 24.01.2021, 21:20:03, Degistirme: 23.03.2022, 14:38:49),
1.6. Kn,6 ve Tn,6 Yaklasikliklarina Mathematica [le Sembolik Bir Yaklasim (Olusturma: 23.03.2022, 17:38:53, Degistirme: 23.03.2022, 20:26:55),
1.7. Kn,12 ve Tn,12 Yaklasikliklarina Mathematica ile Sembolik Bir Yaklasim, (Olusturma: 25.01.2022, 03:18:29, Degistirme: 26.01.2022, 05:15:09).

© MyHeritage

@ X

Resim 4.6. Canakkale Savaslari ile ilgili pek cok eser ve ders kitaplarinda, Bityitk Onder Mustafa
Kemal Atatiirk’tin 103 yil 6nce Gelibolu Yarimadasi’'ndaki Conkbayirr'nda bir siperde goriilen
fotografi ¢eken Binbag1 Haydar Mehmet Alganer’in makinesi, Canakkale Deniz Miizesi’'nin en
nadide eserleri arasinda yer aliyor (Bkz. Alganer’in orijinal fotografi ve gelistirilmis renkli fotog-
rafi). Canakkale Savaslari’na binbas riitbesiyle katilan Alganer, cepheyi imkanlar1 6lgiisiinde
makinesi ile goruintiiledi ve 17 Haziran 1915’te, 19. Ttimeni ziyaret eden Kurmay Albay Mustafa
Kemal'e, Conkbayirr'nda siperdeyken gektigi fotografini hediye etti. O donemde okuma yazma
oraninin diisitk olmasi nedeniyle hatirat tutmanin ¢ok az oldugu, birliklere mektup yazicilarimin
gonderildigi Canakkale Cephesi’'nde Alganer’in ayrica giinliik tutmasi, yillar sonra savasin tari-

hinin okunmasi, yasananlarin anlagilabilmesi ve sonraki nesillere aktarilmasi i¢in iyi bir kaynak
olusturdu, Atatiirk’ii Canakkale’de ceken makine.

Cok ilgingtir, YANDEX tarafindan Canakkale Zaferi’nin 100. Yild6niimii nedeniyle Alganer’in
kamerasinin 6tesine gegilerek tam bir canlandirmayla anasayfada kullanicilara sunulan bu fo-
tografta ATA Algoritmalar1 adina ¢ok ilging bir sey kesfettim: Atatiirk’iin haki renkteki ceketi-
nin tizerinde 2 tane “A” harfi seklinde gélgeler mevcuttur. Bunlar Atatiirk’in 17 Haziran
1915’te Conkbayiri’'ndaki bir siperde diigmani gozetlerken hemen 6niindeki ¢alilarin ceketinin
tizerinde biraktig1 ve ceketteki burusukluklardan kaynaklanan karisik ama anlaml (ilahi) izler
olup, Mustafa Kemal'in 19 yil sonra alacagi “ATATURK” soyadindaki “A” harflerini gosteri-
yordu!

Bu konuda Lord Kingross su anekdotunu anlatir: “Daha once, hi¢bir Tiirk devlet baskaninin
yapmadig bir sekilde, Tiirk olmaktan duydugu gururu agiklayan bir soyadi aldi: ATATURK.
Bundan sonra, Mustafa adini da biisbiitiin birakarak, imzasini ‘Kemal Atatiirk’ diye atacakt:”,
Bir Ulusun Yeniden Dogusu, Boliim 58: Tiirklerin Babasi, S. 545-546.

Fakat ulusu O’na, kisaca “ATA” diyordu. Iste, fotograftaki o ilahi izlerden olugan 2 tane “A”
harfi bu isimdeki harflerdir!

Son olarak METOT 1, 2 ve 3’teki yaklagikliklarin yakinsakliklarini hizlandi-
ran ATA (ATATURK) ekstrapolasyonumuzu tanimlayalim.

METOT 1, 2 ve 3 Igin 2. Tiir ATA Ekstrapolasyonu. Eger METOT 1’deki
(Tym41, Tom) ile METOT 2 ve 3’teki (Kn,m, Tn,m) yaklagiklik ¢iftlerini V¢ €
N* icin Xyn = Tom+1, Tom, Ki’n,m' Té’n,m (ki Tom+1 Ve TZm’de n yerine
fn’nin geldigine ama burada goriilmedigine dikkat ediniz) genel yaklagik-
liklar olarak g6z 6niine alirsak,

(4.102) Ypno(X) = Xpn

baslangi¢ degerine gore Vk € N i¢in 2. Tir E-ATA Algoritmas: Ver. 1
(2003) yada 2. Tiir ATA Ekstrapolasyonu gegerli olur (Bkz. (2.34) ve (2.39)):

420Dy, 1 (X) = Yo (X)
4f(k+m+1) _ 1

(4103) Y{;(n+1)'k+1(X) = + 0(h§§+2m+4 )

Burada dikkat ederseniz X;,’deki yaklasgim mertebesi O(h2™*2) oldugun-

dan, h;;’nin kuvvetinin yarisi ( o —m + 1) 4’in kuvvetindeki k’nin ote-

lendigi degeri gosterirken, Y ekstrapolasyonunun yaklasim mertebesi su se-
kilde elde edilir:

(4.104) O (hjgﬁm“”)) =0 (hjg“m”)) = 0(hgk+2m+4),

Bunun igin ilkin Y, o(X) = X, deki yaklagim mertebesi O(hZ™*2) iken Y
ekstrapolasyonunda k = 0 i¢in bu silinir ve bir sonraki yaklagim olan
Yon1(X)deki O(hZ0*2+2) = 0(hZ**) =0 (hﬁr(lm”)) yaklagim merte-
besi ortaya ¢ikar. Ayni sekilde ikinci olarak Yy, ; (X)'deki yaklasim merte-
besi O(hZM**) iken Y ekstrapolasyonunda k = 1 icin bu da silinir ve bir
Yon2(X)deki  O(hjp+*+?) = 0(hj*e) =
0] (hﬁr(lmﬁ)) yaklagim mertebesi ortaya ¢ikar. Ozetle diger k degerleri igin

sonraki yaklasgim olan

de islem bu sekilde devam eder ve sonunda k i¢in (4.104)’e ulasilir.
Alganer’in Fotografindaki Kesfimin Hikayesi

METOT 3’ti giincellendikten sonra resmi de degistiriverdim. Bu son fotog-
rafin hikayesi asagidaki Biiytik Piramit’teki Anzak kaydiyla baslar. Ama
bundan 6nce 02.11.2016, 22:54’te bagladigim ve her seferinde yeni bulgu-
larla genislettigim “Romberg Metodu.docx” adli dosyamdaki (ki siz bun-
lardan ilk olanlarini web sitemde kronolojik olarak RIK 1, 2,3 ve 4 olarak
goriiyorsunuz) su gelismeleri vermem gerekiyor.

Oncelikle anilan bu dosyayr 02.11.2016, 22:54’ten 15.04.2017, 03:39:24-
01:35:35’e kadar hep A4 formatinda yaziyordum. Ama bu formatta resimler
ve denklemler zor sig1yordu ve bu yiizden 05.05.2017, 02:07:55’te A3 forma-
tina gectim. Bununla birlikte web sitemin girisindeki ilk kapagi Photos-
hop’ta A3 formatinda 02.06.2017, 03:46:04’te hazirlamigtim. Sonra dosya-
daki “3.4. E-ATA 1 Algoritmalarr’ndan Transferler” bolimiiniin basina
konulacak bir resim arayigina gectim. Ilkin asagidaki piramitteki kayitlara
iligkin kesif tarihinden 2 giin sonra, 30.06.2017, 04:20:34’te boliimiin basina
ve sag tarafina gelecek sekilde Tiirk-Alman ittifaki nedeniyle Mustafa Ke-
malin 31 Ekim 1918’deki Yildirim Ordular1 Komutanligr'na atanmasina
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https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/metot3-2021.nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/Kn1_ve_Tn1_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim_(Metot3).nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/Kn2_ve_Tn2_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim_(Metot3).nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/Kn3_ve_Tn3_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim_(Metot3).nb
https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/Kn4_ve_Tn4_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim_(Metot3).nb
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https://www.wolframcloud.com/obj/dpamuktulum/Published/Kn12_ve_Tn12_yaklasikliklarina_mathematica_ile_sembolik_bir_yaklasim_(Metot3).nb
http://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/rik3.pdf
http://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
https://www.aa.com.tr/tr/pg/foto-galeri/canakkale-savaslarinin-bir-baska-yuzu/0
https://canakkalemuze.dzkk.tsk.tr/tr/ic-kale
https://www.haberler.com/guncel/canakkale-ata-nin-olumsuz-fotografini-ceken-makine-haberi/
https://www.haberler.com/guncel/canakkale-ata-nin-olumsuz-fotografini-ceken-makine-haberi/
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerine_genisletilmesi/Ata-Orijinal.jpg
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerine_genisletilmesi/Ata-Orijinal.jpg
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerine_genisletilmesi/Ata-Orijinal-Repaired-Enhanced-Colorized-AA.jpg
http://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerine_genisletilmesi/Ata-Orijinal-Repaired-Enhanced-Colorized-AA.jpg
http://www.yenisafak.com/kultur-sanat/ataturku-canakkalede-ceken-makine-554026
http://www.milliyet.com.tr/yandex-ten-18-mart-canakkale-teknoloji-haber-2030090/
https://www.milliyet.com.tr/egitim/sozluk/haki-ne-demek-tdk-sozluk-anlami-nedir-haki-hangi-renk-6677781

Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi

iliskin Limon von Sanders ile birlikte ¢ekilmis bir fotograf koymustum ama Alganer’in fotografindaki kesfi yapinca, onun yerine hemen 2003’ten kalma 2. Tiir E-ATA
Algoritmasr’'na layik bu fotografi koydum. Resim 4.6’daki kesif tarihim, 10.10.2017, 03:12°dir (ki bu kesif hi¢bir yerde ge¢miyordu). Bu resmin altindaki yaz1 ise
18.07.2017, 23:50 tarihli dosyanin iizerine yazdigim 06.02.2018, 13:13:27 tarihli bir diger dosya idi. Bu son dosyay1 kaydettigim tarih, 05.01.2018, 13:45:15tir.

Simdi 6yle goriiniiyor ki Resim 4.6’ daki kesfimi agagidaki Resim 4.7’ye bor¢luyum. Ciinkii eger Resim 4.7°de arastirma yapmasaydim Resim 4.6’da Atatiirk’iin tizerin-
deki “A” harflerini fark edemezdim. Yani Resim 4.7 Resim 4.6’ya odaklanmami sagladi, diyebilirim. Ayrica Azaklarin siperlerdeyken Atatiirk’t gordiikleri zaman
neden “Sart Pasa (The Blonde Pascha)” dediklerini (bkz. sar1 bryiklarina) bu fotografta net bir sekilde gorebiliyoruz. Nazim Hikmet, bir siirinde Atatiirk’t sarisin bir

kurda benzetiyordu!

Burada son dosyamdaki piramitte kesfettigim I. ve II. Diinya Savaslarr’na katilmis askerlere ait yazitlara iliskin pargay1 asagida orijinal sekilde sunuyorum. Bu pargay:
ve onunla birlikte Resim 4.6’y1 kronolojide siras geldiginde RIK adli bir dosyamda tekrar géreceksiniz!

Biiyiik Piramit’teki Bir Anzak Kayd1 Hakkinda

28.06.2017, 01:00.

b = . a :
Resim 4.7. Biiyiik Piramit’in i¢indeki Biiyiik Basamak’in dogusunda kalan Biiyiik Galeri duvarinda I. ve II. Diinya savaslarma katilmis 2 askerin kaydi, Inside KHUFU. Not (Yol
Tarifi). Bu baglantiya tikladiktan sonra son tist kosedeki “OLD KINGDOM”un altindaki “KHUFU PYRAMID”e girin. Burada yine sol {ist kosedeki “INSIDE KHUFU?” linkini
tiklayiniz ve orada en tistteki soldan 2. yere geliniz. Bunun tizerinde “Grand Gallery (Upper)” yazar. Simdi farenizle Biiyiik Galeri'nin dogu duvar: tam karsinizda olacak sekilde
sola doniin. Iste bu yazitlar oradadir ve eger arzu ederseniz farenizle zoom yaparak bu yazitlar1 detayh bir gekilde inceleyebilirsiniz!

Oncelikle piramitleri ziyaret eden Kisilerin piramitlerin cesitli yerlerine kayitlar diistiiklerini biliyoruz. Bityitk Piramit bu konuda basi ¢ceker. Cok uzun zamandan beri
bildigim yukaridaki kayitlarin izlerini stirdiim ve ilk kez burada agikliyorum.

Biiyiik Galeri’nin sonundaki Biiyiik Basamak {izerinde dogu tarafindaki duvara baktiginizda rahatlikla gorebileceginiz bu kayitlar ve ¢oztimlemeleri soyledir:

1.N. C. 1915.

[.O. RT.U.R.: I. Officer Royal T.U. Regiment.

I. Diinya Savasi’'ndan kalma bu kaydin ilk satir1 derhal kendisini ele veriyor. Ama ikinci satirdaki yazinin da bununla ilgisi oldugunu yani ordudaki pozisyonu gosteren
bir kayit oldugunu diisiiniiyorum ve bunu da bir yere kadar ¢6zebildim. Eger bu ikinci yaz1 ¢oziilebilirse ilk satirda sadece ad ve soyadini bas harfleriyle yazan kisinin
kim oldugunu ¢ozebiliriz.

Bilindigi gibi Avustralya I. Diinya Savasi'na tiim askerlerini Misir (ki burada kamp yapmak suretiyle) tizerinden gonderdi. Misir’a gelen ilk tabur 11. Tabur idi ve bu
tabur Biiyiik Piramit’in kuzeyinin asagisinda biiyiik bir kampta toplandilar. 11. Tabur Gelibolu’ya gelmezden yani dedelerimizi kitir kitir kesmeden 6nce Biiyiik Pira-
mit’in 6niinde bir hatira fotografi ¢ektirdiler. Ancak bu fotografta 11. Tabur’un tamami yoktur; orada sadece 703 asker vardir. Ctinkii 11. Tabur’da 1185 asker vardu.

Ben ilk basta bu yazit1 yazan askerin o iinlii fotograftakinden biri olacagini1 zannetmistim ama listeye baktigimda bulamadim. Daha sonra 11. Tabur Listesi'ne bakinca
su 2 askeri buldum:

Cole N.: Er Norman Cole.

Crossley N.: Er Norcliffe Crossley.

Bilirsiniz, askerde isimler énce soyad sonra ad ile gosterilir. Fakat yukaridaki kaydi koyan asker, ad ve soyadin sivildeki gibi yazmus. Iste bu sekilde arastirma yaptigi-
nizda karginiza 11. Tabur’dan sadece 2 asker ¢ikiyor. Ama bu askerler Gelibolu’dan sag ¢ikmuglar, iyi mi! ki Gelibolu’da yakalandig1 akciger tiiberkiilozu nedeniyle

(6nce Misir’a, oradan da memleketine) Avustralya’ya geri génderilmis ve 4 Mart 1918’de 6lmiis. Ikinci asker ise Gelibolu’dan Misir’a dondiikten sonra oradan da Bati
cephesine, Fransa’ya gonderilmis ve 25 Temmuz 1916’da cephede 6lmiis. Mezar:i Somme’dedir.

Cok ilgingtir, Yeni Zelandali matematik¢i ve bu makalenin konularindan biri olan “Aitken’s process” ile algoritmalar1 hizlandiran Alexander Craig Aitken de bu
savaslara katilmis ve her 2 cepheden (Gelibolu ve Somme) sag ¢ikmayi basarmistir (Bkz. “Gelibolu’dan Somme’ye (Gallipoli to the Somme)”).

25


https://m.facebook.com/TariheYolculuk/photos/mustafa-kemal-liman-von-sandersin-yerine-y%C4%B1ld%C4%B1r%C4%B1m-ordular%C4%B1-grup-komutanl%C4%B1%C4%9F%C4%B1na-at/1559123317434253/
https://www.youtube.com/watch?v=tI9Dx4rHKpM
http://sarizeybekhaber.com.tr/armaganimdir-sarisin-kurt
http://www.pbs.org/wgbh/nova/ancient/explore-ancient-egypt.html
http://11btn.wags.org.au/index.php/photo-id-grid/grid-cell-totals
http://11btn.wags.org.au/index.php/photo-id-grid/grid-cell-totals
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https://rslvirtualwarmemorial.org.au/explore/people/273314
https://www.awm.gov.au/collection/R1726623?search
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https://nzhistory.govt.nz/media/video/alexander-aitken-great-war-story

Piobert-Parmentier Metodu’nun Q Uzerinde Genellestirilmesi
Yukaridaki resimde gegen 2. kayit sudur:

2. LT. Eo. F. ORTOWSKI: Lieutenant (Tegmen) Executive Officer F. Ortowski.

USA-1944

ARMY AIR CORPS

Bu kayit ilk kaydi dogrular. Ciinkii o kaydi géren Amerikali havaci, onun altina bir kayit da ben koyayim diye diisiinmiis. ilk kayittan 29 yil sonra bu kaydi, daha
dogrusu kiinyeyi yazan Amerikali havaci biiyiik bir ihtimalle simdi bizim ¢6zemedigimiz ilk kayittaki kiinyenin ne anlama geldigini biliyordu. Fakat ben bu askerin
kaydini1 Amerikan Havacilik Kayitlarindan arastirirken bulamadim. Ciinkii Amerikalilar Avustralyalilar gibi kolaylik saglamryorlar. Oyle ki Avustralyalilar her askeri-
nin pesinde kosuyor ve eger Norman Cole linkine tiklarsaniz su uyarida goriildiigi tizere yardim istendigini goriirsiintiz: “Help us honour Norman Cole's service by
contributing information, stories, and images so that they can be preserved for future generations”.

BATTELFIELD I oyununun “4. The Runner (Haberci)” boliimiiniin sonunda Frederick Bishop (1862-1915) sunu der: “Good kid (Aferin eviat)”.
Bu s6ziin hemen arkasindan Canakkale Savaslari ile ilgili su bilgiler verilir:

“Vahsi ¢atisma 9 ay siirdii ve sonunda Osmanhilar, ugruna ¢ok sey feda ettikleri zafere ulastilar.

Gelibolu’yu vermediler.

100,000’ yakin Osmanli askeri vatanlarini savunurken can verdi.

Onlarin arasindan sonrasinda Tiirkiye Cumhuriyeti’ni kuracak deneyimli liderler ¢ikt:.

Bu savasta Avustralyalilar ve Yeni Zelandalilar ilk kez iilkeleri icin savastilar.

Kahramanlik ve kardeslik oykiileri bu iilkelerin ulusal kimliklerinin olusmasinda biiyiik rol oynadi.”

Burada sozii ya da iddia edilenin aksine, deneyimli tek bir liderimiz vardi ve O’'nun da ANZAKLAR i¢in sozii suydu:

“Bu memleketin topraklari iistiinde kanlarini doken kahramanlar, burada dost bir vatanin bagrinda bulunuyorsunuz. Huzur ve baris icinde uyuyun. Sizler Mehmetgikler
ile yan yana, koyun koyunasiniz. Uzak diyarlardan evlatlarini bu savasa gonderen analar, gozyaslarimizi dindiriniz. Evlatlariniz, bizim bagrimizdadir. Onlar bu toprak-
larda canlarini verdikten sonra artik bizim ¢ocuklarimiz olmuslardir.”, ATATURK-18 Mart 1934.

Goriildiigii {izere Canakkale Savaslar1t ANZAKLAR dedigimiz Avustralyalilar ile Yeni Zelandalilarin uluslasmasina neden olmustur. Fakat ATATURK’iin Osmanli
Imparatorlugu’nun kiilleri {izerine kurdugu Tiirkiye Cumhuriyeti i¢in baslattig1 uluslasma siireci kesintiler yiiziinden tamamlanamamustir. Siz anladiniz onu!

Not 4.9. Bu arada bir itirafta bulunayim: Aslinda Resim 4.7’deki ANZAK’1n kimligini tam teshis edebilsem ve Gelibolu’da sehit diigmiis oldugunu tam tespit edebil-
seydim, BATTELFIELD I'in “4. Haberci” boliimiinde Frederick Bishop yerine onu koyacak ve bunu bir siirpriz yapmak i¢in Youtube’dan tiim diinyaya yayinlayacak-
tim (ki o sirada bir web sitem yoktu). Olmadi, ¢iinkii bu ANZAK askerinin kimligini tam olarak teshis edebilmek gercekten ¢ok giigtii!

D. AW/ K72 it
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