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Leyden Universitesi Matematik Profesorii Willebrord Snell van Royen (1580-1626), Digitaler PortraitIndex.

Bir merak tizerine Romberg Metodu'nu aragtirmaya basladigim bu ilk ¢alismamda bana esin kaynagi olan Snellius’u ne kadar ansam azdir. Ciinkii Romberg Metodu’ndaki
Bélim 1: Trapez Metodu'nu iyi-kétii bir sekilde cikaracagimi biliyordum ama 2. Boliim’e nasil baslayacagimi kestiremiyordum. Iste orada aklima E-ATA 1
Algoritmalarr’ndaki 2002’de kesfettigim Snellius Ekstrapolasyonu geldi ve hemen Snellius'un 1621’deki algoritmasini ekstrapolasyonda incelemeye bagladim. Bu inceleme
sirasinda, Huygens'in 1654’te verdigi algoritmadan Snellius'un 1621°deki algoritmasina nasil ge¢ildigini ve bunlarin ayni seyler olduklarini gordiim. Oysa Huygens, 1654’te
algoritmasini Snelliusunkinden degil, Kardinal Nikola’ninkinden kesfetmisti. Yani bu ¢cakisma Huygens icin kotii sans ama Matematik i¢in iyi sanstir!
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Romberg Integrasyonu Kronolojim 1

1. Romberg Metodu ve Otesi: Romberg metodunun trapez ile ilgili béliimiinii asagida goriildiigii iizere 5 parcada (ki sonuncusunu durum degerlendirmesi nedeniyle simdi
ekledim. Yani 5. Par¢a orijinalde yer almaz) inceledim.

“1.1. Trapez Metodu: 14 Subat 1955’te Werner Romberg (1909-2003) tarafindan kesfedilen ve ondan sonra bu isimle anilan metottaki trapez metodu, | = f; f(x)dx belirli
integrali igin

_I'.-:uli ._

a=a+00h;=a+ II.|’r|
v T T

*o Ay %
Sekil 1. Konveks f(x) egrisinde trapez metodu.

seklindeki f (x) fonksiyonunun altinda kalan X, X,Y,Y, bolgesine XoX,Y,Yy dik yamugunun alaniyla baglayan ve her seferinde bu yamugun hy = h = b — a yiiksekliginin

2’ye béliinmesiyle ortaya g¢ikan dik yamuklarin yiiksekliklerine karsilik gelen yanal kenarlarin f(x)’e yakinlastirilmast yoluyla bu dik yamuklarin alanlarinin toplaminin
XoX,Y, Y, bolgesine yakinsaklastirilmasindan ibaret metottur.

Cok ilgingtir, eger konveks f(x) fonksiyonunda ya da f(x) fonksiyonunun konveks olan pargalarinda trapez metodunu uygularsak, yani sekilde n = 1. adimda goriildiigii
iizere Xo X, Y, Yy dik yamugunun alani f (x) fonksiyonunun altinda kalan XyX,Y,Y, bolgesinden biiyiiktiir, dolayisiyla I < By sonucu ve genelde de n. adimda I < By, esitsizligi

gecerli olur. Yani By, I'min iist sinir1 olur.

Su halde Xy X,Y,Yy dik yamugunun alanini hesaplarsak;

(@) +f()
By:= A(Xo X, YY) = (b — a).%
esitliklerinden
(@) +f(b)
W 8=, SO
oldugunu goriiriiz.

Fakat By, icin [a, b] araligini 2™ tane es alt araliga bolersek, bu sekilde dogrudan dik yamugun alan formiiliiyle hesap yapmak zorlasir. O halde bu sekilde dik yamugun alan
formiiliiyle hesaplamak yerine XX, Y, Yy dik yamugunu X X,CY, dikdortgenine tamamlarsak,

(b - a)(f(@) - f(b)) F@-f®) _, f@+f®)
2 B

By = A(XoX,Y,Yy) = A(XX,CYy) — A(Y,CYp) = (b — a)f(a) — > >

= hof(a) — hy.

isleminden (1)’in elde edilis sekli daha kolay olur.

o N . +b _ 2a+(b— b—
Diger taraftan, eger [a, b] araliginin ortasi olan aT = % =a+ Ta

Y, den ZyZ, tegetini cizersek bu tegetin denklemi,

= a + hyye karsilik gelen X noktasini gozoniine alir ve X1Y; dikmesinin f (x) egrisini kestigi

2) y—fla+h)=f'(a+ h1)(x —(a+ h1))
seklindedir. Burada egim Leibnitz Teoremi’ne gore m = f'(a + hy) dir.
Buna gore Z noktasinin degeri (2)'den,
y—fla+hy) =f'(a+h1)(a—(a+h1)) = zy=f(a+hy) —hf'(a+hy)
ve Z, noktasinin degeri ise

y—fla+h)=f'(a +h1)(a +2h; — (a + hl)) =2z,=f(a+h)+hif'(a+ hy)


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Romberg.html
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olduklarindan

zo = f(a+hy) —hyf'(a+hy),

O A AT

sonuglari ¢ikar.

Iste bu sonuglara gore f (x) egrisinin altinda kalan XyX,Z,Zy dik yamugunun alant,

Zy + z,

AO: = A(X()XZZZzo) = (b - a). 2

=b-a)f(a+hy) =hyf(a+hy)
olup buradan

(4) Ao =hof(a+hy)
olarak elde edilir.

Fakat burada da ayni durum sézkonusudur. Yani By, i¢in [a, b] araligini 2™ es alt araliga boldiigiimiizde (2) ile (3)ten 2™ tane dik yamugun alanini hesaplamak ve bunlarin
alanlarini toplamak ¢ok zaman ister. Iste burada I'min alt siniri hesaplamak icin son derece basit olan su sonucu gormek gerekiyor: Eger Y, 'den XY, ve X, Y, dogrularina birer
dikme ¢izersek XoX,Z,Z dik yamugunun alani, es XoX,Y1A ve X, X, BY; dikdortgenlerinin alanlarinin toplamina esit olur, yani

Ao = A(XoX,Z,Zy) = A(XoX1Y14) + A(X1X,BY;) = hyf(a+ hy) + hyf(a+ hy) = 2hf(a+ hy) = hyf(a + hy)
isleminden (4) derhal elde edilmis olur.
Peki, bu nasil oldu?
Dikkat edilirse sekilde f (x) egrisine Y; noktasinda gizilen ZyZ, tegeti nedeniyle AY,Zy = BY,Z, (K.A.K) es dik ti¢genlerinden
(5) A(AY1Z,) = A(BY1Z,)

alanlar esitligi gerceklesir. Dolayisiyla XoX,Z,Z o dik yamugundaki AY,Z dik ii¢geni X1 X, BY; dikdortgenine BY,Z, olarak transfer edilmis olur ki, XgX,Z,Z dik yamugunun
alani es XoX1Y1A = X, X,BY, dikdortgenlerinin alanlarinin toplamina doniisir.

Sonugta (1) ve (4)ten | = fff(x)dx integrali igin
(6) Ay <I<B,
seklinde tam sikistirma (sandovic) teoremi gegerli olur.

Ikinci olarak, By i¢in [a, b] araligini 2 esit parcaya bélersek, ki bu durum sekilde mevcuttur,

hi(f(a+hy) = f (b))
2

By = A(XoX111Yy) + A(X1 X, VoY) = hyf(a) — hl(f(a) _zf(a u hl)) +hif(a+hy) -

fb) - f(a@) fl@) + ()
2

B
= by (f(@) + fa+hy)) + hy. = hyf(a+ hy) + h,. > = 7" +hif(a+hy)

esitliklerinden

By
(7) B, = 7‘*‘ hyf(a+ hy)

sonucu elde edilir.

Diger taraftan, X, ile X, ve Xq ile X, nokta ¢iftlerinin orta noktalarini bulur (ki X, ile X,’in orta noktas: ‘HaTHll =a+ % = a+ h, ve X, ile X, nin orta noktast da
M =a+ 32& = a + 3h, dir) ve bu orta noktalardan ¢ikilan dikmelerin f (x) egrisini kestigi noktalardan birer teget ¢izersek,

Ay = 2hyf(a + hy) + 2h,f(a + 3hy) = hy(f(a+ hy) + f(a + 3hy))
esitliklerinden

8) A= hl(f(a + hy) + f(a+ 3h2))
sonucu elde edilir.

Sonugta isleme bu sekilde devam edersek MEM (Matematiksel Endiiksiyon Metodu) geregince n pozitif tam sayis igin
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Zn
An=ly ) fla+ @k = Dhyi),
©
B, = 3”2‘1 +h, kzl fla+ (2k — Dhy)

olmak iizere (ki bunlardan A, orta nokta formiilii iken By, trapez formiiliidiir)
(10) A; <A, <+ <A,<<I<-<B, < <B,<B;

esitsizlikleri gerceklesir. Burada n — o icin I integrali icin Arsimet’in kullandigi tam bir sikistirma teoremi gerceklesir. Fakat bu esitsizlikler f (x)’in konveks (azalan) ya da
konveks oldugu yerlerde gegerlidir.

Eger f (x) konkav (artan) ise ya da f (x)’in konkav oldugu yerleri mevcutsa A, ve By, ler yer degistirirler ve,
(11) B;<B, < <B, < <I<- <A, <+ <A, <A
esitsizlikleri gegerli olur.”

Burada dikkat ¢ekici 6zellik sudur: “Cok ilgingtir, (9)’dan

271
B B A B, h B, 1 A, +B
Bps1 = — + hpis z fla+ @2k —Dhp) = — 4 hpypomo=2 4 4 =Ly g, ="
2 - 2 h, 2 ' h, 2 2 2
esitliklerine gore
A, +B
(12) Bpyy =———

aritmetik ortalama bagintisi vardir!”

1.2. Romberg Metodu’na iliskin Orijiinal Formiiller: 03.11.2016, 16:46’da Byrnjulf Owren’in “Werner Romberg: Vereinfachte Numerische Integration” adli makalesine

ulastim ve (9) ile (12)’nin Romberg tarafindan verilmis oldugunu gordiim. Ciinkii giinimiizdeki kaynaklarda, yetkin akademik kaynaklar harig, bu formiillerden yani
Rombergin orijinal metodundan bahsedilmez!

Bu nedenle bu parcada su tanimlamayi yaptim: “Safkan bir Alman bilim adami olan (yani Yahudi degil!) Werner Romberg, 14 Subat 1955te f, = w baslangi¢ degeri
ve 0 < k icin

T
(14) Tpp = ——

sonucunu vererek (9)’daki By, ’yi tanimlamas oldu!”

Sozkonusu bu formiiller Romberg'in orijinal makalesinde ya da sonradan yaptig1 bir

caligmada gecmez. Ciinkii bu formiiller Romberg’in hesaplarinin derli toplu sekilleridir. Yani
Resim 1. Werner Romberg, Aralik-1988, Trondheim Universitesi/Norveg. 1978°de

69 yasindayken emekli oldu. Uzun emekliginin tadini ¢ikardi. Aralik 1988’de,
yaklasik 80 vyasinda oldugunda, Trondheim Universitesinde onuruna
“Interpolasyon, Ekstrapolasyon, Kuadratiir ve Rasyonel Yaklasikliklar
Hakkinda Romberg Semineri” diizenlendi.

bu formiiller Owren’in, Romberg’in iilkesine (Norveg) ve Uygulamali Matematik, Sayisal
Analiz ve Dijital Hesaplamalar alanlarindaki katkilar1 nedeniyle 6liimiiniin 9.
Yildontimi'nde 20.03.2012 tarihli “SKRIFTER 2011 nr. 4” dergisinde 8 sayfalik ayni adla
yazdig1 makalede gecer!

1.3. A, ve B, Dizilerinin A, ve B Baslangi¢c Terimlerine Indirgenmesi: {lkin B,,’yi By’a adim adim indirgerken

2n—1
B
(16) By = oo +h, Z f(a + khy)
k=1

seklinde yeni bir formiile ulagtim!

Burada okuyucu Niimerik Analiz kitaplarinda ve bilgisayar programlarinda bu formiil yerine (9)’'un gegtigine ve bilgisayar uygulamalarimda neden (9) yerine (16)’y1
kullandigima dikkat etmelidir!

Ikinci olarak, A,’yi de adim adim Ay’a indirgerken


http://www.ntnu.no/ojs/index.php/DKNVS_skrifter/article/view/1458/1307
https://www.ntnu.edu/imf/history
https://www.ntnu.no/ojs/index.php/DKNVS_skrifter/article/view/1458
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2h—1

n
A,
(18) z ==, Z f(a + khy,)
k=1 k=1

formiiliintin gecerli oldugunu gordim.

Yani bu formiillere gore

indirgeme bagintis1 gegerlidir.

Eger (19)’da her adimda (12) bagintisini kullanirsak,

. n-1 n-1 n-1 n-1
o _Bo Nk Bo_AotBo NTAni_ 2B N Ak _ By An_i
n™ 9n 2k on 2n 2k T on 2k T on-1 2k
k=1 k=1 k=1 =1
n-2 n-2 n-2
_ By Ay Ap-x A1 +B; Apx _ By Ap—x
20) < 9n-1 + n-1 k n-1 k ~ 9on-2 k
(20) 2 2 2 2 2 2 2
k=1 k=1 k=1
n—(n-1)
_ Bn-1 Z Ap—x _ Bn-1 + Ap-1 _ Ap-1+ By
| 2n-(-D) 2k 2 2 2
k=1
seklinde (12)’deki aritmetik baginti ortaya ¢ikar!
1.4. Romberg ile Cakismamiz!
Eger Romberg'in algoritmasinda T,,, =: T, dersek,
( T -1 + U -1 1
roo—p _TtUn — g+l _Un Una T N Uk, T
A 2 2 22 22 T Lyoker g2
T, + U 2
Uy Uns -2 n-2
QL Tt t £ 2k+1 23 ’

n
U,— .
_ lr(l k+ n-n __ +Z
2k+1 2n+1 2n+1 2k+1
\ k=0

sonuglarinin gerceklestigini goriiriiz.
Fakat burada (14) nedeniyle

(22) T, =2Ty41 — Uy
bagintisini (21)’deki son esitlikte kullanirsak,
T, ~oU T
oo e = on = 2Tpyy — Up = 7

The1 = 2n+1 + 2 2k+1 = 2Thy41 = on ont 2k n on 2k
k=0 k=1

esitliklerinden

n
TO Un—k
k=1

bagintisi elde edilir ki, buradan Ty = hf; = B, iken

(24) Ty =B, Uyn = A,
sonuglarinin gecerli oldugu sonucu ¢ikar! Ancak burada ilk esitlik agikken ikincisi i¢in yukaridaki gibi bir ispatin ortaya konulmas: gerekiyor!
Bunun hemen altina da soyle bir degerlendirmede bulundum:

“Cok ilgingtir, bu sabah, 18.11.2016’nin ilk saatlerinde YAHOO daki “Explorers Discovered A Nazi Time Capsule, But What Missing From It?” haberinde 1934 tarihli zaman
kapsiiltinde Hitler’in 2 ciltlik orijinal “Mein Kampf (Kavgam)” kitabini goriince soyle demistim: ‘Vaaay... hem ¢ift kitap, hem de orijinal!’. Romberg ile cakismamizi ve ondan
onceki boliimii (1.3)’ii aksam eve gelince ¢ozdiim. Burada orijinallik ¢ok onemlidir. Ciinkii Romberg’in algoritmasi 6yle her yerde yaymlanmaz; onu Norvegge yazan tarihi bir



https://www.dailymail.co.uk/news/article-3794135/Reichsmarks-Nazi-badge-two-volumes-Mein-Kampf-Nazi-time-capsule-1934-buried-cement-Hitler-s-former-training-school.html

Romberg Integrasyonu Kronolojim 1

makaleden (') aldim. Yani bu ¢alismalarla Romberg’in algoritmasimin ¢ift simirl oldugu gercegi ortaya ¢ikti. Eger Owren’in makalesi elimde olmasaydi, ben de bu gercegi
goremeyecektim!”

Fakat ben bu degerlendirmeyi Owren’in makalesine gore yapmistim ve Rombergin orijinal makalesini gorene kadar da bundan emin degildim. Ciinki ilk sayfanin
sonundaki T; i¢in verilen formiil, Romberg’in (13)’tekinden farkli bir hesap yaptigini gosteriyordu!

Burada bu tahmini yaparken gunlar dikkatimi ¢ekmisti: Oncelikle Owren’in DKNVS’deki “Werner Romberg: Vereinfachte Numerische Integration” adli makalesinin ilk
sayfasini ilk gordiigiimde derhal orijinal oldugunu yani Romberg’in makalesinin ilk sayfasini oldugunu anlamistim. Cilinkii orada WERNER ROMBERG’in altindaki “14
Subat 1955 tarihinde yapilan ortak toplantida S. Selberg tarafindan sunulmustur (Fremlagt i Fellesmotet 14de februar 1955 av herr S. Selberg).” ibaresi bunun boyle oldugu
soylityordu. Bununla birlikte metnin Almanca olmasy, ilk sayfanin orijinal oldugunu kanitliyordu!

Iste bunun iizerine internette, her yerde Romberg’in orijinal makalesini aramaya basladim ve elimden 100’lerce kaynak gecti. Bunlarin iginde en dikkat ¢eken, dolayisiyla
en basta yer alan kaynak, 01.01.2017, 02:23’te ulastigim Jean Luc Chabertin “History of Algorithms from Pebble to the Microchip” kitabi idi (Y.N. Normalde bu kitap
Amazon’da 103.81 $’a satilir (Bkz. “History of Algorithms from Pebble to the Microchip”) ve baska yerde daha ucuzunu bulmaniz imkénsizdir. Ayn sekilde, bu kitab1

internette bosuna aramayin; ¢iinki telif hakki nedeniyle bulmaniz imkansizdir. Ama simdi bu kitab bir hayirseverin yardimiyla linki tiklayarak web sitemden alabilirsiniz).
Clinki bu kitabin 451-453. sayfalarinda Romberg’in orijinal makalesinin ilk 5 sayfasinin bazi yerlerinin, Romberg'in ikide bir “Metodumuz (unsere Methode)” dedigi ve
giiniimiizde “Romberg Metodu” olarak anilan yerlerin 1-1 Ingilizce cevirisi vardi ve ben, Rombergin bu sayfalardaki hesaplarini yani (24)’teki esitlikleri teker teker
ispatlayarak Romberg’in metodunu tamamen desifre etmis oldum (ki Owren’in (13)’te verdigi formiiller yalnizca h farki icin gegerlidir, dolayisiyla (24)’teki esitlikler i¢in
yani 2h, 4h, 8h i¢in doniistiirmek gerekiyor. Bu doniisiimiin nasi oldugunu Boliim 2’de anlattim).

1.5. Romberg’in Orijinal Makalesinin Pesinde!

Gergi, Romberg'in metodunu desifre ettigime gore orijinal makaleye ihtiyacim yoktu ama yine de kafalarda herhangi bir kusku kalmasin diye her yerde haril haril aradim.

Aragtirmalarima gore Romberg’in orijinal makalesi “Det Kongelige Norske Videnskabers Selskab (The Royal Norwegian Society of Sciences: Norve¢ Kraliyet Bilim Dernegi) nde
yoktu, orada sadece Brynjulf Owren’in “Werner Romberg: Vereinfachte Numerische Integration; DKNVS Forhandlinger 1955” makalesi vardi. DKNVS, Norve¢ Krali Harald

V tarafindan 1760’ta Trondheim’da kurulmus olup kar amaci glitmeyen bir kurulustur. Onlarin ellerinde kalan eski dergiler 1774-1920 yillarina ait olup sinirli sayidadir.
Yani bunlar sirali degil, yalnizca ellerinde kalanlardir. Eski sayilarin basta amazon olmak tizere pek ¢ok yerde ticareti yapiliyor. Oralara da baktim ve 1955 sayisini bulamadim
(ki olsa paraya kiyardim). Inanir misiniz Romberg'in orijinal makalesi i¢in bakmadigim yer kalmadi ve sonunda su muhtemel sonuglara ulagtim:

1. NTNUda,
2. Heidelberg Universitesi Kiitiiphanesi’nin 495101141 no’lu katalogunda,
3. ResearchGate’teki “Vereinfachte Numerische Integration” adl1 dosyasinda.

Bunlardan ilkindeki mevcut durumu yukarida agikladim ve tiglinciisiine ancak “Not a researcher” ile iiye olup 2 kez e-posta gondermeme ragmen dosyay: elinde tutan kisi
bana geri déniis yapmadi (ki muhtemelen elinde yoktu). Ikincisinde ise ti¢iinciisiindeki gibi kiitiiphaneye bagli bir iiniversiteye dgrenci olmaniz ya da iliskili olmaniz1 gart
kosuyordu ve DigiKat’tan yaptigim arastirmaya gore de bu makalenin kartini goremedim. Yani bu makale orada dijital olarak degil, fiziksel olarak mevcut idi. Bu ise oraya
girmekten bagka bir ¢are birakmiyordu. Denedim, Almanya’da bir yakini olup Heidelberg Universitesi'ne ulasabilecek bir 6gretmen arkadasim ve 6grencim var mi diye
arastirdim. Sonug olumsuz idi!

Romberg ile Ayn1 Kaderi Paylasiyorum!

Bu nedenle son ¢are olarak NTNU’da bu makalenin adini yazdigim zaman karsima hep Brynjulf Owren ¢ikiyordu, yani ona yonlendiriliyordum ve ben de ona 23.12.2018,

04:10°da bir e-posta yolladim ve aksamleyin e-posta kutuma baktigimda 09:11’de yani 5 saat sonra yildirim hiziyla bana yanit génderdigini gordiim. Owren, makaleye ait
dosyanin ekte oldugunu soyleyerek bana en iyi dileklerini iletiyordu. Gergekten de eke baktigimda Romberg'in 14 Subat 1955°te NTNU’da yayinlanan 7 sayfalik orijinal
makalesini gordiim ve bu, bana yeni y1l armagani oldu. Armagani, pardon dosyay ekten alir almaz hemen Bolim 1’de Jean Luc Chabertin “History of Algorithms from

Pebble to the Microchip/14.6 Romberg’s Integration Method, S. 451-453”e gore yaptigim ¢alismalarima baktim ve her 2 metni karsilastirdigimda Jean Luc Chabertin
Romberg'in orijinal makalesindeki trapez metoduyla ilgili béliimleri Almanca’dan Ingilizce’ye 1-1 geviri yapmig oldugunu gordiim (ki Jean Luc Chabert, atladig1 yerleri
“[...]” ile gosterir). Yani Boliim 1’de gergekten nokta atis1 bir ¢alisma ¢ikartmisim. Bununla birlikte, Romberg'in metodunu desifre ederek modernlestirdigimi gordiim (ki
bu arada, tim yonleriyle ele alarak zenginlestirdigimi gordiim (bkz. 1.3’e)) ve Romberg’in orijinal makalesine neden ihtiyacim olmadigimi bu sayede ispatlamis oldum.
Ciinkii Romberg’in 14 Subat 1955’teki trapez metoduyla ilgili orijinal ¢aligmasini giintimiize tagryan tek galisma Boliim 1°de goriildiigii tizere bana nasip oldu. Ama yine de
bu orijinal makaleyi bir yerden bulmaliydim ve bu Owrer’in yardimi sayesinde gergeklesti.

Ozetle, Romberg’in metodunu, orijinal makalesine bakmadan desifre edebildigime gore, kitabimin Boliim 1’indeki ¢alismalara hi¢ dokunmadan, “Romberg Metodu’nun
Desifrasyonu ya da Modernizasyonu” adli ¢alismanin altina bir not ¢ikartarak Romberg’in orijinal makalesi hakkinda bir degerlendirmede bulundum!

Bu arada, Romberg'in orijinal makalesini arastirirken, ki bu tam bir tarama idi, Japon matematikgi Seiji Fujino'nun “Romberg Integrasyonunun Mucidi Werner Romberg

ile Bir Roportaj” adli 4 sayfalik Japonca bir dosya da agima takildi ve daha da meraklanmaya bagladim!
porte]adlidsayRhiclap ot y Peige PAWRTLL LI

2. Romberg Algoritmasinin Richardson Ekstrapolasyonu ile Hizlandirilmasi ve Otesindeki Gelismeler Hakkinda: Bu boliimde soyle bir giris yaptim: “Trapez metoduyla
bulunan (9) (ya da (13))’teki By, algoritmasi son derece zayif bir lineer yakinsamaya sahiptir ancak, Huygens’i takip eden Jacques Frederic Saigey tarafindan 1856 ve 1859°da
verilen By, =: Ry,  icin

(*) Werner Romberg 1938’te Oslo’daki arkadasi Hylleraas'in asistani olarak ¢alismak i¢in Prag’a kagmasina ragmen gerekli izinlere sahip degildir. Bu yiizden 20 Kasim 1938’de Prag’tan
Oslo’ya ugar. Bunun bir diger ama en 6nemli nedeni, Hitler'in Prag ile birlikte tim Cekoslovakya’y1 15 Mart 1939°da isgal etmis olmasidir. Romberg herhalde bu isgalin olacagini daha
onceden 6ngdrityordu (Bkz. “Hitler ve Goring PRAG’ta”). Romberg 1949’da Trondheim’daki Norveg Teknoloji Enstitiisii’ne katilir ve hayatinin bityiik béliimiinii Norve’te gegirir. Iste
Norvegliler Romberg’e bu yiizden ilgi gosterirler!



https://www.ntnu.no/ojs/index.php/DKNVS_skrifter/issue/view/195
http://romberg-integrali.org/kronoloji/rik1/History_of_Algorithms_from_the_Pebble_to_the_Microchip_by_Jean_Luc_Chabert.pdf
https://www.amazon.com/History-Algorithms-Pebble-Microchip/dp/3540633693
https://no.wikipedia.org/wiki/Det_Kongelige_Norske_Videnskabers_Selskab
https://bibsys-almaprimo.hosted.exlibrisgroup.com/primo-explore/fulldisplay?docid=TN_noart1200525430&context=PC&vid=NTNU_UB&lang=no_NO&search_scope=default_scope&adaptor=primo_central_multiple_fe&tab=default_tab&query=sub,exact,Romberg,%20Werner%20,AND&query=any,contains,1955,AND&sortby=rank&mode=advanced&offset=0
https://www.ntnu.no/ojs/index.php/DKNVS_skrifter/issue/archive
https://katalog.ub.uni-heidelberg.de/cgi-bin/titel.cgi?katkey=68187317&sess=59db22983db19b11eaba6b32d8de55a9&art=f&kat1=freitext&kat2=ti&kat3=au&op1=AND&op2=AND&var1=Det%20Kongelige%20Norske%20Videnskabers%20Selskabs%2C%201955&var2=&var3=
https://www.researchgate.net/publication/266915444_Vereinfachte_Numerische_Integration
https://www.ntnu.edu/sok?query=Vereinfachte%20Numerische%20Integration&sortby=fresh&pageNo=0
http://romberg-integrali.org/kronoloji/rik1/History_of_Algorithms_from_the_Pebble_to_the_Microchip_by_Jean_Luc_Chabert.pdf
http://romberg-integrali.org/kronoloji/rik1/History_of_Algorithms_from_the_Pebble_to_the_Microchip_by_Jean_Luc_Chabert.pdf
http://hitlerparody.wikia.com/wiki/File:Hitler_Goering_Prague_(Apocalypse_-_The_Second_World_War).png
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Rn+1,0 B Rn 0 4‘Bn+1 B,

Rpy11:= Rpy1o0 + 3 3 ,

(25) YRnt12:= Rpy1n +

Rn+1,1 - Rn,l
15 ’
Rn+1,2 - Rn,Z

Rn+1,3: = Rn+1,2 + 63

ekstrapolasyonuyla yakinsakligi hizlandirilabilinir. Bu ekstrapolasyon daha sonra Lewis Fry Richardson tarafindan 1927°de genellestirilerek tekrar kesfedilmistir ve adina

“Richardson Ekstraposyonu” denmistir!

Romberg, 14 Subat 1955’te (13) ile gosterilen (14)’teki T yn yani (9)’daki By, yi kesfettikten sonra, By, ’nin

(26) Rptiks1i=

4'k-'-an+1,k - Rn,k
4k+1 -1

ekstrapolasyonuyla hizlandirilabilinicegini farketti! Fakat Richardson ekstrapolasyonunun bu genel iteratif yazimi 1963’te Jean Pierre Laurent tarafindan verildi ve boylece

Romberg Integrali Yontemi diinya genisliginde bilinir oldu!

Burada baslangi¢ degeri,

(27) Rn,O = Bn

dir.”

Sonra aklima 2002-2003’te yaptigim “E-ATA 1 Algoritmalar:” geldi ve oradaki 6zellikle Snellius Ekstrapolasyonu’ndaki gibi I'ya alttan ve {istten ekstrapolasyonlarla yaklasip

yaklasamayacagimi ele aldim.

Bunun i¢in su ¢ikarimlarima dikkat ediniz:
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Resim 2. Snellin 1621’deki algoritmasindan hizli olan (32)’yi nasil kesfettigimi
gosteren ilk caligma sayfam. Bu, ayn1 zamanda 2002’de Snellius Ekstrapolasyonu'nun
kesfindeki ilk sayfadur!

Simdi (12)’ye gore,

12) (27) (26)
Ap = 2Bypi1— By = 2Rn+1,0 - Rn,O = 2Rn+1,0 + 3Rn+1,1 - 4Rn+1,0
27

=3Rp11,1 — 2Rp110 = 3Rn+11 = 2Bny1
esitliklerinden (ki burada 3. esitlikte (26)'dan Ry 411 = % iterasyonu kullanildz),

An + 2B,

(2 8) Rn+ 1,1 = 3

bagintisi elde edilir. Bu, Snell algoritmasinin Richardson ekstrapolasyonundaki karsiligidir!

Burada ilk dikkat c¢eken nokta, A, ile B,,1’in I'ya yaklasimlarinin es oldugu ama 2
katsayisinin Snell algoritmasindakinin tersine iist sinirda olmasidir!

Cok ilgingtir, (28)’de (12)’yi kullanirsak,

A, +2Bny, A,+A,+B, 24,+B,

esitliklerinden

24, + B,

(29) Rn+1,1 = 3

Snell’in algoritmasini elde etmis oluruz ki (28) ile (29) ayni seydir!
Ikinci olarak, (26)’ya gore k = 1 igin

16Rn+1,1 - Rn,l
15

(30) Rn+1,2 =

oldugundan (28)’i kullanirsak,

Ap+2Byyy Ap_y +2B, 164, +32Bnyy — Ap_y — 2B,

15Rn412 = 16Rp411 — Ry = 16

esitliklerinden

3

3 N 3

164, — Ay_q + 32B,4, — 2B,

(31) Rn+1,2 =

45

bagintisi elde edilir. Burada Ay, ile B, 11 ve A,,_4 ile B, ayni es alt araliklara sahip olduklarindan I’ya yaklasimlari estir.
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Buna benzer bir algoritmayr 10.09.2002, 01:44:39’da su sekilde vermistim (Bkz. Resim 2): A, < m < B,, i¢in

644,41 — 164, + B, — 4Bp14

(32) Rn+1,2 (A:B) = 45

Eger Snell icin gelistirdigim bu algoritmaya yakindan bir goz atarsak,

644,11 — 164, + By —4Bpyy 16 44, — A, 1 4Bpy — B,

45 15" 3 15" 3
16R A) — R B
_ 16Rn114( 15 nt11( )::Rn+1,2(AJB)

ile (30)’daki iterasyonun cift simir igin gecerli oldugunu goriiriiz!”
[ste bu son ¢ikarimima gore yani Richardson ekstrapolasyonunu Snellius ekstrapolasyonundaki gibi yazmaya ¢alistigimda su sonug ¢iktr:
“2.1. Richardson Ekstrapolasyonu Alt ve Ust Sinirlarla Birlikte Calismaz!

Oncelikle (10)°daki I'min alt ve iist simirlarina ait

(33) { n+1,k+1 - 4k+1 _q ,
R B) = 4k+1Rn+1,k(B) - Rn,k(B)
k n+1,k+1( ) - 4k+1 _ 1

ekstrapolasyonik yaklasikliklarin
(34) Apyq < <Rpy1p41(A) <T<Rpyyps1(B) <+ < Bpyy

seklinde yine ayni esitsizlikleri gerceklediklerini (ki boylesine istikrarl siralamanin mevcut oldugu konveks f (x) egrileri ye da f (x)’in konveks olan parcalari vardir) ama I'ya
yaklasimlarinin kendilerinden ¢ok daha hizli olduklarini bilmemiz gerekiyor.

Fakat bu sinirlar Richardson ekstrapolasyonunda birlikte yazilinca isin rengi degisiyor ve (33)’teki tek baslarina ait Richardson ekstrapolasyonlarinkinden bile daha kotii
sonuglar iiretiriyorlar!

Bunun igin ilkin, (32)’nin genellestirilmis sekli olan

4%F1R vk (A) — Ry (B)
4k+1 -1

(35) Rn+1,k+1(A: B) =
ekstrapolasyonik yaklasiklikligini gozoniine alir ve bunu da

Rn+1,k, (B) - Rn+1,k, (A)
4k+1 -1

(36) Rn+1,k+1(A»B) = Rn+1,k(A) -
seklinde acarsak, (34)’e gére 0 < Ry 41 1 (B) — Rp41 % (4) oldugundan,

Rn+1,k, (B) - Rn+1,k, (A)
4k+1 -1

(B7) Ru+1k+1(A4,B) = Rpy1x(4) — < Rpy1x(A) <I

esitsizlikleri ortaya ¢ikar. Yani (35)’teki yaklasim (33)’iin ilk esitligindekine gore daha kotii oluyor!
Ikinci olarak, (35)’teki A ile B simirlarinin yerlerini degistirirsek,

Rn+1,k(B) - Rn+1,k(A)
4_k+1 -1

(38) Rpy1x+1(B,A) = Ryi1x(B) +
esitliginde yine 0 < Ry 11, (B) — Ryy1, (A) gergeklestiginden,
(39) I <Ru41x(B) <Rpy1x+1(B,A)
esitsizlikleri gecerli olur. Yani (35)’teki yaklasim da (33)’iin ikinci esitligindekine gore daha kotii oluyor!

Su halde I'nin Ay 41 ve By 11 alt ve iist sitnirlarini Richardson ekstrapolasyonunda nasil yazarsaniz yazin, Ry 41 41 (A, B) ve Ry 1 g +1(B, A) min yakinsaklik hizlarinin (33)teki
tek sinirli Ry, 41 41 (A) ve Ry i1 k41 (B) dekinden daha kotii oldugu goriiliir ki bu da, basliktaki sonucu gosterir.

Bu durumda en fazla sunlar yapilabilinir:
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1. (33) ekstrapolasyonlarinda (12) indirgeme bagintisindan yararlanarak cifte simrlara ait algoritmalar tiiretmektir. Ornegin, (33)teki ikinci Richardson
ekstrapolasyonundan hareketle Snell’e ait olan (28) ile (31)’in nasil bulundugunu gosterdim. Isteyen bu algoritma tiiretmeye (?) devam edebilir ama bunlarin

yakinsaklik hizlar: tiiretildikleri Richardson ekstrapolasyonunkiyle ayni olacaktir!

2. (33)teki Richardson ekstrapolasyononik yaklasikliklarinin ortalamalar: alinip (33)tekinden daha iyi yaklasimlar yapilabilinir. Bunun disinda yapabileceginiz bir sey

yoktur!

3. [k iki maddedekinden farkli olarak, Apyq ve Bpyq smmrlarmmi 2003te yazdigim E-ATA 1 Algoritmalari’na sokmak. Belki orada Snell ve Huygens

ekstrapolasyonlarindaki gibi bir ¢ikis olabilir!
Burada sansli oldugumuz bir nokta var:
2.2. Richardson Ekstrapolasyonunda Aritmetik Ortalama

Eger (33)’teki ilk Richardson ekstrapolasyonunda k = 0 igin (12) indirgeme bagintisini kullanirsak,

4‘k-l—an+1,0(A) - Rn,O(A) _ 4‘k+1An+1 - An _ 4‘k+1(23n+2 - Bn+1) - (ZBn+1 - Bn) ) 4‘k+13n+2 - Bn+1 _ 4‘k-HBn+1 - Bn

Rn+1r1(A) = 4k+1 _ 1 - 4r+1 _ 1 - 4k+1 _ 1 : 4r+1 _ 1

= 2Rn+2,1(B) - Rn+1,1(B)
esitliklerine gore

Ryt11(A) + Rpyq1(B)
2

(40) Rn+2,1 (B) =
ve isleme ayni sekilde devam edildigi takdirde de MEM geregince ya da kisaca (33)’te taraf tarafa toplamayla

n+1,k+1(A) + Ryt k41 (B)
2

R
(41) Rpizpes1(B) =
seklinde (12) indirgeme bagintisinin Richardson ekstrapolasyonunda yani R altinda da gegerli oldugu sonucu ¢ikar!
Sozkonusu bu aritmetik ortalama (34)’teki istikrarli siralamaya gore,

21 = Rpy1x41(B) < 2Rpypk41(B) — Ryi1k+1(B) = Rpy1k41(A) < Rpyq41(B)

ya da dogrudan

(42) Ryi1x+1(A) <I<Rpizk+1(B) < Rpy1x+1(B)
esitsizliklerinden goriildiigii iizere I'min saginda kalacaktir!”
Richardson ekstrapolasyonunda bir diger basat uygulama, (29)’daki Snell algoritmasinin R altindaki ifadesidir:
“2.3. Tekrar Hos Geldin Snell Amca!

Fakat 2. maddede en iyi yaklasiklik olan, yani (33)’tekilerden ve bunlarin (41)’deki aritmetik ortalamasindan daha iyisi,

2Ry 11 k41 A4 + Rpyik+1 (B)
3

Snellius—1621

(43) Rpyip1(A) <I< < Rpi2k+1(B) < Ryi1k+1(B)

seklindeki Snell algoritmasidir!”

Tarihi bilgilerimize gore Snellius (Snelyiiz), 1621°de “Cyclometricus”da (29)’u verdi. Fakat 19 ve 20. yy.’da trapez yontemi i¢in ekstrapolasyonlarin 6nemi anlagilinca bu
formiil 1911°de Becker tarafindan tekrar verildi ya da kesfedildi (Bkz. “Survey of Extrapolation Processes In Numerical Analysis/3. Numerical integration”, p. 442, (28)). Fakat

4k+1 -1

Becker, (29)’un, Snellius algoritmas oldugundan habersiz olarak, yalnizca A, ve B,,’nin Euler-Maclaurin formiiliine gore elimine yoluyla ¢ikardu!

Burada biraz durmamiz lazim. Ciinkii 1458’de Kardinal Nikolas, 1621’de Snellius ve 1654'te de Huygens tarafindan m igin verilen algoritmalar ayn1 zamanda ilk
ekstrapolasyon formiilleridir ve bunlar genellestirilebilinir. Kald1 ki 2002’de Snellius Ekstrapolasyonu’nu ve 2003’te de Kardinal Nikolas Ekstrapolasyonu’nu ortaya ¢ikarttim
ve Huygens’in algoritmasinin genellestirilmis sekli de Richardson ekstrapolasyonu olduguna gore, bunlarin ii¢ii de Niimerik Analiz’in kurucular1 sayilir ya da Niimerik
Analiz bunlarla baglar dersek yanlis olmaz. Yani Becker’'in yaptig1 is, Trogki'nin, ona hapishane midiiriiniin bir pasaj okudugunda, Dostoyevski’yi tanimamasina benzer ki

ben, sadece bu tarihi gercegi hatirlatmak zorunda kaldim! (Bkz. “Trotsky”)

(%) Bu tiir algoritma tiiretmeler 6zellikle 20. yy. baginda revagta idi ama giiniimiizde bile bu tiir tiiretmelerin hala yapilmaktadir. Yani 20. yy. basindaki hararet hala devam ediyor ve hi¢
sonmemis gibi. Ben ise, tiim bu gelismelerden habersiz olarak, “Arsimet’in Metodu MV” adli kitabimdaki ¢okgensel algoritmalarin yakinsaklik hizlarinin Snellius algoritmastyla
artirabilecegini gorerek 2002°de Snellius algoritmasindan hareketle Snellius Ekstrapolasyonu’nu ¢ikarttim ve 2003’te de isin teorisine girerek Richardson Ekstrapolasyonu'nun da elde

edildigi cesitli ekstrapolasyonlar buldum. Simdi bu ekstrapolasyonlar: “Romberg Integrali 2016-2019” kitabimin Boliim 3’iinde genise degerlendirmis durumdayim!


https://books.google.ae/books?id=kZg_AAAAcAAJ&pg=PA1&hl=tr&source=gbs_toc_r&cad=2#v=onepage&q&f=false
http://romberg-integrali.org/kronoloji/rik1/vdocuments.mx_survey-of-extrapolation-processes-in-numerical-analysis.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=N_MIaWG76gM&feature=related#t=24m14s
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Yine tarihi bilgilerimize gore Snellius, 1621’de (29)’u verirken yalnizca 7 igin vermisti ve bu, f(x)’in Sekil 1’deki gibi konveks olmasina denk diiser (ki burada diizgiin n-
genlerin konveks olmasina dikkat ediniz). Yani Snellius, bir cemberin i¢ine ve disina ¢izilen ayni ¢okgenlerden ictekinin ¢evresinin 2 katini alip distakinin gevresiyle toplar
ve 3’e bolerdi. Bu ise, (10)’a gore (29)’u gosterir!

Burada son olarak Snellius algoritmasinin Huygens algoritmasindan geldigini séyle gormiistiim:

“2.4. Snellius-Huygens Algoritmalar1 Arasindaki Iliski: Oncelikle Snellius algoritmas: ile Huygens algoritmasi m’'de birbirlerinden elde edilemezler ve bunlar yaklasik
halindedirler. Fakat ekstrapolasyona gegtigimizde (27) tanimi altinda (26)’da k = 0 i¢in elde edilen Huygens algoritmasindan,

Aritmetik Ortalama

A, + B,
(44) R - 4Rp41,0 — Rnpo _ 4By11 — By (122) 4. = 2 = — By _ 24, + B,
n+1,1- 4—1 3 3 3
Huygens—1654 Snellius—1621

Snellius algoritmasini elde ederiz. Yani w'de birbirine yaklasik halinde olan Snellius-Huygens algoritmalari ekstrapolasyonda birbirine esittirler!

Bu konuda her 2 kitabi da (Snellius’un “Cyclometricus " unu ve Huygens’in “De Circuli Magnitudine Inventa”sini) enine boyuna inceledim ve Snellius ile Huygens’in (44)teki

esitligi, dolayisiyla bu algoritmalarin birbirlerinden elde edildiklerine dair herhangi bir kanmit goremedim. Zaten Huygens, kendi algoritmasini Kardinal Nikolas'in
algoritmasindan tiiretir. Bu arada, Snellius’un “Cyclometricus”unun Huygens’in eline gectigini ve (29)’u tekrar ispatladigina dikkat ediniz. Yani Huygens, algoritmasin
(44)’teki gibi Snellius’un algoritmasindan degil Kardinal Nikolas’in algoritmasindan tiiretir!

Bu iliski ekstrapolasyonda da gegerlidir. Yani Huygens’in algoritmasindan,

Rp+1k+1(A) + Ryy1 k41 (B)
4Rp12je+1(B) = Rpi1jer1(B) % 2 ~ Rnt1k+1(B) _ 2Rpi1p41(A) + Rpyge41(B)

3 3 3

(45)

seklinde Snellius’un algoritmas: ya da Snellius’un algoritmasindan

2Rn+1,k+1(A) + Rn+1,k+1(B) _ 2 (2R1‘L+2,k+1(B) - Rn+1,k+1(B)) + Rn+1,k+1(B) _ 4Rn+2,k+1(B) — Rn+1,k+1(B)

(46) 3 3 3

seklinde Huygens’in algoritmasi elde edilebilinmektedir!
Son olarak, (43)’teki Snellius algoritmasinin, (41)’deki aritmetik ortalamadan

2Rp+1k+1(A) + Ryt k+1(B)
3

Rut1k+1(A) + Ryp1k+1(B)
2

(47) < Rpiz2k+1(B) = = Rpt1k+1(A) < Rpyq1k+1(B)

ile I'ya daha yakin olduguna dikkat etmek gerekiyor!”

s PRIHASTEL LN


https://books.google.ae/books?id=kZg_AAAAcAAJ&pg=PA1&hl=tr&source=gbs_toc_r&cad=2#v=onepage&q&f=false
https://books.google.com.tr/books?id=ppU_AAAAcAAJ&printsec=frontcover&hl=tr&source=gbs_ge_summary_r&cad=0#v=onepage&q&f=false
https://books.google.ae/books?id=kZg_AAAAcAAJ&pg=PA1&hl=tr&source=gbs_toc_r&cad=2#v=onepage&q&f=false
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