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n’nin Arktanjant Bagintilarina Dayali Hesaplarin Tarihi Gelisimi
Bu tarihi gelisimi genel olarak li¢ doneme ayirabiliriz:

I. Donem (’nin Geometrik Donemi): 17. ylizyila kadar 7 sayisi i¢in geometriksel
caligmalar yapilmistir. Bu ¢alismalarin ¢ogu; bir gemberin i¢ine veya igine ve digina ¢izilen
diizgiin cokgenlerin ¢evrelerinin veya alanlariin hesaplarindan yararlanilmasi suretiyle ©
sayist i¢in yaklagimlara dayaliydi. Bu donem boyunca 7, heniiz bir notasyon olarak
kullanilmiyordu. Ciinkii, r sayis1 yalnizca geometriksel bir orandi.

Ben de, Arsimet’in orijinal diisliniisline sadik kalmak suretiyle bu donemin ¢aligmalarini
esasli bir sekilde yeniden inceledim. S6zkonusu, bu incelemelerde; ©t 'nin Geometrik
Dénemi’ne iliskin Tarihi Ornekler ile birlikte bazi drnekler olmak iizere toplam 11 tane 6rnek
incelenmistir. Bunun i¢in; ¢apt 1 birim olan ¢emberin icine ve disina cetvel ve pergelle
cizilebilen bazi diizgiin ¢okgenler ile pi’'nin hesaplar: yapilmistir ve sonucta, Geometrik
Dénem’in veya Arsimetcilerin Ornekleri’nin Genellestirilmesi yapilmistir.

I1. Déonem (n’nin Geometrik Donemi Sonrasi veya Klasik Donem): Bu doneme bazen
Klasik Donem de denilmektedir. Bu donem, 1650’lerde baslad1 ve 1970’lere kadar devam etti.
Bu dénem boyunca «t sayisi i¢in ¢ok sayida analitik ifade (Sonsuz Seriler, Sonsuz
Carpimlar,...) kesfedildi ve m’nin bir¢ok basamagi hesaplandi.

1655°de Wallis, n say1st igin bir sonsuz ¢arpim formiilii verdi, 1658’de de Lord
Brouncker, bir sonsuz siirekli kesir formiilii verdi. Birkag yil sonra, 1671°de Gregory ve
1676’da Newton sirasiyla arktanjant ve arksiniis fonksiyonu i¢in bir kuvvet serisi buldular.
1706°da Machin, bir arktanjant formiiliiyle n’nin ilk 100 basamagini hesapladi. 18. yiizyil
boyunca 7 i¢in diger arktanjant formiilleri Klingenstierna, Euler, Hutton, Herman, Pfaff,
Gauss, Buzengeiger,... tarafindan verildi. 1796’da Vega n’nin ilk 136 basamagini buldu.
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19. yiizy1l devasa el hesaplarinin yapildigi bir zamandi! Bu inanilmaz insaniistii
hesaplayicilar, ©’nin daha fazla basamagini buldular. Dahse, Lehmann, Clausen, Rutherford
ve sonugcta en biiylik el hesabiyla 1874°de William Shanks, 7’nin ilk 707 basamagini buldu.

1945°te elektronik hesaplayicilarla ’nin daha fazla basamagi i¢in yeniden arastirmalar
basladi. Ferguson, Shanks’1n hesabindaki 528-inci basamakta bir hata buldu. 1970’lerin
sonlarina dogru arktanjant bagintilart n’nin basamaklarin arttirmak i¢in kullanildi. Wrench,
D. Shanks, Guilloud, Kanada,... bu donemin aktorlerinden birkagi. Ancak, 20. ylizyilin
baslarinda 7’nin siradisi (olaganiistii) serilerini bulan Hintli matematik¢i Ramanujan’a 6zel
bir boliim ayirmak gerekli!

S6zkonusu olan, arktanjant fonksiyonunun ilk gergek formiiliiyle bu doneme ait 6rneklerin
incelemesinde; nt nin Geometrik Dénemi Sonrasi’na iliskin Tarihi Ornekler ile birlikte bazi
ornekler olmak {izere toplam 26 tane 6rnek incelenmistir. Bu tarihi 6rnekler sirasiyla Machin-
1706, D. H. Lehmer-1938, Hutton-1776, Euler-1755- Pfaff, Klingenstierna-1730-
Buzengeiger, Herman-1706, Strassnitzky-1844, Pascal SEBAH, Wetherfield-1996, Derya
PAMUK TULUM-29.07.2001, Knop, FibonacciPi, LucasPi ve
formilleridir.

III. Donem (Modern Dénem): Bu donem, 1970’lerde Richard Brent ve Eugene
Salamin’in ¢aligmastyla basladi. Eugene Salamin, 1976°da ilk bilinen Kuadratik Algoritmay1
yayinladi ve ayn1 yilda Richard Brent de ayn algoritmay1 Eugene Salamin’nin ¢alismasindan
bagimsiz olarak kesfetti. Bu iki matematikg¢i, w’nin yeni bir tiir ifadesini bulmak i¢in Aritmetik
ve Geometrik Ortalama (Arithmetic-Geometric Mean (AGM)) lizerine Gauss ve Legendre
tarafindan verilen sonuclar1 kullandilar. Diger benzer sonuglar, Jonathan Borwein ve Peter
Borwein tarafindan kesfedildi.

ITI. Donem’de En Biiyiik Kesif: BBP Serileri

1995°te David Bailey, Peter Borwein ve Simon Plouffe, © i¢in yeni bir algoritma
kesfettiler ve bu algoritmaya BBP Serileri ad1 verildi (Bu serilere BBP Serileri denmesinin
nedeni; bu serileri ilk kez kesfeden ii¢ matematik¢inin bag harflerinden BBP (Bailey-
Borwein-Plouffe) olugsmaktadir.). BBP Serileri, 1995 de daha yeni kesfedildiginden, bu
serilerin yapisi tam anlamiyla anlasilabilmis degil. Ciinkdi, bu seriler birer hipergeometrik seri
oldugundan, genel terimleri karmasik yapidadir.

S6zkonusu, bu yeni seriler, matematiksel bir sabitin basamaklar1 bulunurken; 6nceki
basamaklara gerek kalmadan dogrudan sonraki basamaklar1 hesaplayabilme imkan
vermektedir. Bu durum, bize BBP serileriyle matematiksel bir sabitin basamaklarini
hesaplarken, 6nceki basamaklar bloklar halinde izole edildiginden, bunlar1 depolama imkanini
verir ki; bu bloklar siral1 olarak yanyana getirildiginde, hesaplanan matematiksel sabitin
basamaklar1 yazilmis olur.

DAVID BAILEY, PETER BORWEIN ve SIMON PLOUFFE un BBP Serileri i¢in
yaptiklar ortak caligmalar bir rapor halinde:

1.  On The Rapid Computation of Various Polylogarithmic Constants, 1997

2. The Quest for Pi, The Mathematical Intelligencer, 1997



http://www.buginword.com
http://www.cecm.sfu.ca/personal/pborwein/PAPERS/P123.ps
http://www.cecm.sfu.ca/personal/pborwein/PAPERS/P130.ps
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yayimlanmistir. Bu iki ¢galigmanin genel hatlarina bakildiginda; bu ii¢ matematik¢inin ve diger
matematikgilerin polilogaritma fonksiyonundan hareketle bu fonksiyona 6zdes olan bazi
fonksiyonlarin lineer kombinasyonlariyla bazi matematiksel sabitleri hesaplamiglardir. Bu
formiillerdeki matematiksel sabitler genel olarak 2’nin bir kuvveti tabaninda
hesaplanmaktadir. Ancak, bu formiillerin bilgisayara uyarlanmasinda 2 tabani ve daha ¢ok 16
tabani tercih edilmektedir.

Bu matematiksel sabitlerin hesaplanmasinda kullanilan algoritmalara dikkatli bir sekilde
bakildiginda; burada arktanjant fonksiyonu i¢in en iyi algoritmay1 veren Fabrice BELLARD
faktorii ortaya ¢ikmaktadir. Clinkii, benim de BBP Serileri iizerine yaptigim arastirmalarda;
dogrudan BBP formunda olup, en iyi yakinsama yapan arktanjant fonksiyonlarindan ii¢iinden
ikisini Fabrice BELLARD bulmus ve digeri de ilk kez James Gregory (1638-1675)
tarafindan bulunan, zamaninda bizlere Leibniz Serisi olarak tanitilan arktanjant
fonksiyonudur. Halbuki, bu arktanjant fonksiyonunu 1671'de ilk kez seriye acan James
Gregory adinda Iskogyal bir matematik¢iymis!

Opysa, bu serileri kesfeden Bailey-Borwein-Plouffe, 1995’de daha hizli yakinsama yapan
fonksiyonlar lizerinde ¢aligsalardi, 1997°de Fabrice BELLARD’n bir arktanjant fonksiyon
ciftine ait formiilleri daha 6nce bulmus olurlardi!

Fabrice Bellard (1973) Blason de L'Ecole Polytechnique’te bir 6grenci. Onun 20 Ocak
1997°de buldugu algoritma sayesinde, arktanjant 6zdeslikleriyle m sayisi i¢in birgok BBP
Formiilii bulunabilinir. O kendi sitesinde; “Bu algoritmay1 Taylor Serileriyle oynarken
buldugunu belirtmis!” Bu hi¢ 6nemli degil. Ciinkii, BBP serileriyle ¢alisan diger
matematikgilerin genel formdan hareketle bulduklari t sayisinin BBP Formiilleri hemen
hemen ayni yakinsama hizlarindadirlar. Ancak, Fabrice BELLARD’1n algoritmasiyla bu hizin
yaklasik olarak % 50 arttigin1 sdyleyebiliriz. Bundan dolay1, ben, bu tiir arktanjant serilerine
Stiper Arktanjant Serileri adin1 vermistim ve Fabrice BELLARD 1n buldugu arktanjant
serisine 1. sliper arktanjant serisi adin1 verdikten sonra, 29 Temmuz 2001°de kesfettigim 2.
stiper arktanjant seri ¢iftine ait formiilleri web sayfamin girisine koymustum.

Bu konuda Fabrice BELLARD, = sayisi i¢in buldugu BBP Formiilii i¢in Plouffe’nkinden
% 43 daha hizli oldugunu sdylemistir ve bunun i¢in kendi sitesinde

“The existence of a formula faster than (1) to calculate the nth binary digit of & remains an
open question.”

seklinde agik¢a meydan okumustur. Burada (1) ile kastettigi sey, m sayisi i¢cin buldugu BBP
Formiiliidiir. Bu konuda detayli bilgi almak i¢in

Fabrice Bellard's Pi Page: http://fabrice.bellard.free.fr/pi/index.html#binary

linkine tiklayiniz.

Bu bakimdan, n sayisinin BBP Formiilleri i¢in Fabrice BELLARD’ n algoritmasi bir
mihenk tasidir. Zaten, beni bu ise sokan da onun ¢alismasi ve onunla ilk kez 25 Nisan
2001°de baslayip yaklasik 1 aydir siiren e-mailleridir.

Bu konuyla ilgili yaptigim ilk ¢calisma Leonhard Euler’in Kacirdigi Kesif ve BBP
Serileridir. Bu calismadaki amac; BBP Serileri i¢in 1995°deki gibi BBP Serileri’nin



http://numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/piclassic.html
http://www-stud.enst.fr/~bellard/pi/pi_bin/pi_bin.html
http://fabrice.bellard.free.fr/pi/index.html
http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AddendumFiles/DPTeKitap7.pdf
http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AddendumFiles/DPTeKitap7.pdf
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polilogaritma fonksiyonlarindan elde edilmesi gibi agir bir calisma degildi. Zaten bu metotla
elde edilen BBP serilerinin pratikteki uygulamalar1 yeterli degildir. Bunun yerine, bu
calismada BBP serilerinin pratik bir metotla elde edilmesi ve kullanisinin da pratik olmast
esas amacimdi.

Ne yazik ki; BBP serileri ile tanismam 2001-Nisan ayiin sonlaria dogru olmus ve bu
yeni sahada esasli ¢caligsmalarim ise, ancak 2001-Haziran ayinda olmustur. Bu yeni seriler i¢in
internette bir¢ok kez sorf yaptim ve David Bailey, Peter Borwein, Simon Plouffe, Fabrice
Bellard ve Victor Adamchick’in ¢aligmalarini izleme sansim oldu. Bu bes matematik¢inin
yaptig1 ¢calismalara baktigimda; “Neden, bunlar BBP Serileri’ni daha kolay yoldan elde
edememisler?” diye kendi kendime bir soru sormustum. Ciink{i, bunlarin ¢alismalarina
baktigimda, oldukca agir matematiksel davranislar i¢ine girdiklerini goérdiim. Gergekten de,
ilk basta ben de onlarin metotlariyla birkag tane yeni BBP Serisi elde etmistim. Ancak, az
once de belirttigim gibi, elde ettigim bu BBP serilerini kullandiklar1 metot yonlendirdigi i¢in,
kullanimlar1 da pek pratik olmuyordu ve istenilen bir fonksiyon i¢in elde edilen BBP serisi, bu
bakimdan pratik olmuyordu.

Iste, bu soruya yanit bulabilmem igin; Leonhard Euler’in Kacirdigi Kesif ve BBP
Serileri ¢caligmasini yapmam gerekirmis. Cilinkii, bu yeni serilerin igerigini anlamam ancak bu
caligsma sayesinde oldu ve orada R[x] polinom halkasinda Polinomlarda Carpanlara
Ayirmadan yararlanarak Geometri Serilerine uygulamamla birlikte 4 tane yeni BBP serisi
tanimladim. Ancak, bu 4 yeni BBP serisini veren fonksiyonlar1 bir integralin alinmasi
sonucuna biraktim. Zaten, BBP serilerinde 6nermis oldugum metot da buradan ¢ikti. Ciinkii,
bu calismadan hareketle Polinomlarda Carpanlara Ayirma yoluyla bir dizi arastirma yaptim ve
sonunda bu diisiincemin dogru oldugunu gérdiim. Bu, bir fonksiyonun seriye acilimi i¢in;
eski, fakat pek 6nem verilmeyen veya dikkat cekmeyen bir yontemdir. Bu yontemde de, bir
fonksiyonun x’in kuvvet serilerine agilimi s6zkonusudur, ancak bunu yaparken Polinomlarda
Carpanlara Ayirma Ydntemi’nden yararlanilir. Iste, yeni veya daha dnce bilinip de bu konu
icin 6nemsenmeyen davranis budur. Bunu bir 6rnekle agiklayayim. Bu 6rnek, Leonhard
Euler’in Kagirdig1 Kesif ve BBP Serileri’nde yaptigim ilk érnektir:

Euler, 1779 da Petersburg Akademisi’nde iken su formiilii bulmustur. Bu formiil,
hatirlanacagi tizere,

X

Arctan—— = 2I dx+2j dx+j dx
2-x 4+x* 4+x* 4+x*
seklindedir. Ben, bu formiilden yararlanarak,
© 4n+3 4n+2 4n+1
[1] Arc tan Z 2 = +2.2 +2.2
2—-x =272 4n+3 4n+2 4n+1

seklinde Arctan fonksiyonunu x’in kuvvetlerine gore seriye agmistim. Yine, bu

2—X
formiiliin dualitesi olan

Arctan X :2I4+x dx — 2I dx+j

2+Xx 4+x*
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seklindeki formiilden yararlanarak,

4n+3 4n+2 4n+1
x™" X" X"

[2] Arctan— =Z(_21)2 -2. +2.
2+Xx 227 (4n+3 4n+2 4n+1

seklinde Arctan

5 fonksiyonunu x’in kuvvetlerine gore seriye agmigtim.
+ X

X
ve Arctan

2-x 2+x
acilimlar1 nasil yapildi? iste, kritize edilmesi gereken soru budur? Ciinkii, fonksiyonlarn x’in
kuvvetlerine gore seriye agilimlar: veya 1995°de bu serilere verilen yeni adla BBP Serileri’ne
acilimlari, burada yatan davranisla elde edilebilirler. Ne yazik ki; BBP’cilerin yaptiklar
calismalara bakildiginda; bir fonksiyonun BBP Serisi i¢in bu basit davranistan habersiz
olduklar1 goriiliir. Ciinkii, onlar BBP Serileri i¢in bu basit davranis yerine, ¢ok agir
davranislar i¢ine girmisler. Iste, matematik ve tiim bilimlerde bu karanlik noktalarin ¢6ziimii
icin; bilimde esnek diislinceli olmak gerekir. Yani, bir bilimdeki yontemler arasindaki
iligkileri gérebilmek ve bunlar1 iyi analiz edip, istenilen sonucu ¢ikartmak gerekir ki; bu
yonteme algoritma ve bu kisilere de algorist dendigini biliyoruz. Leonhard Euler, matematik
diinyasinin yetistirdigi en biiyiik algorist olarak bilinmektedir. Euler’in algoristligi, problemi
karmagikliktan kurtarip kolaylastirmasinda ve farkli yontemler kullanarak ¢6zmesinde yatar.
Ancak, onun da ne derecede bir algorist oldugunu, Leonhard Euler’in Kacirdig: Kesif ve

X

Peki, Arctan

fonksiyonunun x’in kuvvetlerine gore seriye

BBP Serilerinde gordiik. Bu durumda, Leonhard Euler’in Arctan fonksiyonunu x’in

2-X
kuvvetlerine gore seriye acilimini veya yeni adiyla BBP Serisi’ne agmay1 beceremedigini
kabul etmemiz gerekir. Kisacasi, Euler [1] formiiliinii bulamamistir. Ayrica, [2] formiiliinii de
gozden kagirmasi, Euler i¢in affedilmez bir davranistir. Ama, sonug ne olursa olsun, BBP
Serileri i¢in buldugum algoritma, onun ¢aligmasi sayesinde ortaya ¢ikmustir.

Arktanjant Fonksiyonu’nun ilk Gercek Formiilii’niin Kesfi ve -
Albiimii’niin Dogusu

1997°de Arsimet’in Metodu i¢in Taner YONDER’in Calismalar1 sonunda 3000 yildir
gbozden kagan ve onermis oldugu cokgenlerin kenarlar1 arasindaki oranlar1 bulmasiyla
dikkatim ¢ekildi. Bu haber olarak, 1997 yilinda (yalnizca haberle ilgili haber kiipiiriinii
kestigimden, tam tarih veremiyorum.) Manisal Pi dahisi basligiyla Aksam gazetesinde
cikmisti. Hatta, zamanin bagbakani1 Prof. Dr. Necmettin ERBAKAN, konuyla ilgili bir
aciklama bile yapmist1! Ancak, benim bu ¢alismaya erismem 16.8.2000°de internete
Superonline (18 aylik sinirs1z) sayesinde baglanmamla oldu. Daha sonra, Copernic 2000
programi sayesinde 31.12.2000°de

http://sci.ege.edu.tr/~durusoys/Turkey pi/index.html

adresinden Taner YONDER’in Turkey Pi adiyla tanitilan ¢alismasini aldim. Daha sonralari,
2001 ve 2002°de, yurtdisindaki pi sayisi ile ilgili bir¢ok sitede bu adresi gérdiim. Bu
calismanin yayimlanmasina hem sasirdim, hem de bir Tiirk olarak gururlandim. Neden? Bu
sorunun agilimi ¢ok genistir. Ama, bu isin kestirmeden izah1 sudur: Onlar, yani ¢cagdas iilkeler
matematige, dolayistyla insanliga katkida bulunan herkese, irkina, diline, dinine,... vb.
bakmadan ilgi gosteriyorlar. Iste, bunun icin Taner YONDER’in ¢alismasina ilgi gdstermisler.


http://sci.ege.edu.tr/~durusoys/Turkey_pi/index.html
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Daha sonra, ben bu ¢alismay1
dosyasinda esasli bir sekilde ele aldim ve 16.7.2001
tarihinde web sayfamin kiitiiphanesinde

Derya PAMUK TULUM, Archimedes, Viete ve Taner YONDER tarafindan pi icin
verilen serilerin genellestirilmesi, The MathQuake, 16.7.2001, SS. 26.

seklinde yayinlamistim. Bu ¢alismay1 yeniden bazi eklerle bu albiimde yayinlayacagim.

Tabii ki, bu konu tizerinde ¢aligmalarimi siirdiiriirken, 2001 Temmuz’unda web sayfamin
kiitiiphanesinde 10 tane PDF (Adobe Acrobat 5.0 Dosyalar1) formatli dosya yayinlamigtim.
Ne yazik ki; kiitiphanemdeki bu 10 ¢aligsma, 6zellikle BBP Serileri, Arsimet 'in Metodu
calismasini oldukga yavagslattigini ve bazen de sifirladigini sdyleyebilirim.

5 Ekim 2001/Cuma giinii saat: 20:00 civarlarinda BBP Serileri {izerine ¢alisma yaparken,
kendi kendime “Fabrice BELLARD n () yaptig1 uygulamanin bir benzeri neden Arsimet
Metodu ile, elde edilebilirse, arktanjant fonksiyonu ile yapilmasin?” sorusunu sormustum ve
bir gemberdeki yayin limitinden hareketle buldugum arktanjant fonksiyonunu klasik
arktanjant bagintilarina uygulayarak, 7’nin yeni formiillerini buldum. Yanilmiyorsam; pek
cok tarihi kaynaklar1 da kontrol etmek suretiyle w sayisi i¢in ilk defa bu formiilleri ben vermis
oluyorum. Ancak, dogrusu bu konuda o kadar da iddiali olmak istemem. Ciinkii, bu konuyla
ilgili birgok kaynaga bakmama ragmen, yine de yanilabilirim. Fakat, hi¢bir kaynakta 7 i¢in bu
tiir formiilleri gérmedigimi itiraf etmeliyim. Ayrica, boyle bir gelisme karsisinda kayitsiz
kalamayacaklar1 agik olup, bu formiillerin internete de aktarilmamis olmasi da bir gercegin
altin1 ¢izmekte oldugunu diisiiniiyorum. Sonugta, daha énceden 7t i¢in bu tiir formiiller
verilmis olsun veya verilmemis olsun bu ¢alismayla yeniden giindeme getirmis olmanin
mutlulugu i¢indeyim.

Gergi, Bir Cemberde Kiris Uzunlugunun Yay Uzunluguna Orani 'nin Yarim A¢i
Formiiliiyle Bulunmasi ¢ok dnceden biliniyor ve buradan arktanjant fonksiyonunun bulunmasi
cok basit bir davranistir. Ancak, arktanjant fonksiyonunun trigonometrik formiilden rekiirans
(cebirsel) formiiliine geg¢is (bilinen, ancak pek az 6nem verilen bir bilgi) ve © nin klasik
arktanjant bagintilarina dayali hesap sekli yeni bir davranis olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Daha 6nceden ayni davranisi, 20 Ocak 1997°de Fabrice BELLARD yapmistir.

S0z konusu, bu yeni davranisla 7 nin Geometrik Donemi’ne ve Geometrik Dénemi
Sonrasi’na iliskin Tarihi Ornekler ile birlikte diger 6rnekler esasl bir sekilde yeniden
incelenmistir.

Ote yandan, bu calismayla Taner YONDER’in; “Benim yontemimle . sayisinin hesabin,
karekok almay ve dort islemi bilen herkes yapabilir.” seklinde ¢ok arzuladigi dilegini en
genis bir sekilde yerine getirdigim i¢in, ayrica ¢cok mutluyum. Ciinkii, 1. Nesil Arktanjant
Fonksiyonu ile Pi Sayisimin Hesabi, Ver. 3 ¢aligmasi, Archimedes, Viete ve Taner
YONDER tarafindan 7 icin verilen serilerin genellestirilmesi calismasini da kapsayan en
genel haldeki ¢alismadir.

(') 20 Ocak 1997°de Fabrice BELLARD, klasik olmayan arktanjant serisini (Ben, bu tiir arktanjant serilerine
Siiper Arktanjant Serileri adin1 vermistim ve Fabrice BELLARD’ n buldugu arktanjant serisine 1. siiper
arktanjant serisi adin1 verdikten sonra, 29 Temmuz 2001°de kesfettigim 2. siiper arktanjant seri ¢iftine ait
formiilleri web sayfamin girisine koymustum.) bulmus ve pi’nin BBP Serileri’ni vermisti.
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Bu yeni ¢alismayi, Bir Cemberde Kiris Uzunlugunun Yay Uzunluguna Orani ile Pi
Sayisinin Hesabi adiyla 12 Ekim 2001°de adresi:

http://dpamuktulum.tripod.com (The MathQuake)

olan web sayfamda yayinladim. Bu dosya web sayfamin girisinde asagidaki tanitimla sitemde
yaymlanmisti!

The last revised (Turkish) Formula to compute Pi
Derya PAMUK TULUM, 12.10.2001

Bir Cemberde Kiris Uzunlugunun Yay Uzunluguna Oranit’nin limiti’nden elde edilen
arktanjant fonksiyonu: Negatif olmayan her x reel sayis1 i¢in

1-x?

1+x?

(1) f,(x)=v2+f, (), f(x)=2
olmak tlizere

(2) tan”x =Lim2""'y2 -1, (x).

n—oo

Ornek 1 (Capt 1 birim olan ¢emberin igine ¢izilen diizgiin 4.2" -genin cevresiyle pi’'nin

hesabr):
T tan'1
4
esitliginde
L0 =RF L, §0)=0
icin

m=Lim2""y2-f,(1).

n—ow

Ornek 2 (Machin'in Formiilii ile pi'nin hesabi): 1706’da Machin, pi’nin arktanjant
fonksiyonuna dayali asagidaki 6zdesligi vermistir:

T~ 4tan™ [lj —tan”' (Lj
4 5 239

Arktanjant fonksiyonunun ilk gercek sunumuyla Machin’in Formiilii:


http://dpamuktulum.tripod.com/

ef1)2 s (L] g(l]=22
5 5 5) 13

e[ forp (L), g L)_5m20
239 239 239 28561

i¢in

I 1
—Lim2™ 42— (1= aop (L],
©=Lim ( J “(5) J “(239]]

Gergi, Bir Cemberde Kiris Uzunlugunun Yay Uzunluguna Orani 'nin Limiti ok dnceden
biliniyor ve buradan arktanjant fonksiyonunun bulunmasi ¢ok basit bir davranistir. Ancak,
yeniden gozden gegirilerek elde edilen ilk gercek arktanjant fonksiyonunun trigonometrik
formiiliinden rekiirans (cebirsel) formiiliine doniistiiriilmesi (bilinen, ancak pek az 6nem
verilen bir bilgi) ve pi’nin klasik arktanjant bagintilarina dayali hesap sekli, daha 6nceden
farkedilmemis bir davranis olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

14.11.2001°de bu ¢alisma; Alper ZENGINTAS 1n uyarisi iizerine Lise Seviyesi’nde yeni
bir sunumla 1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu ile Pi Sayisinin Hesabi, Ver. 2 olarak

1. MATEMATURK (http://www.matematurk.f2s.com) sitesindeki YAZILAR
bolimiinde,

2. MATEMATIK DOSYASI (http://www.matematik.dosyasi.com) sitesindeki OZEL
KONULAR béliimiinde

yayinlandi. Bu ¢aligsma i¢in, sitemin giris sayfasinda asagidaki duyuruyu yapmistim:

“Hatirlarsaniz, en son ¢alismam olan Arktanjant Fonksiyonuyla Pi Sayisinin Hesab1
calismasini Lise Seviyesi’ne indirgemistim ve su anda bu ¢aligma:

1. MATEMATURK (http://www.matematurk.f2s.com) sitesindeki YAZILAR

boliimiinde, '
2. MATEMATIK DOSYASI (http://www.matematik.dosyasi.com) sitesindeki OZEL
KONULAR bé6liimiinde
yayinlamaktadir.

Tabii ki, bu 14 sayfalik ¢alisma Arsimet Metodu ile Pi Sayisinin Hesaplanmasinda bir
yenilikti. Simdi hedef biiyiittiim ve bu ¢alismay1 da kapsayan ARSIMET PROJESI igin
Diizgiin Poligonlar ile Cemberin Olgiimiiyle Birlikte Gelen Yeni Kesifleri 2002 nin ilk
ceyreginde yayinlayarak, yayin hayatina yeniden dénecegim. inaniyorum ki; bu albiim
Arsimet Projesi’nde en 6nemli kilometre taslarindan biri olacaktir.”

Acik olarak; Lise Seviyesi i¢in bu yeni sunumun 6nséziinde asagidaki uyariy1 yapmistim:


http://www.matematurk.f2s.com/
http://www.matematik.dosyasi.com/
http://www.matematurk.f2s.com/
http://www.matematik.dosyasi.com/

Onsoz

“Simdi, 8 Kasim 2001 tarihi itibariyle bu ¢alismay1 daha da genisleterek, yeni kesiflerin
ortaya ¢iktigini sdyleyebilirim. Ancak, bu yeni gelismeleri sizlere aktarabilmek, oldukca zor
bir istir. Clinkii, bu ¢alismada Cebir-Analiz-Geometri-Trigonometri’nin oldukca agir araglari
kullanilmustir. Ben de, Alper ZENGINTAS 1n uyarist iizerine, bu calismay: “bir lise (Ne yazik
ki; en az Lise 3) 6grencisinin anlayabilecegi” diizeyde agsagida sunmaya ¢alistim. Ciinkii, bu
calismada gecen Dizi-Limit konular1 Lise 3’te anlatilmaktadir. Ancak, bana gore; matematik
as1g1 bir Lise 1 0grencisi bile agagida en basite indirgedigim ¢alismay1 anlayabilir. Ciinkii,
insanda var olan temel giidii; dgrenme istegi sinir tanimamaktadir. O halde, bu ¢alismanin
daha iyi anlasilabilmesi icin; Ornek 7°deki pi sayisinin hesabini asagida agik bir sekilde
veriyorum: Ornek 7°deki formiillerden yararlanan bir Lise 1 6grencisi:
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caligsmasini yapabilir. Diger 6rneklerin ¢6ziimii de benzer sekilde yapilabilir.”

Ote yandan, maalesef bu tiir zorlu ¢aligmalarm yayimni igin kesin bir tarih vermek miimkiin
degil, ama bu albiimii 2002’nin ilk ¢eyreginde yayinlayabilecegimi diigiinmiistiim. Ancak,
giiniimiiziin moda deyimiyle “Evdeki hesap carstya uymadi”. Yani, 1. Nesil Arktanjant
Fonksiyonu ile Pi Sayisinin Hesabi, Ver. 3 dosyasini ve dolayisiyla bu ¢alismayla elde
edilen bu albiimii icime sinmeden yayinlamak istemedim. Yoksa, elimdeki ¢alismalari
derleyerek de bu albiimii yayimlamam miimkiindii. Fakat, bu durumda da simdi yayinladigim
bu alblimden bir¢ok giizellik yok olurdu.

Son olarak; Taner YONDER 'in Calismas: harig, iiziilerek hicbir matematikciden referans
almadigimi belirtmek isterim.

Derya PAMUK TULUM, 18.05.2002 00:56



1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu ile Pi Sayistmin Hesabi, Ver. 3

Arktanjant Fonksiyonu’nun ilk Gercek Formiilii: Negatif olmayan her x reel sayis1
igin

2

0 £6)=V2r, (). fx)=21

olmak iizere,

dizileri igin
(3) a,(x)<tan'x<b,(x)
olur ve sonugta
(4) a,(x)—=Z>tan' x =" b (x).

Not 1: Arktanjant Fonksiyonu’nun Ilk Ger¢ek Formiilii hakkinda detayl bilgi almak
icin; Diizgiin Poligonlar ile 1. Nesil Ters Transandant Fonksiyonlar/1. Ters
Trigonometrik Fonksiyonlar/1.3. Ters Tanjant Fonksiyonu, S. 11’e bakimz.

Oradaki detay bilgiye gore; a (x) ve b, (x) dizilerinin her x reel sayisinda gegerli

olabilmesi i¢in, (2) deki karekoklerin igaretleriyle x’in isareti ayn1 olmasi gerekir. Yani, (2)
formiilii:

(2)) a,(x)=2""Sen(x)2—F.(x), b, (x) = 2" Sen(x) %(’;)
seklinde olmalidir.

Asagidaki 6rnekler i¢in http://numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/pi.html
sitesindeki pigeometry.htm sayfasinda yer alan ilgili boliimleri aynen asagiya aktariyorum:

1 The geometric period

Up to the Seventeenth Century, approximations of = were founded by geometrical
considerations. Most of the methods were dealing with regular polygons circumscribed about
and inscribed in the circle. The perimeter or the area of those polygons were calculated with
elementary geometry. During this period the notation n was not used and it was not yet a
constant but just a geometrical ratio.

1.0.1 Ancient estimations

In one of the oldest mathematical text, the Rhind papyrus (from the name of the
Egyptologist Henry Rhind who purchased this document in 1858 at Luxor), the scribe Ahmes
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copied, around 1650 B.C.E., eighty-five mathematical problems. Among those is given a rule
to find the area of a circular field of diameter 9 : "take away 1/9 of the diameter and take the
square of the remainder". In modern notation, it gives

2 2
STREE
9 9
2

(A is the area of the field and d it's diameter) : so if we use the formula A = dTn, comes the

following approximation

A= 4(§j = (f) = 3.1(6049382...)
9 3

This accuracy is astonishing for such ancient time. See ([4]) for a possible justification of
this value.

On a Babylonian tablet from Susa, about 2000 B.C.E., the ratio of the perimeter of the
circle to it's diameter was founded to be

71::3123.125.
8

Not 2: Pi sayisinin tarihte ilk kayida alindig1 tinlii RAind Papiriisii’niin de bulundugu
Musir Papiriisleri hakkinda detayl bilgiyi

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Egyptian papyri.html

linkinden alabilirsiniz.
1.0.2 Archimedes' method

The famous treatise "On the measurement of the Circle" from Archimedes of Syracuse
(287-212 B.C.E.) gives the following numerical bounds for

3.14(0884...)=3%<n<3%=3.14(2857...).

Record of computation during the geometric period
Here as some other approximations founded by various mathematicians:

150 Claudius Ptolemy (Egypt) published 3.141666... in his Almagest (astronomical
treatise), the value was given in sexagesimal fractions 3+8/60+30/607.

287-212 Archimedes (Greek) gave 3.142857 with a polygon of 96 sides.

263 Liu Hui (China) gave 3.14159 with a polygon of 3072 sides.

11
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499 Aryabhata (India) gave 3.14156 with of a polygon of 384 sides

830 Al'Khwarizmi (Arabia) : 22/7 and 62832/20000. The term algorithm came from his
name.

1220 Leonardo of Pisa (Italy) : 3.141818. Also known as Fibonacci.

1430 Al-Kashi (Samarkand) : 14 digits with a polygon of 6.2%"sides

1579 Frangois Viéte (France) : 9 digits with a polygon of 393216 sides

1593 Adrianus Romanus (Netherlands) : 15 digits with a polygon of 2*° sides

1596 Ludolph Von Ceulen (Germany) : 20 digits with a polygon of 60.2*° sides.

1609 Ludolph Von Ceulen (Germany) : 35 digits with a polygon of 2% sides. He spent a
considerable part of his life with such computations. Pi was often known as the

Ludolphine Number in Germany.

1621 Willebrod Snellius (Netherlands) : 34 digits with a polygon of only 2* sides thanks
to an acceleration of Archimedes' method.

Geometrik Donem’in veya Arsimetcilerin Ornekleri:

Ornek 1 (Cap: 1 birim olan cemberin igine ve disina ¢izilen diizgiin 3.2" -genin cevresiyle
pi’nin hesabi):

n=0 n=1 n=2

n, <m<II, n, <m<II n, <n<II,

(1) —=tan'+/3

w|a

esitliginde

@) £,(3)=y2+£,,(3) £,(3)=-1

olmak tizere,

12
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r, =3a,(\3)=32""\2-1,(13)

G o 21,03
I, =3b,(3)=32 \/;%

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Not 3: 1997°de Taner YONDER (Tiirkiye), ¢aligmalari sonunda 3000 yildir gézden kagan
ve Onermis oldugu ¢okgenlerin kenarlar1 arasindaki oranlar1 bularak, n, formiiliinii

TU=0.866025403...n : ({3) : (y2+43) : (J2+2+J3) : ... n:2r = 3.14159265358979323..n
X X X X X et
3 6 12 24 3X2

seklinde klasik bir ifadeyle vermektedir.

Taner YONDER, ayn1 ¢alismada Alan Hesabiyla

$=0.375: (3): (f3) : (2+43) : ($2442403) : ..n: ¥ = 0.785388163...n : 0.25 = 3.14159265358979323..n

X X X X X
3 6 12 24 3"
3

seklinde bir formiil daha vermistir.
Taner YONDER’in ¢alismas1 hakkinda detayl bilgiyi

1. http://sci.ege.edu.tr/~durusoys/Turkey pi/index.html
2. http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AlbumFiles/DPTAlbum1-
eBook6.pdf

linklerinden alabilirsiniz.
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Ornek 2 (Capt 1 birim olan cemberin icine ve disina ¢izilen diizgiin 4.2" = 2" -genin
cevresiyle pi’nin hesabi):

n=0

n, <m<II, n, <n<II, n, <m<II,

esitliginde

olmak iizere,

O 11 _p )z [2oR0
2+1,(1)
dizileri igin
(4) n, Sn<II,

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Not 4:

1. =, formiili, tinlii Fransiz matematikgisi Frangois Vieta’nin (1540-1603) 1953°te

verdigi
\f L \F1111111
Y e B B e B Y el SRy FE P
222 2 2 vz 2 202 T 22 T2
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1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu ile Pi Sayistmin Hesabi, Ver. 3

formiiliine karsilik gelir. Unlii Ingiliz matematikgisi Lord Turnbull, 7 igin ilk ger¢ek formiiliin
bu oldugunu sdylemistir.

Bu formiil hakkinda detayl bilgiyi

1. http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AddendumFiles/MathGeo.pdf
2. http://numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/iterativePi.html

linklerine tiklayarak alabilirsiniz.

2. 1593’te Hollandali Adrian Van Roomen (veya Adrianus Romanus) nedense Vieta 'nin
Formiilii’ne itibar etmemis ki, klasik yontemle 15 ondalig1 bulmustur. Onun kullandig1

diizgiin 2°° -genlerle m sayis1 i¢in

3.14159265358979323(398...) =m,, <n<Il;, =3.1415926535897932(4743...)

seklinde bir esitsizlik elde edilir.

3. Ludoph Von Ceulen, m_ formiiliinii kullanarak diizgiin bir 2** -genle & nin 35

ondaligini hesapladi. Ludolph, bu hesap i¢in hayatinin 6nemli bir boliimiinii, 1600’de son 10
yilini, harcadi ve 1610°da 6ldiiglinde mezar tagina © nin 35 ondaligin1 veren say1 kazinarak
yazildi. Bu yiizden, 7 say1s1 Almanya’da uzun bir stiredir Ludophine Sayisi olarak
adlandirildi. Onun kullandig1 diizgiin 2* -genlerle & say1s1 igin

3.14159265358979323846264338327950288(395...)=m,, <m
<IT,, =3.14159265358979323846264338327950288(468...)
seklinde bir esitsizlik elde edilir.
Ludoph Von Ceulen hakkinda bilgi almak i¢in

Ludolph Van Ceulen's Home Page

linkine tiklayimiz.

4. 1621°de Hollandali Willebrod Snellius, diizgiin 2°° -genler i¢in Arsimet Metodu’ndaki
algoritmalarin hizlandirilmisi olan

2, +11
<M T - 31415926535897932384626433832795028(957 ...)

algoritmasina karsilik gelen gometrik bir formiille © nin 35 ondaligin1 bulmustur.

5. 1997°de Taner YONDER (Tiirkiye), calismalar1 sonunda 3000 yildir gzden kacan ve
onermis oldugu ¢okgenlerin kenarlar1 arasindaki oranlar1 bularak, = formiiliinii
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TC=0.TO?106781...n: {J2+&) : (Jz+J2+&} : 2+J2+Jz+ﬁ) D..mi2r = 3.14159265358979323..n
X X X

X X
4 8 16 32 2

1

seklinde klasik bir ifadeyle vermektedir.
Taner YONDER, aym calismada Alan Hesabiyla
S$=05: ,r_ L (2+42) : (24024 2) :

N
X X X X
1 2 4 2

r 0.785398163...n : 0.25 = 3.14159265358979323..n
n

2
seklinde bir formiil daha vermistir.

Taner YONDER’in galismas1 hakkinda detayl bilgiyi

1. http://sci.ege.edu.tr/~durusoys/Turkey pi/index.html
2. http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AlbumFiles/DPTAlbum]1-
eBook6.pdf

linklerinden alabilirsiniz.

Ornek 3 (Capt 1 birim olan cemberin icine ve disina cizilen diizgiin 5.2" -genin ¢evresiyle
pi’'nin hesabi):

n=0

w, <m<II, n, <m<II T, <m<lII,

(1) ==tan"'y5-25

r
5

esitliginde

(2) fn( 5—2\/5)2\/2+fn_1( 5—2J§j, fo( 5_2J§j:—1+«/§

2

olmak tizere,

16


http://sci.ege.edu.tr/~durusoys/Turkey_pi/index.html
http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AlbumFiles/DPTAlbum1-eBook6.pdf
http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AlbumFiles/DPTAlbum1-eBook6.pdf

1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu ile Pi Sayistmin Hesabi, Ver. 3

- :5an[ 5—26):5.2“‘1Jz—fn(\/s—zﬁj

© Hn=5bn( 5—2@]:5.2“ 2_fn( 5_2\/5)
2+fn( 5—2J§)

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Not 5: (1)’de

ve (2)’de

f,({7—40)=

|-

dir. Burada ¢ sayisina denir.

hakkinda detayl bilgiyi Golden mean veya http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/HistTopics/Golden_ratio.html linklerine baglanarak alabilirsiniz.

Ornek 4 (Cap: 1 birim olan ¢emberin igine ve disina ¢izilen diizgiin 6.2" = 3.2"" -genin
cevresiyle pi’'nin hesabi):

n=0 n=1 n=2

n, <m<II, n, <m<II n, <m<II,
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1)

=tan

v L
V3

T
6

esitliginde

olmak tizere,

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Not 6:
1. Sicilyali Arsimet, kendisini {inlii yapan Cemberin Ol¢iimii ¢alismasinda 7 igin

223 10 10 22
—=3+—<n<3+—=—
71 71 70 7

esitsizligini vermistir. Arsimet, bu ¢calisma icin; bir gemberin i¢ine ve disina diizgiin 6-genler
cizerek, kenar sayilar1 2’ye bdliinen poligonlar kullanarak ki; bu poligonlar diizgiin 6.2" -
genlerdir, cemberin ¢evresini diizgiin 6-gen, 12-gen, 24-gen, 48-gen, 96-genler ile 6lgmeye
calistyor ve en sonunda ¢emberin ¢evresi i¢in diizgiin 96-genler sayesinde yukarida kendisini
tiim diinyaca meshur matematik¢i olmasini saglayan esitsizligi veriyor.
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Archimedes 's Folygons

n=6
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Arsimet’in Metodu igin

http://www.escape.com/~paulg53/math/pi/archimedes/index.html

linkine bakiniz.

Arsimet hakkinda detayli bilgiyi

http://www.mcs.drexel.edu/~crorres/Archimedes/contents.html (7his site is a collection of
Archimedean miscellanea under continual development with the following contents . . .)

sitesinden alabilirsiniz.
Arsimet’in Calismasi ile ilgili diger 6nemli linkler:

1. Archimedes' constant

2. Archimedes' constant p

3. http://itech.fgcu.edu/faculty/clindsey/mhf4404/archimedes/archimedes.html
(Yaklasik olarak) M.O. 250 yillarinda Arsimet’in Cemberin Olgiimii ¢alismasinda 7t
icin bir ¢emberin igine ve digina diizgiin 96-genler ¢izerek, kendisini tiim diinyaca
meshur matematikc¢i olmasini saglayan esitsizligi verdigi orijinal ¢aligmasi.

4. Archimedes' Approximation of Pi, Florida Gulf Coast University.
5. Archimedes' Method of Exhaustion, Neal Carothers.

2. 263’te Cinli Liu Hui, n, formiiliinii kullanarak diizgiin 3072 = 6.2”-genler ile
3.141592(105...)=n, < <I1, =3.14159(3748...)

7 nin 5 ondaligimi bulmustur.

3. 499°da Hintli Aryabhata, = formiiliinii kullanarak diizgiin 384 = 6.2°-genler ile
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3.1415(57607...) =, <n<Il, =3.141(662747...)

7 nin 4 ondaligimi bulmustur.

4. Pi’nin Kronolojisine giren ilk ve tek Tiirk matematikg¢isi ve ayn1 zamanda Ulug Bey’
in gok bilimcisi olan Semerkant’l1 Guyasiiddin Cemsid Mesut El-Kasi (?7-1429?), wt_
formiiliinii bulmustur. Bu formiil hakkinda detayl bilgi icin

http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AddendumFiles/MathGeo.pdf

linkine tiklayiniz.

El-Kagi’nin en 6nemli eseri, Risalet-iil Muhittiye ve Miftah-iil Hesap’tir. Risate fi Muhit-
iil Daire adli eserinde diizgiin 6.2°7 -genler ile

3.1415926535891932(544...)=mn,, <n<Il,, =3.141159265358979323(05...)

esitsizligindeki w,, ile © karsilastirildiginda, E/-Kagsi’nin ©t sayist i¢in buldugu deger, bugiin
bilinen degere gore ilk 14 ondalik basamagina kadar dogru oldugunu gostermistir. Bu da onun
goriis ve hesaplama ydnteminin iistiinliiglinii ortaya koymaktadir.

5. 1579’da iinlii Fransiz matematikgisi Francois Viéte (1540-1603), =, ile IT

formiiliinii (Arsimet Metodu’nu) kullanarak diizgiin 393216 = 6.2'°-genler ile, uzun bir
hesaptan sonra

3.1415926535(56...) =, <m<I1,, =3.1411592653(656...)

esitsizligini vererek m nin 9 ondaligin1 dogru olarak bulmustur. Bu konu hakkinda detayli bilgi
icin http://numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/pigeometry.html#Viete linkine tiklaymiz.

6. 1621°de Hollandal1 Willebrod Snellius (1580-1626), Cyclometricus adl1 calismasinda
Arsimet Metodu’ndaki algoritmalardan, yani n_ ile I den ¢ok daha hizli yakinsama yapan

2n, +11,
3

algoritmasina karsilik gelen geometrik bir formiil vermistir. Ornegin, Arsimet’in Cemberin
Ol¢iimii galigmasinda 7 igin en son kullandig1 poligonlar (diizgiin 96-genler) icin Snellius

2 1 5 141592(83380...)

degerini vermistir ki; bu yaklasim Arsimet’inkinden ¢ok daha iyi bir yaklagimdir.

Willebrod Snellius’un kullandig1 metotdan baska diger Hizlandwrilmis Metotlar i¢in
http://numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/pigeometry.html#Phil linkine tiklayiniz.
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7. Gauss’un 6gretmeni olan Pfaff, 1800°de Arsimet Metodu’ndaki geometrik formiillerin
modern bir formiiliinii vermistir. Bugiin bu formiil, Pfaff Formiilasyonu olarak bilinmektedir.

Pfaff Formiilasyonu: Birim ¢gemberin i¢ine ve disina ¢izilen 6.2" —genin ¢evresi sirasiyla

u, ve v, olmak lizere, u, = 2\/5, v, =3 baslangi¢ degerleri i¢in

2u v
— n n —
(l) U,y = s Vo = Vun+1Vn

u, +v,

(2) v, <V, <..<m<..<u, <u,

seklindedir. Oysa, bu formiiller ile Ornek 4’deki formiiller arasinda
(4) un :Hn’vn :Tcn
seklinde bir iliski vardir.

Aslinda, Pfaff Formiilasyonu, Arsimet Metodu ile elde edilen a, ve b dizileri igin de
genel bir yontemdir.

Pfaff Formiilasyonu

1. http:/numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/iterativePi.html

2. http://numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/pigeometry.html

ve Genellestirilmig Pfaff Formiilasyonu hakkinda detayl bilgiyi

3. http://dpamuktulum.tripod.com/ArchimedesMethod/AlbumFiles/DPTAlbum]-
eBook3.pdf

linklerine tiklayarak alabilirsiniz.

Ornek 5 (Capt 1 birim olan cemberin igine ve disina ¢izilen diizgiin 8.2" =2""-genin
cevresiyle pi’nin hesabi):

n=0 n=1

n, <m<II, T, <m<II n, <m<II,
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(1) ==tan™ (\/E - 1)

|3

esitliginde

olmak tizere,

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Ornek 6 (Cap: 1 birim olan ¢emberin icine ve disina ¢izilen diizgiin 10.2" = 5.2 -genin
cevresiyle pi’'nin hesabr):

n=0

esitliginde
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o ftal ol
5+245 54245 54245 2

olmak iizere,

8 zfn[ ! J
Hn=10bn[ ! J:s.z“+1 5+2J5
54245 24t 1
5+245
dizileri igin
(4) n, ST<II

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Not 7: ¢ sayist olmak iizere, (1)’de

1

T _
— =tan
0

1
VAo +3

ve (2)’de

(@)

dir.
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Ornek 7 (Cap: 1 birim olan ¢emberin icine ve disina ¢izilen diizgiin 12.2" = 3.2"**-genin
cevresiyle pi’nin hesabt):

n=0

n, <m<II, n, <m<lII n, <n<lII,
(1) %:tan_1(2—\/§)

esitliginde

() f,2-v3)=2+1,,2-3) f,2-3)=3

olmak tizere,

r, =12a,(2-+3)=32"12-£,2-3)
e) I, = 12b, (2 -3)=32" 2-1,(2-3)

2+1,(2-4/3

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.
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Ornek 8 (Cap: 1 birim olan ¢emberin icine ve disina ¢izilen diizgiin 17.2" -genin
cevresiyle pi’nin hesabt):

n=0

n, <m<lII, n, <m<II, n, <m<II,

17 =17 =34 =217 = 2,17 + 317 = 4y/34 + 2417 J” V17 \/17(17;*/ﬁ)

15+Jﬁ+\/m+2\/17+3ﬁ—4 34+2\/ﬁ—\/17_2\/ﬁ +\/17(17—Jﬁ)

2

(1) % =tan”'

(= tan ' x17)

esitliginde

2

fo(xw)‘%{—Hx/ﬁh/mw\/ww\/ﬁ%m_\/17—2x/ﬁ+\/17(17-\/ﬁ)]
(2)
fn(xn):\/m

olmak tizere,

n,=17a (x,,)=17.2""J2-f (x,,)
21 (x,

2"'fn(xn)

3
G) I, =17b, (x,,)=17.2"

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.
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Ornek 9 (Capt 1 birim olan cemberin icine ve disina cizilen diizgiin 60.2" =3.5.2""-

genin ¢evresiyle pi’'nin hesabi):

n=0 n=1

n, <m<II, n, <m<II, n, <m<II,

(1) i=tan1\/8\/§\/1_“1()2\/§(=tanlx )
8+/3 +4/15+10-24/5 "

esitliginde

_\/7+\/§+\/6i5+\/§i
2

(2) f, (X60 ): 2+1,,(xg ) £ (Xso)—
olmak iizere,

n, =60a,(x,)=3.52""/2-f (x )
dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Not 8: 1596°da Ludolph Von Ceulen, n, formiiliinii kullanarak diizgiin bir 60.2*° -gen ile

7 nin 20 ondaligin1 bulmustur. Onun kullandig1 diizgiin 60.2% -genlerle 7 say1s1 igin

3.1415926535897932384626(239...) =my, <n<Il,; =3.1415926535897932384626(823...)

seklinde bir esitsizlik elde edilir.
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Ornek 10 (Capt 1 birim olan cemberin icine ve disina ¢izilen diizgiin 120.2" =3.5.2""-

genin ¢evresiyle pi’'nin hesabi):

n=0 n=1 n=2

n, <m<II n, <m<II,

(1) " =tan J V22-3)3-+5)- (2+[)(5+[)( )
120 847 22—33—5)+ 2043 )5+ 45)
esitliginde
(2) fn(Xlzo): 241, (X0 )5 fo(X120):\/4+\/7+\/§;\/a5+_\/§)

olmak tizere,

n, =120a, (x,,)=3.5.2"2 2=, (x,,)

2 (Xp)
IT. =120b =3.5.2m [£7 W)
n n(XIZO) 2+t ( 120)

(3)

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.
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Geometrik Donem’in veya Arsimetcilerin Ornekleri’nin Genellestirilmesi
Cetvel ve Pergelle Diizgiin Poligonlar’in Cizimi ve Fermat Sayisi

M.O. 400 yillarinda Eski Yunanlilar pergel ve cetvelle 3, 4, 5, 6, 8 ve 10 kenarli diizgiin
poligonlari ¢izebildikleri halde, 7, 9, 11, 13,... kenarl diizgiin poligonlarin ¢izim yollarin
aramiglar ve bulamamislardi. Fermat, bu problemi ¢ozdii. Tek say1 kenarli diizgiin bir
poligonun yalniz pergel ve cetvelle ¢izimi; ancak bu sayinin bir Fermat asal sayisi,

F =27 +1

seklinde yazilabilen bir asal say1 veya bu tiir asal sayilarin ¢arpimi olan sayilar veya bu
sayilarin 2% kati olan sayilar olmasi halinde yapilabilirdi.

Pierre De Fermat’in matematiksel calismalar: hakkinda: Yeri gelmisken, burada
Fermat’in matematiksel ¢caligsmalar1 hakkinda kisaca bilgi verelim. Fermat, eserlerini ve
buluslarini genellikle yayinlamaz ve birgok teoremlerini de karalamalar seklinde birakirdi.
Hatta, baz1 teoremlerin sadece ifadelerini yazdig1 goriilmiistiir. Yani, ispata bile gereksinim
duymamuistir. Bu ylizden, basit gibi goriinen bir problemini Euler, tam 7 yi1lda ancak
ispatlayabilmistir.

Fermat, n" —n ile ilgili teoremini de yine ispatsiz vermis ve bu problemin ispat1 da daha
sonra Leibniz tarafindan verilmistir.

y> =x? + 2 Diofant Denklemi’nin (pozitif) tam sayilar kiimesindeki ¢dziimiiniin ispatini
verebilmek ¢ok zor olmakla birlikte, bu denklemin pozitif tamsayili ¢oziimiiniin x =5,y =3

icin denemeyle oldugu derhal goriilmektedir. Iste, bu sayilar disinda bu Diofant denkleminin
hicbir x ve y pozitif tamsayili ¢6ziimii olmadigini yine Fermat gostermistir. Fakat, yine bu
ispat1 ortadan kaldirmisti. Ancak, 6liimiinden pek ¢ok yillar sonra, Fermat’a ait bu ispat
bulunmustur.

Son olarak; Fermat’in Son Teoremi’nden bahsedelim:

Fermat’in Son Teoremi: n>2,n €N ve x,y,z pozitif tamsayilar1 i¢in

denkleminin pozitif tamsayilarda ¢6ziimii yoktur.

Kendisi bu teoremin ispatin1 yazili olarak vermemistir. Oliirken, ¢alismalarinin birgogunu
da yaktigindan, bize bilgi kalmamistir. Bilgisayarla n <100.000 i¢in dogru oldugu
anlasilmistir. Fermat, bu problemi ¢ok ilging bir yolla ¢dzdiigiinii sdylemektedir. Ileri siirdiigii
ve ¢0zdiigii problemlere bakilirsa, bu problemi de ¢6zme olasilig1 fazladir.

Fermat’in Son Teoremi’nin ¢éziimiinti 100 y1l i¢inde verecek ilk kisiye, profesor Paul
Wolfskeh (Almanya), 1908’de 100.000 marklik (? Euro) bir para birakmistir. Bu problemi
2007 yilina kadar ilk ¢6zene bu 100.000 marklik paranin verilecegi s6ziiniin hala gecerli
oldugu belirtilmektedir. Ancak, bu konunun uzmanlarina gore; “Biiyiik bir olasilikla 2007
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yilina kadar da bu problemin ¢ozlimii yapilamayacaktir. Bu siire yine 1 yiizyil daha
uzatilabilir.”

Diinyaca bu iinlii probleme 151k tutmak i¢in ben de zamaninda yaptigim calismadan ¢ikan
sonucu vereyim: Fermat’in Son Teoremi i¢in

Fermat’in Son Teoremi < Derya PAMUK TULUM un iddiasi

iliskisi gozoniine alinirsa, asagidaki iddia bilgisayarla yapilacak olan arastirmalar sonunda
negatif sonug verirse, Fermat’in Son Teoremi’nin dogru oldugu sonucuna varilabilir.

Iddia (Eisenstein-Schonemann Kriteriyle Elde Edilen Sonu¢-1997): p>2,p P ve
primitif x,y,z pozitif tamsayilart icin p|x iken pJ/y ve p/z (p|ly ikenp[x ve p|z)
olacak sekilde

XP +yP =2F

Diofant denkleminin pozitif tamsayilarda ¢6ziimiiniin olup olmadiginin arastiriimasi
yeterlidir.

Cetvel ve Pergelle Diizgiin Poligonlar’in Cizimi Uzerine
Diizgiin bir m-genin pergel ve cetvelle ¢izimi, bilindigi iizere
x™ =1

denkleminin rasyonel koklere sahip olmasina baghdir. Eger, bu denklemin hig¢bir rasyonel
kokii yoksa, bu diizgiin m-gen pergel ve cetvel yardimiyla ¢izilemez. Bunun gibi, 2" kati olan
diizgiin 2" m -genler de pergel ve cetvelle gizilemez.

Gauss bir teorem ispatlayarak cetvel ve pergelle ¢izilen diizgiin k-genlerin ancak
k=2"m=2"pp,...p,

seklinde oldugunu ifade etmistir. Bu ifadedeki p. sayilar1 (Fermat Asallar1) birbirinden farkly
asal sayilar olup

p, =2% +1

seklindedir. Burada t =0,1,2,3,4 i¢in p =3,5,17,257,65537 asallar elde edilir. Ancak, t=5
icin Euler 1732°de

2% 11=641.6700417

oldugunu ispatlayarak, 6. Fermat sayisinin asal olmadigini gdsterdi.
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Unlii Rus matematikgisi Pervoushin t=12 ve t =23 i¢in Fermat sayilarinin asal
olmadigini kanitladi.

Fermat sayilarinin asal olup olmadigi derin matematiksel diisiincelerle anlagilmistir.

Burada 2% +1 ve 2% +1 sayilarinin ¢ok biiyiik bir say1 olmasi nedeniyle, bu sayilarin tam
olarak yazilmasi ¢ok zaman istemektedir. Bugiin F; (6. Fermat Sayis1) in 6tesinde higbir

Fermat asal1 bilinmemektedir. Ayrica, Fermat Asallari’nin sonsuz sayida olup olmadigi da
bilinmemektedir.

Sonugta, cetvel ve pergelle ¢izilen diizgiin poligonlarin kenar sayilari
k=2"m=2"p,p,...p,
formunda olmak tizere,
k=3,4,5,6,8,10,12,15,16,17, 20, 24,30,32,34, 40,48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, ...
seklindedir.

Sonuc (Genellestirilmis Geometrik Donem’in veya Arsimetcilerin Ornekleri: Cap: I
birim olan ¢emberin i¢ine ve disina ¢izilen diizgiin 2"k -genin ¢evresiyle pi’'nin hesabi):

1)

T -1
—=tan X
k

esitliginde

@) £,(x)=42+F (), f,(x)=22"%
olmak iizere,

n, =ka, (x)=k2"" /2~ f (x)
21, X)
2+1 (X)

()

1, =kb, (x)=k.2"

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.
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Not 9: Cetvel ve pergelle diizgiin 2" k -genler ¢ap1 1 birim olan gemberin i¢ine ve disina
cizilebildiginden, x sayis1 cebriktir. Bunlardan yalnizca k =3,4,5,6,8,10,12,17,60,120 i¢in
Ornek 1-Ornek 10 verilmistir.

x sayisinin Bulunmasi:

) m.) ek —ek
itan — =tanh| —1i =
LI
ek +e kK
ve
em :—1:i2
oldugundan,
2 2
¢ ik -ik
itan - =———
ik +1 kK
olup, buradan x sayis1
.2—1 -_2_1
_t _lk —1 k
X=tan—= P
ik 41k

ik -1
x= i+1
i +i
dir. Buna gore, baglangi¢ degeri:
8
ik +1
f0 (X) = 4
ik

olarak bulunur.
Simdi de, k =2 i¢in sonug geregince elde edilen 6rnek lizerinde duralim. Bu 6rnegin

simdiye kadar tanimlanan hicbir arktanjant fonksiyonuyla yapilamayacagi gergegini dile
getirdikten sonra, bu 6rnegin geometrik anlami; say1 dogrusundaki iki noktadir.
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Ornek 11 (Capt 1 birim olan ¢emberin igine ve disina ¢izilen diizgiin poligonlarin
¢evresiyle pi’'nin hesabr’'nda Ozel Bir Ornek):

n=0 n=1 n=2
n, <n<II, n, <m<II, n, <m<II,
(1) T e tan”w
2
esitliginde

olmak tizere,

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.
2 Beyond the geometric period

Simdi de Pi sayist icin Klasik Arktanjant Bagintisiyla asagida verilen Tarihi Ornekleri
inceleyelim:

Not 10: Pi sayisi icin Klasik Arktanjant Bagintistyla verilen Tarihi Ornekleri; T nin
arktanjanta dayali hesaplarina tiim diinya tarafindan en popiiler matematik programlarindan
biri olarak kabul edilen Mathematica programinda Help Browser/Getting Started-Demos
mentisiindeki:
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1. Demos/Calculating Pi/Computing t with Series/A Series Based on Arctangent-

Another Arctangent Identity.

2. Formula Gallery/Trigonometric Formulas/ Another its Arccotangent Identities.

bolimlerinden bulabilirsiniz.

A Series Based on a Arctangent

Historically the calculations of the first few tens of digits of © were based on various

identities involving the arctangent function. Here is such an identity, developed by Machin in

1706.

16tan™ l —4tan™ L =7
5 239

Arctangent has the following series representation.

This sum converges much faster.
o (1) 2n+l1 2n+1
n= z( 1) o L] 4L
o 2n+1 5 239

Ornek 12 (Machin-1706):

esitliginde

olmak iizere,
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T, :l6an(l]—4an(Lj:2“+
5 239
(3) 1 | 2—fn(;] 2—fn(2;9]
Hn=16bn(gj—4bn(—]=2“” 4 S -

NS
Q_
[\
|
ar)

=
VR
| —
N——
|
Q_
N

|
z’_b
VR
N‘
U | =
\O
N——
N—

239

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Not 11: Machin’in Formiilii’niin ispat1 i¢in

http://www.escape.com/~paulg53/math/pi/ereg/index.html

linkine bakiniz.
Another a Arctangent ldentity

In the spirit of the last series, Lehmer in 1938 used the following identity to calculate .

88tanl[Lj+8tan1[Lj—20tanl(—l j—40tan1(—1 j:n
28 443 1393 11018

This sum converges even better.

w (_1)n 2n+1 2n+1 2n+l 2n+l1
n=Y 1) 88(ij + S(Lj -~ 20(L) -~ 40(;j
o 2n+1 28 443 1393 11018
Ornek 13 (D. H. Lehmer-1938):

(1) T~ 22tan™ (ij +2tan” (Lj —5tan” (Lj ~10tan ™' (#j
4 28 443 1393 11018

esitliginde
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fn(i bt L), fOHZ@

28 28 28) 785
fn(L _|avt L] fo( 1 j:196248

) 443 443 443) 98125

£ 1 e 1 ot 1 _ 1940448
1393 1393 1393 970225
£ 1 st 1 £ 1 _ 242792646
11018 11018 11018 ) 121396325

olmak iizere,

nn :88an L +8an L _2Oan 1 _40an 1
8 443 1393 11018
— o+l 99 2_fn i +2 2_fn L -5 2_fn L -10 Z—fn ;
28 443 1393 11018

(3) I, = 88bn(ij + 8bn(ij - 20bn(Lj -~ 40bn(Lj
28 443 1393 11018

2_f“(218j 2_f“(44113j z_f“(13193j _f“(n(lnsj

— 22| 22 42 - K10 1
24f [ 24f 24f ] 24f
28 443 1393 11018

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.
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Another its Arctangent Identities

T -1 1 -1 1 _ a1
—=tan —+tan — =tan —+tan —+tan —
4 2 3 8
a1 g1 _ _
=2tan —+tan — =3tan —+tan —
3 7
a1 a1 - - _
=4tan —-—tan —— =4tan —-—tan —+tan —
5 239
-1 a1 1 _ _
=5tan ——ta —_—— — =5tan —+2tan —
03 117
- - -1 -1 -1
=6tan —+tan — -3 —_— =8tan ——tan —— —_—
268 515
_ _ _ _ | -1 - 3583
:Stanl——Z ! —tanl— =8tan — —tai l——tnl——a !
452761 1393 100 515 371498882
g1 1 11 g 1 a1 a1 1 a1
=12tan —+3tan —+5tan —+8tan —— =12tan —+8tan —+3tan —+8tan ——
307 18 99 239 307

Pi say1si i¢in diger arktanjant formiillerini

Arctangent Formulas for Pi, R. Williams, Calif. Instit. of Technology

linkinde bulabilirsiniz.

Ornek 14 (Euler-1706, Hutton-1776):

1)

1

T
4

esitliginde

olmak iizere,

41 o1
=tan —+tan —
2 3
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dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Ornek 15 (Hutton-1776):

(1) T otan” L tan L
4 7
esitliginde
2) 3 3 3) 5
7 7 7 5

olmak tizere,

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.
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Not 12: Euler, 1779 da Petersburg Akademisi’nde iken bir bagka hesaplamasinda,

X X X 2
Arctan X =2I ! Z dx+2j x Z dx+I X 7 dx
2-x  p4+x 0 4+x y 4+X

integral hesabin1 ¢ikarmigtir. Bu integral hesabinda x = % , daha sonra x = 2 alinmaktadir.

1 1. . .
Arctan— de buradan bulunmus oluyor. Daha sonra, Arc tan; icin de ayni seyi yapmis ve
T _2Arctan 1 + Arc tan%

olarak alip, bunu r’li hesaplarinda kullanmigtir.

Johann Friedrich Pfaff da (1765-1825), n sayisin1 Euler Formiiliine uygulamistir. Yani:

= 2Arctan l + Arc tan%

= S5Arctan l + 2Arctan i
79

N3 |3

olarak verilmektedir.

Ornek 16 (Euler-1755, Pfaff):

esitliginde

olmak iizere,
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dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Ornek 17 (Klingenstierna-1730, Buzengeiger): Matematik profesorii olan Karl
Buzengeiger de (1771-1835) Freiburg’da bu formiile yeni bir sekil vermistir. Bu formiil:

=8tan™ i— tan ™! L—4tan‘1 L

T
4 10 239 515

1)

seklindedir (Klugel, Worterbuch 1, Sa: 666’da ayni formiil bu haliyle mevcuttur.). Bu

formiilde
) e (L) )
10 10 10) 101
(2) fn(L = [2+f Lj, fo(Lj:M
239 239 239 ) 28561

()2 b (L) [ L) 265224
515 515 515) 132613

olmak tizere,

dizileri i¢in
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esitsizligi gecerli olup,

(5) m, 22 sme T1

dir.

Ornek 18 (Herman-1706):

(1) Z=2tan' = —tan™ 1
4 7
esitliginde
o) priala) o)
) 2 2 2) 5
i) prels) el
7 7 7) 25
olmak iizere,

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Ornek 19 (Strassnitzky-1844):

b o1 o1 o1
—=tan —+tan —+tan —
4 2

)

esitliginde
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(el o)
0 i)yl )
1) 1 1) 126
o3l )6

olmak iizere,

a

=

Il

B

o

=
VR
o | —
N——

+

N

o

|
N——

+

N

o

=

|
N——

Il

\S]

=]

+
Q_

\S]

|
)
Do | —

+
Q_
[\

|

)—b

=
7\
DN | —
N——
+
Q_
[\

|

y—b

=
7~ N\
0| —
N——
N,

2+f

|
=
[l
N
o
7~ N\
| —
N——
+
N
(o
|
N
+
S
(o
=
7\
0 | —
N—
Il
N
=
T
(3]
=
+
[\)
|
:’_h
VR
DN | —
N—
+
[\)
|
:’_h

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Ornek 20 (Pascal SEBAH):

1)

1 1 -1

=&tan" —_—
1024

r L+3tan’ L+4tan
4 21 239

£ 1)2 forr, (L), gfL)o40

21 21 21 221
(2) fn (L = 2 + fn—1 L]: f0 (Lj = 57120
239 239 239 28561

3 3 3 ) 2097134
fl——1=]2+f |—1| f, =
1024 1024 1024 ) 1048585

esitliginde

olmak iizere,
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T, :32an(ij+12an(ij+l6an(ij
21 239 1024
=2""8 [2—f, L +3,[2—1, L +4. 21, 3
21 239 1024

(3) 1, :32bn(ij+12bn(ij+16bn(i]
21 239 1024

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Not 13: Pascal SEBAH, PiFast programi i¢in hizli bir yakinsama yapan (1) deki formiili
bulmustur ve bu formiile PiSebahl adin1 vermistir. Gergekten de, m sayisina Sebah formiilii
ile Machin Formiilii hemen hemen ayn1 hizda yakinsama yaparlar.

Bu konu hakkinda detayli bilgi i¢in

http://numbers.computation.free.fr/Constants/PiProgram/Pi Sebahl.pifast

linkine tiklayiniz.

Ornek 21: Her x gercel sayis1 i¢in gegerli olan

(1) tg'x+tg” L
X

N

esitliginde

olmak iizere,
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“n(X)=2an(X)+2an(§j:2n(m+m
Hn(x)=2bn(X)+2bn(§j:2n+l m+

()

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Not 14: Not 1’e gore (3) deki karekoklerin igaretleriyle x’in isareti ayn1 olmas1 gerekir.

Ornek 22 (Wetherfield-1996):

1 1
=2tan' — +tan ' ——

03 V2 202

esitliginde

olmak tizere,

dizileri igin



1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu ile Pi Sayistmin Hesabi, Ver. 3

—_~~

4) n, Sn<II,

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Ornek 23:
(1) T tan —pan
6 V3 43
esitliginde
1 1 1 13
f|l—1|=.2+f ,|—= | f =—
@) (M] 1(36J °(3ﬁJ
1 1 1
f|l——|=2+f | —=| f|—=|=
“(ME] “(4ﬁj °[4\F3J 49
olmak iizere,

ST N PSR Ej =il

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Ornek 24 (Derya PAMUK TULUM-29.07.2001):

1
=tan ' — + tan"~

0 4 V2 V2 +1
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esitliginde

olmak tizere,

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Ornek 25 (Derya PAMUK TULUM-29.07.2001):

1 V2 -1
=tg —=+2tg"
N I W

1)

A3

esitliginde

f, ﬁ}\/”ﬂw(ﬁ]’ f(ﬁj:%

J2-1) V2 -1 J2-1) 4442
f“( ]_\/2”“‘1[2\5—1} f°[2\/5—1J_ 3

olmak iizere,
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_ 1 V2 -1  nsl _ L . ) J2 -1

nn_4an(mj+8an(ﬁ]_2 ’ f“(zﬁJ 2\/2 f“(zﬁlﬂ

3
() 1 =4b [LJ—I—gb [\/E_ljzzmz 2\/5_1]
' ' 2\/5 ! 2\/5—1 ]
242 -1

dizileri i¢in
(4) n, <n<II

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Ornek 26 (Derya PAMUK TULUM-29.07.2001):

V2-1 2

tg
242 -1 5

1) =3

esitliginde

242 -1 242 -1 272 -1 3
(3 )
5 5 5 27

V2 -1 V2
¥ 0 —o24b (\5—1]_% [Q]:wg ; 27 o2 ) 2_f"[5]
" "2v2-1) s V2 V2

dizileri i¢in
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(4) n, Sn<II,

esitsizligi gecerli olup,

n—oo

(5) =, >n———T1
dir.
Ornek 27 (Derya PAMUK TULUM-29.07.2001):
W) Zew g 2
8 V2 +1 22 -1
esitliginde
c(N2=1) e (V221 (V2-1)_ 42
@) "\V2 +1 V2 +1) W2+l 3
V2 -1 V2 -1 J2-1) 4+42
fn PO 2+fn—l = | fo =
242 -1 242 -1 242 -1 3
olmak iizere,
n, =8a, V2-1 +8a, V2-1 =22 [2—f V2-1 + [2-f V2-1
V2 +1 242 -1 V2 +1 22 -1
(3) 2-f V2-1 2-f V21
V2 -1 V21 s V2 +1 202 -1
1, =8b, +8b. ) N
V2 +1 22 -1 J2-1 V2 -1
2+f1, 2+f
V2 +1 242 -1
dizileri igin
(4) n, ST<II
esitsizligi gecerli olup,
(5) m, n—»m 57T < 0¢—n Hn

dir.
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Ornek 28 (Derya PAMUK TULUM-29.07.2001):

(1) 3—n=tg’1 —1 +2tg’1 —\5_1
4 24242 W2 -1-1

esitliginde

f[;J: 24 f 1[;J fo[;}z(w?s)
(2) ’ 2+2\/5 . 2+2\/§ 2+2\5

fn(LJ\/%fM(L} fo[ V2-1 } 2-2-2442
2 2 -1 2

J2-1-1 W2 -1 V2-1-1

olmak iizere,

, _{ ! }ﬁ{ V21 Jz 2—f[;J+2 - {LJ
3 M Wae2v2 ) 3 TlodV2o1a1) 3 \W2+242 2VV2 11

(3) 2—an ! } 2—fn£\/5_1}
o :fb[ | J+§b[ J2-1 J o2 24242) 2211

"3 N Vae2d2) 3 af2-1-1) 3 2+fn[ 1 J 2+fn[ N J
2+242 242 -1-1

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Not 15: Ornek 24, 25, 26, 27 ve 28’deki formiilleri, 29.07.2001°de web sayfamin
girisinde yaynladigim 2. Siiper Arktanjant Formiilleri i¢in bulmustum. Bu konu hakkinda
detayl bilgi i¢in EK1’e bakiniz.

Ornek 29 (Knop):
1) Z= > tan™ 2; —tan L tan L rtan L tan b an g
p— k+k+1 3 7 13 21 31
esitliginde

48
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2
(2) fn[;j: 2 +fn_l(;j’ fo( 1 j:2k(k+1)(k +k+2)
k?+k+1 k*+k+1 kZ+k+1 (k2+1xk2+2k+2)

olmak tizere,

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Ornek 30:
(1) r_ Ztan ! - = tan? —+tan '—+tan ' —+tan' — +tan ' — +
4 = 2 0
esitliginde

2(2k> ~1)2k> +1)
(2k% — 2k +1)2K> + 2k +1)

—~~
N
~—
z’"‘a
7 N\

0o
N—
Il
N
+
?"*7
/:ﬁ\
N
~ | =
N
N—
o
VD
N
~ | =
8o
N—
Il

olmak tizere,

dizileri igin
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esitsizligi gecerli olup,

(5) m, 22 sme T1

dir.
Ornek 31:
(1) L Z.O:tarl_1 _— 4tan ———
4 = 5k* +9k +5 5k* +11k +5
=2tan"' l+tan’1 i+tan’1 L+tan’1 L+tan’1 —
9 21 43 47
esitliginde
( 1 2k +1)(5k +4)(5k + 9k +6)
*\5k? +9k+5)  25k* +90k’ +131k? + 90k + 26

(S A

(2) +9Kk +5 5k +9k +5
( 1 2k +1)(5k +6)(5K° + 11k +4)
LSk 4 cr s ) (57 + 6k + 2fsK? + 16k +13)

fn(_ . 1 - 2+fn_1(2;j
S5k +11k+5 5k +11k+5

olmak tizere,
ﬂn=42an(%j+an(—z 1 )
=0 S5k +9k +5 Sk=+11k+5

:2n+1z 2_fn(2;j+ 2_fn(2;)
k=0 S5k” +9k +5 Sk”+11k +5

o0 1 1
3) T =45 [—— J4b [—
G) . kzz;‘ “(5k2+9k+5j n[5k2+11k+5j

Y L R Y
5k +9k+5 N 5k +11k+5

:21’1+2 -
% ] i
2410 | 5 24f | 55—
S5k” +9k +5 S5k” +11k+5

dizileri igin
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esitsizligi gecerli olup,

dir.

Ornek 32:

esitliginde

olmak tizere,

dizileri igin

(5) , now o ®en Hn
_it -1 1 -1
= an 3 +t 3
P 4k -2k +1 4k +2k +1
=tan —+tan”" —+tan" —+tan"' — +tan ' — +
1 4k(2k —1)2k* —k +1)
f0 2 2 2
4> —2k+1) (4K +1)(21< —2k+1)
1
e o) TV e s
(2) — +1 4k -2k +1
1 4Kk 2k+1)(2k2+k+1)
f0 2 2 2
4k +2k+1)  (ak +1)(2k +2k+1)
| sl
bl e e o7 ol 72
4k” +2k +1 4k +2k+1

B
e
I

(2;}3(%
- 4k -2k +1 4k +2k +1

J

eI |
4k* -2k +1

4an[—2 ! j+bn(—2 !
o 4k° -2k +1 4k- +2k +1

J

4k* +2k +1

51

o) Pl
4k2_2k+1+ 4k* +2k +1
2+fn[1 j fn[l j
4k* =2k +1 4k* +2k +1
(4) n, Sn<II,
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esitsizligi gecerli olup,

(5) m, 22 sme T1

dir.
Ornek 33:
(1) r_ Z:tan’1 L +tan ! ! —tan ———
4 = 4k* +2k +1 2k’ +k 4k* +3k
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
=tan —+tan —+tan ——tan —+---
18 21 38
esitliginde
( 1 4k(2k +1)2k* +k +1)
k> +2k+1) (ak? +1) 2k + 2k +1)

fn [2; = 2+fn—1 (2;)
4k- +2k +1 4k- +2k +1

( I 2(2k% +k —1)2k* +k +1)
"2k + k) (K +1)ak” —2k + 12k + 2k +1)

(2) 1
f“[2k3+k \/2 b 2k3+k]
( L) 204K +3k — 14K +3k +1)
L4k’ +3k (k> +1)ak> +1)

(LI Ty vy
4k’ +3k 4k’ + 3k

olmak tizere,
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T A Er R Psey
&M 4k 2k +1 2k* +k "\ 4k? + 3k

s R R ety
o1 4k* +2k +1 2k’ +k 4k’ +3k

“( Ik2 2k ) (21(31 kj "( Ik31 3kj
k=1 1
n( 31 j
4k’ + 3k

) Pl
4k* +2k +1 N 2k’ +k B

! 2+fn(21 ) 2+fn(31 ) 2+fn( 31 )
4k +2k +1 2k’ +k 4k’ +3k

s

_ 2n+2

~
Il

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.
Ornek 34:
n_N 1
R T G
=tan ' l+ tan ' i+ tan ! L+ tan L+ tan ! L+
17 99 577 3363
esitliginde
f, 1 :2(1—\/_)4 +(1+\/_)
(-2 +(v2) ) -v2) +(iev2)" +

fn 2k 1 2k \/2+fnl[ 2k 1 21(}
(G R G i +{v2)

olmak iizere,
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M

w
0

S (1)a 1 2N (L1 | 1
Rn—8;( 1) n[(l—ﬁ)2k+(l+\/§)2kJ 2 ( 1) \/2 fn[(l—\/E)Zk+(l+\/5)2kJ

k 2‘f“[(1—ﬁ>”‘i(1+ﬁ)2kJ

2+f

_ e (L) 1 _ n3NO (L
L e T I

li-ariear)

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Ornek 35 (FibonacciPi):

(1) E:Z:tan*1 Lo ran L itan' Lian Lsan Lo
4 I 2 5 13 34 89

2k+1

esitliginde

0) fn(

E,F
Fya Foa Fya FiFas

olmak iizere,

dizileri igin

esitsizligi gecerli olup,
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(5) m, —=22 et Tl

n

dir.

Ornek 36 (LucasPi):

(1) E:ZZ:tan*1 L o an 'L ctan L ioman ' L2tn' Lo2tan' Ly
4 k=0 2k+3 L3 3 47
esitliginde

L,+L
(2) fn( 1 j:\/z_'_fn_l( 1 ), fo( 1 Jzz 2+ 4k+5
L2k+3 L2k+3 L

olmak iizere,

dizileri i¢in

esitsizligi gecerli olup,

dir.

Not 16: Ornek 35 ve Ornek 36 ile n sayisinin klasik arktanjant bagimtilariyla Fibonacci
Sayilari ve Lucas Sayilari i¢in 6zdeslikleri verilmistir. Bunlardan Ornek 35’deki (1)

formiiliine FibonacciPi ve Ornek 36’daki (1) formiiliine LucasPi de denilmektedir.

7 nin Fibonacci Sayilartyla Hesaplanmast:

S 4 1 a1 a1 -1 a1 a1
:Ztan =tan ' —+tan ' —+tan ' —+tan ' —+tan ' — +---
k=1 2k+1 5 13

89

ENg

7 nin Lucas Sayilariyla Hesaplanmasi:
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% =tan” l-l— 22“[31(1

k=l 2k+3

1

Genel olarak; her k dogal sayis1 arktanjant 6zdeslikleri:

Fibonacci Sayilari igin:

-1 1 -1 -1 1
tan —— =tan + tan
F2k F2k+1 F2k+2
Lucas Sayilari igin:
tan ' = tan "' +tan”'
2k+1 L2k+1 L2k+3
seklindedir.
Ozel durumda her m dogal sayis: arktanjant 6zdeslikleri:
Fibonacci Sayilar igin:
1 < 1
tan” — =) tan”'
F2m k=m F2k+1
Lucas Sayilar i¢in:
tan” — =tan"' +2) tan™
2m 2m+1 k=m 2k+3

seklindedir.

Uyari: Not 16°da Fibonacci Sayilart ve Lucas Sayilari igin verilen bilgiler agagidaki

mesajlardan ve bir linkten alinmigtir.
1. Yahoo! Groups pi-hacks Messages Message 433.htm
From: Shane
Date: Fri Sep 7, 2001 5:55 am
Subject: LucasPi

URL: http://groups.yahoo.com/group/pi-hacks/message/433

2. Yahoo! Groups pi-hacks Messages Message 436.htm

From: Shane Findley, Dover NH

=tan l+2tan*1 l+2t2uf1 i+2tan* i-i—
7 18 47
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1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu ile Pi Sayistmin Hesabi, Ver. 3

Date: Sat Sep 8, 2001 12:34 am
Subject: D.H. Lehmer ?

URL: http://groups.yahoo.com/group/pi-hacks/message/436

3. Pive Fibonacci Sayilari, Pi ve Lucas Sayilart hakkinda detayli bilgiyi

Pi and the Fibonacci Numbers

linkinden alabilirsiniz.

Ornek 37 ( ):
(1) % =tan"' i+ tan”' ¢L3
= tan™' (d) - 1)+ tan ™' (2(1) - 3)
esitliginde

olmak tizere,

dizileri igin


http://groups.yahoo.com/group/pi-hacks/message/436
http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fibpi.html

1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu ile Pi Sayistmin Hesabi, Ver. 3

esitsizligi gecerli olup,

(5) m, 22 sme T1

dir.

Not 17: Burada ¢ sayisi

olup, buna denmektedir ve ardisik iki Fibonacci sayisinin birbirine orani

F;H n—oo q)

dir.
Burada yeni sunumla n-inci Fibonacci Sayis1 (Derya PAMUK TULUM-1995):

n—1
Fo=5m ; [2k+J5 (n=12,...)

seklindedir.

Simdi, ¢ sayisi ile Fibonacci Sayist arasindaki

¢ﬂ = F 1(1) + Fn
1 n+
( ) ¢*ﬂ :(_ 1)“71 (Fnd)_FnJrl)

iliskisinden ¢ sayisini bulalim. Ornegin, (1) esitligi nedeniyle
d)n = Fn+1¢ + Fn
¢n+l = Fn+2¢ + Fn+1

(I)n + (I)n+l = (Fn+l + Fn+2 )(I) + (Fn + Fn+1 )= Fn+3¢ + Fn+2 = (I)n+2

oldugundan,
¢n+¢n+1:¢n+2:>¢2_¢_1:0

ve sonucta, bu denklemin
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_1+\/§

b=

kokine denmektedir.

Not 18: hakkinda detayl1 bilgiyi Golden mean veya http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/HistTopics/Golden_ratio.html linklerine baglanarak alabilirsiniz.
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http://www.mathcad.com/library/constants/gold.htm
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Golden_ratio.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Golden_ratio.html

Ekler

EK 1: Asagidaki ¢alismayi, 29.07.2001°de sitemin girisine koymustum.

2
Intro: 2. Siiper Arktanjant Formiilleri (29.07.2001): < |a| say1sl igin
V1++2

+2(1+\/_)3 +2\/_(1+\/_) +8(1+\/_)
+16(1+J_)
—2(1+ﬁ) -

(1+\/_)

Pa)=(1+42)
+8(1+\/—)
Qufa)={1++42] 2
+8(1+\/—)

8n+4

+2\/—(1+\/—) (1+\/—)

+16\/_

8n+4

8n+7

olmak iizere,

(1) ve (2) formiilleri, 2. Siiper Arktanjant Formiilleri’dir. Bilindigi gibi, bu siiper
arktanjant formiilleri, pi'nin n-inci basamagini hesaplamak i¢in yeni formiillerin bulunmasinda
kullanilmakta olup, 1. Siiper Arktanjant Formiilleri’ni 20 Ocak 1997 de Fabrice BELLARD

vermistir.

2. stiper arktanjant formiilleri, Fabrice BELLARD 1n arktanjant formiillerine gore daha iyi
bir yaklasim vermesine karsilik, m nin BBP Formiiliinii veren 6rnege rastlanamamistir.
Asagidaki 6rnekler, yukaridaki formiillerle t nin bir BBP Formiilii i¢in yalnizca birer
yaklagimdan ibarettir.

Eger, (1) ve (2) formiilleriyle 7 nin BBP formiiliinii bulan bir matematik¢i olursa,
kendisini simdiden TEBRIK EDERIM.

-1 \/5_1

T
1l ==
] G-

L2
\/§—2+1

n L2 L1
21 —=2t +tgT ——
Pl =t st s

no 2-1 1
3] ==t +tg” —
[] 4 s V2 +1 s V2
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Ekler

-1 \/5_1 —tg_lﬂ
242 -1 5
-1 \/5_1 —1\/5_1

+1

[5] Z=tg g
8 242 -1 V2 +1

J2 -1
212 -1-1

[6] =2t +tg!

1

2+2\/5
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Ekler

EK 2: Asagida Pi sayisinin Tarihi Gelisimi’ni anlatan linkler var. Bu linklerden 2. linkle Pi
sayisinin Kronolojisi'ni agik bir sekilde asagida veriyorum. Bu kronolojiye baktigimda;
Semerkand’l1 bir Tiirk matematikg¢i olan Al-Kashi (El-Kasi) den bagka higbir Tiirk
matematik¢isini géremiyorum, géremiyorum, géremiyorum,...

1. Pisayisinin Tarihi:

1. http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/index.html

2. A history of pi, Lazarus Mudehwe.

3. history of Pi
2. Pi Through the Ages, J. J. O’Connor and E. F. Robertson , Univ. of St. Andrews.

3. Ancient Pi: Knowers of the Universe, Charles William Johnson, Earth/matriX
Science in Ancient Artwork, 1998.

4. Pinin Kronolojisi:

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Pi_chronology.html

A chronology of pi

Pre computer calculations of &t

Mathematician Date Places Comments
1Rhind papyrus 2000 BC 13.16045 (= 4(8/9)%)
2 Archimedes 250 BC 33.1418 (average of the bounds)
3|Vitruvius 20 BC 13.125 (= 25/8)
4 Chang Hong 130 13.1622 (=+10)
5Ptolemy 150 33.14166
6 Wang Fan 250 13.155555 (=142/45)
7Liu Hui 263 53.14159
8 Tsu Ch'ung Chi 480 73.141592920 (= 355/113)
9|Aryabhata 499 43.1416 (=62832/2000)
10 Brahmagupta 640 13.1622 (=+10)
11/ Al-Khwarizmi 800 43.1416
12 Fibonacci 1220 33.141818
13 Madhava 1400 113.14159265359
14 Al-Kashi 1430 143.14159265358979
150tho 1573 63.1415929
16 Viéte 1593 93.1415926536
17 Romanus 1593 153.141592653589793
18 Van Ceulen 1596 203.14159265358979323846
19 Van Ceulen 1596 353.1415926535897932384626433832795029
20 Newton 1665 163.1415926535897932
21/Sharp 1699 71
22 Seki Kowa 1700 10
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Ekler

23 Kamata 1730 25
24 Machin 1706 100
25De Lagny 1719 127O0nly 112 correct
26 Takebe 1723 41
27Matsunaga 1739 50
28 von Vega 1794 140 Only 136 correct
29 Rutherford 1824 208 Only 152 correct
30 Strassnitzky, Dase 1844 200
31/Clausen 1847 248
32 Lehmann 1853 261
33Rutherford 1853 440
34 Shanks 1874 707 Only 527 correct
35/Ferguson 1946 620

General Remarks:

A. In early work it was not known that the ratio of the area of a circle to the square of its
radius and the ratio of the circumference to the diameter are the same. Some early texts use
different approximations for these two "different" constants. For example, in the Indian text the

Sulba Sutras the ratio for the area is given as 3.088 while the ratio for the circumference is given

as 3.2.

B. Euclid gives in the Elements XII Proposition 2:

He makes no attempt to calculate the ratio.

Circles are to one another as the squares on their diameters.

Computer calculations of ©t

Mathematician Date Places Type of computer
‘F erguson Jan 1947 710 Desk calculator
Ferguson, Wrench Sept 1947 808 Desk calculator
Smith, Wrench 1949 1120 Desk calculator
Reitwiesner et al. 1949 2037 ENIAC
‘Nicholson, Jeenel 1954 3092 NORAC
Felton 1957 7480 PEGASUS
Genuys Jan 1958 10000IBM 704
Felton May 1958 10021 PEGASUS
Guilloud 1959 161671BM 704
Shanks, Wrench 1961 100265 IBM 7090
‘Guilloud, Filliatre 1966 2500001IBM 7030
Guilloud, Dichampt 1967 500000 CDC 6600
Guilloud, Bouyer 1973 1001250 CDC 7600
Miyoshi, Kanada 1981 2000036 FACOM M-200
Guilloud 1982 2000050
Tamura 1982 2097144 MELCOM 90011
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Ekler

‘Tamura, Kanada 1982 4194288 HITACHI M-280H
Tamura, Kanada 1982 8388576 HITACHI M-280H
Kanada, Yoshino, Tamura 1982 16777206 HITACHI M-280H
Ushiro, Kanada Oct 1983 10013395 HITACHI S-810/20
\Gosper Oct 1985 17526200 SYMBOLICS 3670
Bailey Jan 1986 29360111 CRAY-2

Kanada, Tamura Sept 1986 33554414 HITACHI S-810/20
Kanada, Tamura Oct 1986 67108839 HITACHI S-810/20
‘Kanada, Tamura, Kubo Jan 1987 134217700 NEC SX-2

Kanada, Tamura Jan 1988 201326551 HITACHI S-820/80
\Chudnovskys May 1989 480000000

Chudnovskys June 1989 525229270

Kanada, Tamura July 1989 536870898

Chudnovskys Aug 1989 1011196691

‘Kanada, Tamura Nov 1989 1073741799

Chudnovskys Aug 1991 2260000000

‘Chudnovskys May 1994 4044000000

Kanada, Tamura June 1995 3221225466

‘Kanada Aug 1995 4294967286

Kanada Oct 1995 6442450938

‘Kanada, Takahashi
Kanada, Takahashi

General Remarks:

A. Calculating 7 to many decimal places was used as a test for new computers in the early

days.

Aug 1997 51539600000 HITACHI SR2201
Sept 1999206158430000 HITACHI SR8000

B. There is an algorithm by Bailey, Borwein and Plouffe, published in 1996, which allows the
nth hexadecimal digit of & to be computed without the preceeding n- 1 digits.

C. Plouffe discovered a new algorithm to compute the nth digit of 7 in any base in 1997.

Article by: JJ O'Connor and E F Robertson

Reference (One book/article)
Other Web sites:

Simon Fraser University (Tables of Computations)

JOC/EFR September 2000
The URL of this page is:

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/HistTopics/Pi chronology.html
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