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1.1. Trapez ve Orta Nokta Yaklasikliklarinin Genel Formiilleri. Genel olarak Vp € N icin q|p yada g = 1,---, p bolenlerine gore araligin h = b — a boyu i¢in
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seklinde T, trapez formiilii ve U, orta nokta formiilii vardir (Bkz. “4._Piobert-Parmentier Metodu nun O Uzerine Genisletilmesi”, S. 1, (2.1). Bu, (1.1)’in gelistirilmis en
son seklidir). Bu formiiller Werner Romberg'in 1955 tarihli “Vereinfachte numerische Integration (Basitlestirilmis Sayisal Integral)” ' tezinde kullandig1 formiillerin

genel seklidir. Romberg bu formiilleri tezinde p = 8’in ¢ = 1,2,4,8 bélenlerine gore yalnizca ana hatlariyla verdi (ki anlagmali notasyon kullanimindan dolay1 hemen
terk edildi ve giiniimiizde bu formiillerin modifikasyonlar1 kullanilmaktadir. Bkz. (1.14)) ve bu érnegi p = 16’nin bolenlerinin sayis1 v(16) =v(2*) =4 +1=5
oldugundan q = 1,2,4,8,16 bolenlerine gore Ty, T,, Ty, Tg, Ty trapez ve Uy, U, Uy, Ug, Uy orta nokta yaklasikliklarina genigletti. Bir sonraki 6rnekte p = 12’nin
bolenlerinin sayis1 da v(12) = v(22.3) =2+1)(1+1)=32=6 oldugundan q = 1,2,3,4,6,12 bolenlerine gore T1,T,,T5,T4,Te, T, trapez ve
Uy, Uy, Uz, Uy, Ug, Uy, orta nokta yaklagikliklarini verdi. Fakat Romberg bu formiillerin 2 < a asalii¢in p = a’nin v(a™) = n + 1 bélenlerinin sayisina gore trapez ve
orta nokta yaklasikliklar1 igin kullanilabilecegini tahmin edemedi (Bkz. “Romberg Integrali 2016-2019”, 2018). Ciinkii elinde boyle bir ekstrapolasyon yoktu!

Simdi Rombergin bu formiillerini giinimiizdeki sekle dontistiiriirsem su sonuglar ¢ikar: Eger (1.1)’deki toplamlardaki fonksiyonlarda

(12) f§k=f(a+§k.z> f(a+k) i) = f(a+§<k+%).g>=f(a+<k+%)g)=:fk+%

dontisiimlerini kullanirsam (ki fonksiyonlarin bu sekildeki yazimi Sheppard’da da mevcuttur. Bkz. “W. E Sheppard: Some quadrature formulas, Proc. London Math.
Soc., 32, 1900, pp. 258-2777, S. 259, 268). Sheppard anlagsmali notasyonlar kullanmistir. Ona gore 259. sayfada z,, = f(x,,) = f(xg + mh) ve 268. sayfada zm orta
2

ordinatindan esit uzaklik uzakliktaki (komsulugundaki) ordinatlar Zmy gy = f (xm — %mah) ve Zm(l ta) = =f (xm + %mah) dir) trapez ve orta nokta formiillerini
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seklinde giiniimiizdeki gibi yazmis olurum. Bu formiiller Prof. Byrnjulf Owren (Norveg Bilim ve Teknoloji Universitesi) tarafindan 2011 tarihli “Werner Romberg:
Vereinfachte numerische Integration” tezinin 4. (dergide 152) sayfasinda verildi. Ayrica bu formiilleri Romberg'in tezindeki formiillerinden nasil elde edildigini RIK

3’tin 5-10. sayfalarinda yer alan “1.6. Romberg’in Orijinal Metodu™nda 3 doniistimle vermistim ama en kisa sekli bu oldu!

Romberg’e gore bu formiiller i¢in aritmetik ortalama soyle mevcuttur (ki bunu 2018’de p-trapez yaklagiklig: i¢in genellestirmistim. Bkz. S. I, (2.3)):

T, + U,

(1.4) Tzq = 2

1.2. Romberg’in Trapez ve Orta Nokta Yaklagikliklari. (1.1)’e gére p = 8’in ¢ = 1,2,4,8 bélenleri i¢in T, trapez formiilii ve Uj orta nokta formiilii su gekilde olurlar:
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Bu vyaklasikliklardaki h farklari i¢in suna dikkat etmek gerekir: Toplamlarin disinda h =b —a iken fonksiyonlarin iglerinde h = % yani r =

0,1,2,3,4,5,6 7,%, %, g, %,;,%,E 15 icin f, = f (a + 7. ) dir. Yani bu yaklagikliklar1 h farklarina gore bu sekilde hesapladiginiz zaman Romberg’in hesapladig: gibi

hesaplamis olursunuz ki bunlari nasﬂ degifre ettigimi RIK 3’teki S. 8-10°daki “1.6.1. Romberg’in Metodu nun Desifrasyonu” ve RIK 4’teki S. 23-24’teki “1.2.1. Romberg

Metodu Hakkindaki Ilk Gozlemim” gdstermistim. Tek bir kusurum var (ki bu aslinda bir hata degil Romberg'in uygulamasindan elde edilen sonugtur): (1.31) ve

(1.42)°deki toplamlarin disindaki kesirlerin paylarinda 1 yerine h = b — a yazilmasi gerekiyordu ama o yaklagikliklar1 f fonksiyonlarina gére ¢ozerken Romberg’in
orneginde h = 1 — 0 = 1 idi ve bu hatay1 simdi (1.5)’te diizelttim!

' Romberg'in orijinal tezi “Vereinfachte numerische Integration, Det Konglige Norske Videnskabers Selskabs Forhandlinger, Bind 28, 1955, Nr. 7”dedir. Arastirmalarima gore bu tez 3
yerde gegiyordu (Bkz. “1.6.4. Romberg’in Orijinal Makalesi Pesinde!”, S. 12). Hepsiyle temas kurdum ve Heidelberg Universitesi Kiitiiphanesi ile yazigmamda bana sunlar énerildi: “1
Kiitiiphanemize gelip makaleyi isteyebilirsiniz. Sonra PDF’de tarayabilirsiniz. 2. Almanya’da degilseniz, bir sonraki kiitiiphanenizden Uluslararas: kiitiiphaneler arasi odiing verme
talebinde bulunabilirsiniz, ancak bu pahalidir. 3. Baska bir olasilik daha var. Makale su dergide yayilanmistir: ‘Det Kongelige Norske Videnskabers Selskab Forhandlinger’, Bd. 28(1955),
say1 7, sayfa 30-36. 4. Belki de cevrenizdeki bir kiitiiphane bu dergiye sahiptir.” Bunun tizerine ben de Romberg gibi 3. yer olan NTNU’ya bagvurmak zorunda kaldim ve 2011’de
Romberg'in makalesi hakkinda bir makale yazan Byrnjulf Owren’den 23.12.2018, 04:10’da (Trondheim/Norve¢’te 02:10) orijinal makaleyi istedim ve 09:11 (Trondheim’da 07:11) bana
gonderdi. Soyledigine gore, kendi makalesini yazarken bu makaleyi bir meslektagindan almis ve o da bana gonderdi. Kendisine buradan bir kez daha tesekkiir ederim, ¢iinkiit Romberg’in
makalesini dijital olarak bulmak miimkiin degildi (Bkz. “Sayisal Integral Yontemleri: Integrallerin Etkin Hesaplanmasi Icin Yontemler (Numerische Integration — Verfahren zur effizienten
Berechnung von Integralen)”. Alexander Thomaso 2018 tarihli bu yiiksek lisans tezinde Romberg'in makalesini olmadan yazmigstir). Bu nedenle web sitemde yayimladigim Romberg’in
orijinal makalesi ve yeniden diizenledigim sekli dijital olarak ilk baskilardir!



https://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerine_genisletilmesi/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerinde_genellestirilmesi.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/ole_amble_metodu/some_quadrature_formulas.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/ole_amble_metodu/some_quadrature_formulas.pdf
https://www.ntnu.no/ojs/index.php/DKNVS_skrifter/article/view/1458
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Béliim 1: Kalan Terimsiz Romberg Integrali Yontemi
Bu yaklagikliklar arasinda (1.4)’e gore ¢ = 1,2,4,8 i¢in

Ty, + Uy

(1.6) Tzq = 2

aritmetik ortalama bagintis1 vardir. Romberg tezinde ilkin T; ve U;’i hesapladiktan sonra bu bagintiya gore T,’yi hesaplar ve sonra U,’yi hesapladiktan sonra T,’ti ve
sonunda U,’ti hesapladiktan sonra Tg’i hep bu bagintiya gore hesaplar. Sonra bu yaklagiklar1 tablonun ilk stitununa sirali bir sekilde yazar ve bunlara Richardson
ekstrapolasyonunu uygulayarak tablodaki 2-4. stitunlardaki degerleri elde eder!

1.3. 2. Tiir Lineer E-ATA Ekstrapolasyonlarinin Uygulanmasi. Romberg ilkin Huygens'in 1654’teki algoritmasini ya da (2.50)deki Richardson ekstrapolasyonunu
k = 1 i¢in trapez yaklagikliklarina
T,-T, 4T, —-T,

T,—T, AT,—T, To—T, 4Ts—T,

(1.7) SZ=T2+22_1— 3 ,S4_=T4+22_1— 3 ’58=T8+22_1_ 3
ve orta nokta yaklagikliklarina
_ Up—U; 4U,-U; Uy —U; 4U,— U,
(1.8) VZ—U2+22_1— 3 ,V4—U4+22_1— 3

seklinde Takabe ya da Saigey formatinda uygular (Bkz. “Béliim 2: Kalan Terimli Romberg Integrali Yontemi”, 2.5.7.2. Takabe Algoritmast, S. 26).

Ikinci olarak yakinsakligi hizlandirilmis ya da bu ilk ekstrapolasyonik trapez ve orta nokta yaklagikliklarina da Richardson ekstrapolasyonunu k = 2 icin

Se—S, 165,—S5,
24—1 15

Sg—Ss 16S5—S,
24—-1 " 15

Vo—V, 16V, —V,
24—1 15

(19) R,=S,+ ,Rg = Sg + MWy =V +

ve tigiincii olarak bu ikinci ekstrapolasyonik trapez yaklasik ¢iftine Richardson ekstrapolasyonunu k = 3 i¢in

(1.10) Qs =Rg+—5— = —3

seklinde uygular. Fakat Romberg (1.5)’teki trapez ve orta nokta yaklagikliklarina (2.50)deki Richardson ekstrapolasyonunu Saigey gibi ortak bir sekilde (iteratif) degil
trapezin T’sinden itibaren trapez yaklasiklarinda S, R, Q ve orta nokta yaklagikliklarinda V, W, (X) degiskenlerini alfabetik olarak atayarak kullandu!

Bu yaklasik degerler asagidaki tabloda listelenmistir:

Artan Siral1 Yaklasik Degerler Tablosu (Tabelle der Ndherungswerte wachsender Ordnung)

Kalan Terim (Rest Prop.)

h? h* h® h®
T, = 0,785398163
U; = 1,110720735
T, = 0,948059449 S, = 1,002279878
U, = 1,026172153 V, = 0,997989293
T, = 0,987115801 S, = 1,000134584 R, = 0,999991566
U, = 1,006454543 V, = 0,999882006 W, = 1,000008187
Tg = 0,996785172 Sg = 1,000008296 Rg = 0,999999876 Qg = 1,000000008
Ug = 1.001608189 Vg = 0.999992737 Wz = 1.000000120 Xg = 0.999999991
Tablo 1.1. Romberg’in tablosu. Bu tabloda Romberg I = 1’e eristigi ilk deger olan Qg’de tabloyu durdurur. Oysa Xg’i de hesaplamasi gerekiyordu, ¢iinkii aralik uzunlugu stitunundaki
her satir bir gift T trapez ve U orta nokta yaklasikliklarindan olugsuyordu. Yani h’de 1 satir eksiktir ve bu yiizden kirmiziyla gosterdigim son satir1 ekledim. Tablodaki degerler MADAS
ATG-20 adl1 10 basamakli, dolayisiyla sondaki rakamlar yuvarlatilmis bir hesap makinesinde hesaplanmistir (Bkz. “Romberg’in MADAS ATG-20’si”, S. 38). Buna gore tablodaki ilk
siitundaki aralik uzunlugu 8h = 1’dir ve h% h*, h® ve h® ifadeleri Richardson ekstrapolasyonundaki katsayilar1 sifirlamaya dayanan eliminasyon yontemine gére kalanlar1 gosterir.

Aralik Uzunlugu (Intervall-Linge)

8h

4h

2h

Romberg, 2. tablonun altinda su agiklamalar1 yapar: “Qg’in 8 ondalik dogrulukla I = 1’e (ve Ole Amble’in dis noktalardan olusan yaklasikliklar icin 2. tablodaki Qg’in
10 ondalik dogrulukla bile | = 1’e) karsilik geldigini gorebiliriz. Hangi yontemi kullanacaginiz tamamen f}, 'nin nasil hesaplanabilecegine baglidir. Eger bulmalari kolaysa,

daha ince bir bolme kullanmak daha iyidir. Sayisal hesaplamalari ¢ok fazla ¢alisma gerektiriyorsa, burada belirttigimiz gibi yiiksek yaklasiml bir yontem onerilir (Bkz.
‘ANHANG”).”

Eger Rombergin bu son uyaris: geregince 14.5.2003’te (ki bu tarih Romberg’in 5.2.2003’teki 6limiinden itibaren 98. giinii gosterir) kesfettigim (2.39)daki E-ATA
ekstrapolasyonundan m = 2 i¢in elde edilen (2.51)deki ekstrapolasyonumuzu kullanirsak Tablo 1.1dekinden daha iyi yaklasik degerler elde ederiz:

Artan Sirali Yaklasik Degerler Tablosu

Aralik Uzunlus Kalan Terim
- st hjz hij+1 h2j+2 h2j+3

64h = hy T, = 0.78539816339744830961 ...
U; = 1.1107207345395915617 ...

16h = h, T, = 0.98711580097277541227 ... S, = 1.0005636434777972191 ...
U, = 1.006454542799563932 ... V, = 0.99950346335022875672 ...

ah=h, Tie = 0.99919668048507229329 ... S;c = 1.000002072452558752 ... Ri6 = 0.99999987021324409137 ...
U, = 1.0004017081549652956 ...  V,, = 0.99999818584532538658... W, = 1.0000001259335414518 ...

h=h, Tea = 0.99994980009210122621 ... Sg, = 1.000000008065903155 ... Res = 0.99999999997026921156... Q4. = 1.0000000000019559087 ...

Ugs = 1.0000251001429512867 ... Vg, = 0.9999999929421503528... W, = 1.0000000000288045683 ... Xgzu = 0.99999999999805860086 ...
Tablo 1.2. Bu yeni tablodaki aralik uzunlugu hy = 64h = 1’dir ve trapez ve orta nokta yaklagikliklarin1 j = 0,1,2,3 i¢in T2; ve U,2; formunda goz 6niine alirsaniz hf, hy;,q, hS; ., ve

h3; . ifadeleri (2.51)deki ekstrapolasyondaki katsayilar: sifirlamaya dayanan eliminasyon yéntemine gore kalanlar1 gosterir. Buna gore Rg,’tin 10 ondahigi 9 ve Wy, iin 10 ondahgi 0
iken Qg,’tin 11 ondalig1 1 ve X¢,’iin 11 ondahig1 9’dur (Bkz. “Romberg Integrali 2: Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim”).
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Bu tabloyu olusturabilmek i¢in Romberg’in Tablo 1.1’de hesaba katmadig1 Ty ¢, Tg4 trapez ve U4 orta nokta yaklasikliklarinin da hesaplanmasi gerekir. Ayrica trapez

ve orta nokta yaklagikliklar: icin Romberg’in belirttigi gibi Tablo 1.1 ve 1.2’dekinden daha yiiksek bir yaklagim yontemi olarak E-ATA ekstrapolasyonumuzda mnin

degerleri arttirilarak elde edilen ekstrapolasyonlar: verebiliriz!

1.4. Romberg’in Diger Trapez ve Orta Nokta Yaklasikliklari. Romberg tezinde 1.2’deki trapez ve orta nokta yaklagikliklarinin genellestirilebilecegini de soyledi.

Bunun i¢in [a, b] araligini 8n esit pargaya bolerek h = bs;na farkina gorem = 1,2,---,8n — 1 igin f (a + mh) fonksiyon degerlerinin mevcut oldugunu ve n = 1 i¢in bu

fonksiyon degerlerine gore (1.5)'teki T;; trapez ve U, orta nokta formiillerini verdi. Ancak ona gére p = 8n = 2"ye karsilik ¢ = 1,2,4,8, -, 2" bélenleri gelecekti ve n

sayisini bu sekilde yani hep 2’nin kuvvetleri olarak diisiiniiyordu. Yani ona gore bir sonraki 6rnek i = 4, ondan sonraki 6rnek i = 5 olacak ve bu boyle devam edecekti!

Su halde bu isleme gore VieN i¢in p = 2t ve j = 0,1,-+,i icin ¢ = 2/ bélenleriyle (1.1)’den

2J-1 2/-1

2J-1 2/-1

h h
(1.11) T2j =h kz=0 fZi'jk - 2_] kz=0 fZi_jk ’ UZj =h kz=0 ff%(,(_%) - E z fzi—j(k+%)

formiilleri elde edilir ki bu toplamlardaki farklar

(1.12)

21 2

k=0

b—a

= h;

seklinde ortaklastirirsak (ki boylece T,; = T; ve U,; = U; seklinde yazabiliriz) (1.2)’ye gore

i

(113) £, = f(a +§—]k£> =f(a+ kz—h]> = Fat k) = fi F i) =f<a+§—j.<k +%)§> =f<a+ (k+%>2£]) - f<a+ (k +%) hj) = fod

Werner Rombergin

Resim 1.1. “Vereinfachte numerische Integration” adl1
makaleyle amaci, standart bir sayisal integral yontemi olan trapez kuralinin
yakinsama hizini artirmakti. Lewis Fry Richardson 1927’de bugiin “Richardson
Ekstrapolasyonu” olarak adlandirilan yontemin 6zel bir durumunu ortaya koydugu
i¢in bu amaca sahip ilk kisi o degildi. Ancak, burada s6z konusu olan temel fikirler
bundan ¢ok daha eskiye dayanmaktadir; zira Christiaan Huygens 1654te “De
Circuli Magnitudine Inventa”adl eserinde m'yi hesaplarken bu ekstrapolasyonun ilk
iterasyonunu kullandi ve Takabe wnin bir asimptotik formiliinde bu
ekstrapolasyonu kullanarak 41 ondahigini buldu (Bkz. “Tefsujutsu Sankei (1722)”).
Bu sonugla Richardson ekstrapolasyonu Seki Kowa'nin 6grencisi Katahiro Takebe
tarafindan 1710’dan 6nce, muhtemelen 1695’ten énce kesfedildi (Bkz. RIK 4, S. 25,
2.1. Richardson Ekstrapolasyonu). Bu son gelismeyi sunun i¢in verdim: Romberg bu
ekstrapolasyonu (1.7)-(1.10)’da Takabe ya da Saigey gibi kullanirken Richardson
ekstrapolasyonunu kullandig; ileri siiriilerek tezine gélge diistirmeye caligtilar. Fakat
Tokyo Universitesi'nden Dog. Dr. Naoki Osada 18.3.2012°de 70. dogum giinii igin
Claude Brezinski'ye adadigy “Yakinsakligi Hizlandirma Yontemlerinin Erken
Tarihi” makalesinde bu durumu ifsa edince ekstrapolasyonun tarihi daha da geriye
gitti!

seklinde yazilabilir.

fonksiyonlarini ayni farka gore yazmis olur ve boylece trapez ve orta nokta formiillerini
en sade sekilde soyle bulmus oluruz:

2/-1 2/-1

19 T=hy Y foUy=h ) fo1
k=0 k=0 2

Bunlar RIK 3’teki (1.43)’teki formiillerdir. Bu yaklagikliklardan sadece trapezdeki ilk
degerk = Oigin fy = f (a + 0. hj) = f(a) alinamaz, ¢iinkii trapez metodunda tanim
geregi

019 o LOIO

seklinde alinmak zorundadir. Romberg tezinde bunu sdylemeden uygulamasini
yaparken, Owren makalesinde bunun béyle oldugunu agikea soyler (Bkz. S. 4).

1.5. Romberg’in Trapez ve Orta Nokta Yaklasikliklarinin Modifikasyonu. (1.14)’teki
trapez formiilii

2/-1 2/-1 2/-1

n:hj;fk=hjfo+hj;fk=xo+kzzlf(a+khj)

esitliklerine gore (ki hy = % =b —a=higin hyfy =:K, dersek h;f, = % fo=
b-a)fo _ hofo _ Ko
oy o

2/-1

(1.16) T; = % + Z f(a+kh))
k=1

ve orta nokta formiilii

2i-1 2J 2/ 2! 1
U=ty ) Fea =ty ) foya=ty ) fa=h ) f(a+(k=3)n)
k=0 k=1 k=1 =1
27

=n, Z f(a+ 2k = Dhjys)
k=1

esitliklerine gore

27
(117) Up=h; Y fla+ @k = Dhyy,)
k=1
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Béliim 1: Kalan Terimsiz Romberg Integrali Yontemi

Bunlardan orta nokta formiilii bu sekilde modifiye edilmisken trapez formiilii ona bagli olarak su sekilde modifiye edilebilir: Bu yaklagikliklar arasinda

(1.18) Tipy = Ui/
- _]+1 - 2
aritmetik ortalamasi mevcut oldugundan orta nokta formiliinii
Uy = 2Mea =T,

seklinde yazabilir ve bunu (1.17)de yerine koyar ve gerekli islemleri yaparsak trapez formiiliinii

T i
(119) Ty =241y ) fla+ 2k - Dhy)
k=1

seklinde yazmis oluruz. Bu, trapez formiiliiniin ilk indirgeme bagintisidir ve eger bu indirgeme islemine devam edilirse j. adimda (1.16) elde edilecektir (Bkz. “1.6.3.
K,'nin Ky'a Indirgenmesi”, S. 10-11 ve “Teorem 1.3”,S. 20-1). Yani (1.16)’daki indirgemelerden (1.19)’a gore

j U 2/-1
(120) Y LE= " fla+khy)
k=1 k=1
ozdesligi elde edilecektir!

1.6. Romberg’in Trapez ve Orta Nokta Yaklagikliklar1 I¢in E-ATA Ekstrapolasyonlari. (1.14)teki T; trapez ve U; orta nokta yaklagikliklari igin lineer
ekstrapolasyonlarin

1. Romberg Integrali: Mathematica'da Tablolamayla Sembolik Bir Yaklasim, 11.6.2023.

Bu programda “Richardson ekstraspolasyonu” olarak bilinen bu ekstrapolasyon Seki Kowa'nin 6grencisi Katahiro Takebe tarafindan 1710°dan once,
muhtemelen 1695’ten once kesfedildi (Bkz. “Tetsujutsu Sankei (1722)”, “2.1. Richardson Ekstrapolasyonu”, S. 25). Ayni sey en biiyiik Japon matematikei Seki

Kowa'nin da bagma geldi. O da 2"-genle ¢emberin ¢evresini olgerken “Aitken &% Islemi” olarak bilinen ekstrapolasyonla s;5 =
3.1415926487769856708, 514 = 3.1415926523865913571 ve sy, = 3.1415926532889927759 degerlerini bulmustu (Bkz. “Katsuyo Sampo (1712)”. Bu
konuda S. 8-10’daki “5.3. Takakazu Seki”den gerekli bilgileri alabilirsiniz). Iste Seki Kowa'min 6grencisi Katahiro Takabe burada devreye giriyor ve Seki
Kowa’nin algoritmasini Richardson ekstrapolasyonuna gevirerek m'nin 41 ondaligini hesapliyor (Bkz. “6.2. Katahiro Takabe”, S. 218-220).

Bu konuda RIK 3’iin 21-22. sayfalarinda “2018 Tiirk-Japon Dostlugu Icin Katkilarim”da séziine ettigim ¢alismalarimdan biri sudur:

1. “Takabe’nin Algoritmas:”, Romberg integrali 2016-2019, 27.06.2019, 04:14:19, S. 75-80.

Bu galigmalada simdi “Richardson ekstrapolasyonu” olarak bilinen ekstrapolasyonu ilk kesfedenin Katahiro Takabe oldugu anlasilmaktadir. ingiliz meteorolog
Lewis Fry Richardson bu ekstrapolasyonu 1927°de kesfetti ve Naoki Osada’nin bildirdigine gore Takabe bunu 1695ten 6nce kesfetmisti. Ciinkii Takabe’'nin
bu ekstrapolasyon hakkindaki ¢alismasi Naoki Osada’nin “6.2. Katahiro Takabe”de bildirdigine gore ve daha agik sekliyle anlattigim yukaridaki ¢aliymamdan

goruldigi tizere ginimiizdeki gibi agiktir. Ayni sekilde Alexander Aiken’nin 1926’da kesfettigi algoritma ya da ekstrapolasyon da Seki Kowa’ya aittir!

2. Romberg Integrali 2: Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 16.6.2023,
3. Romberg Integrali 3: Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 17.6.2023,
4. Romberg Integrali m: Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 17.6.2023

ve yiiksek mertebeden ekstrapolasyonlarin

5. Mathematica Ile Kuartik Diskestirim Uzerindeki Trapez Yaklasiklikligina Sembolik Bir Yaklasim, 23.6.2023,
6. Mathematica Ile Nonik Diskestirim Uzerindeki Trapez Yaklasiklikligina Sembolik Bir Yaklasim, 24.6.2023,

7. Mathematica Ile p?-inci Mertebeden Diskestirim Uzerindeki Trapez Yaklasiklikligina Sembolik Bir Yaklasim, 24.6.2023

linklerini verebilirim (Bkz. Web sitemin ana sayfasindaki “Programlar” meniisiine). Fakat bunlar Romberg'in tezinde “Eger bulmalar: kolaysa, daha ince bir bolme
kullanmak daha iyidir. Sayisal hesaplamalari ¢ok fazla ¢alisma gerektiriyorsa, burada belirttigimiz gibi yiiksek yaklasimli bir yontem onerilir (Sind sie leicht zu finden,
teilt man besser feiner ein. Erfordert ihre numerische Berechnung viel Arbeit, dann empfiehlt sich eine Methode hoher Niherung, wie wir sie hier angegeben haben).”
seklinde ileri stirdiigii tiirden ama onun tahmin etmedigi ekstrapolasyonlardir. Ciinkii eger dyle bir sey olsaydi Romberg bu ekstrapolasyonlar: kendi tezinde soylerdi.
Romberg'in bu konudaki “EK (ANHANG): Kalan Terim Serisini Hesaplama (Zur Berechnung der Restglied-Reihen)” calismasint “Boliim 2: Kalan Terimli Romberg Integrali

Yontemi’nde verece§im. Bu galismanin simdiye kadar ihmal edilmis olmasi gergekten gok yazik olmus, ¢iinkii Romberg (1.14)’teki T; trapez ve U; orta nokta
yaklagikliklarinin yakinsaklik hizinin nasil artirilacagini bu ¢aligmada soylityordu!

Burada son olarak ¢alismalarim sirasinda gegistirilen bir noktanin altini ¢izmek istiyorum: Romberg’in tezindeki calismalar sonrakiler tarafindan “Romberg ne yapt1?”
diye anlatilmads, hep bu ¢aligmalarin bir iistii hedeflendi. Ama EK’teki ¢aligma hari¢. Ciinkii bu ¢alisma Romberg’in yanlis ve yetersiz bilgiler vermesi nedeniyle hep bir
gizem olarak kalmist1. Bu nedenle Romberg’in tezinden gikarttigim Boliim 1 ve 2'deki bilgileri oldugu gibi bir baska kaynakta bulmaniz miimkiin degil. Yani Rombergin
¢alismalarini ben anlatiyorum size!
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