WERNER ROMBERG: Vereinfachte Numerische Integration

6liim 2: Kalan Terimli-Romberg Integrali Yontemi

Zur Berechnung der Restglied-Reihen.

Wir greifen aus den N Intervallen der Lange 8h eines heraus, und transformieren den Koordinaten-0 Punkt durch z = 8hnx — 4h in die Mitte des Intervalles. Die

Niherungswerte an das Integral I tiber dieses Teilintervall der Linge 8h bezeichnen wir wieder mit grofbuchstaben, und F(x) = F(z). Es ist, wegen

also I = T; + R(T;) mit

Da U, = 8hF,, wird I = U; + R(U;) mit

So erhilt man als Restglieder Reihen der Form
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mit den folgenden Koeffizienten:
| a b c d
R(U,) 16 256 4096 65536
R(U,) 4 176 3648 63232
R(U,) 1 51 1541 36007
R(T;) 32 -1024 24576 -524288
R(T,) -8 -384 -10240 -229376
R(T,) -2 -104 -3296 -83072
R(Tg) -0.5 -26.5 -877.5 -23532.5
R(V;) 0 149.3 3498.6 62464
R(Vy) 0 9.3 838.6 26932
R(S32) -170.6 -5461.3 -131072
R(S4) -10.6 -981.3 -34304
R(Ssg) 0.6 -71.3 -3686
R(W,) — 0 661.3 27763.2
R(Ry) — -682.6 -27852.8
R(Rg) — -10.6 -1644.8
R(Qg) — — 0 -1228.8

Man erkennt auch das abwechselnde Vorzeichen der an U und an T sich anschliessenden Naherungen.

Unsere Methode liefert auf einfache Weise die Naherungen hoherer Ordnung. Trotzdem kann gelegentlich eine Naherung niedriger Ordnung im einen Intervallteil
das des anderen Intervallteiles kompensiert. Unsere Sitze gelten dann fiir jeden der einzelnen Intervallteile (Ich habe die Methode und die Tabelle im Anhang

entsprechend der “Kapitel 2: Rombergs Integralmethode mit Restglied” korrigiert).

[1] z.B. L. COLLATZ: Numerische Behandlung

von Diflcs®

[2] O. AMBLE: A Set of Formulas for Numerical Integration, DKNVS, BD. 25, 1952 NR. 10, 517.61.
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Oncelikle Romberg'in “EK (ANHANG): Kalan Terim Serisini Hesaplama (Zur Berechnung der Restglied-Reihen)” galigmasi tam bir klasiktir ve onu ortaya ¢ikarana kadar

bazi zorluklarla karsilastim ama tistesinden gelmeyi basardim. Ciinkii tezde su sorunlar vard:

1. Anlatim Sekli. Romberg’in anlatim sekli boyledir ¢iinkiit Romberg EK’teki yontemden 6nceki simdi adiyla anilan yontemi ve Ole Amble’in yontemini anlatirken de
hep boyleydi (ki Rombergin yontemini “Béliim 1: Kalan Terimsiz Romberg Integrali Yontemi” ve Ole Amblen yontemini “Ole Amble'n Algoritmas,

01.02.2019” ve “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi, 31.08.2021, 06:23:28” makalelerimde en agik sekliyle anlattim). Bu nedenle eger Romberg’in yanindaysaniz sorun

degil ama onu disaridan anlamaya ¢alisirsaniz bazi sorunlar yasarsiniz. Eger buna seviye ve zaman farklarini da eklerseniz Romberg’in neden ketum kaldigini anlarsiniz.
Bu yoniiyle Romberg’in bize tiniversitede ders veren, 6zellikle Almanyadan gelen, profesorlerden pek bir farki yok goziikiir!

2. Notasyon Sorunu. Tez 2 bolimden olusur ve Romberg ilk bolimde tiim yaklasikliklar: biiyiik harflerle yazarken 2. boliimde kiigiik harflerle yazar (ki notasyon
sorununu ortadan kaldirabilmek i¢in 2 béliim halinde ele aldigim bu tezdeki tim yaklagikliklar: biiyiik harflerle gosterdim) ama her 2 bélimdeki F(x) = f(x)
fonksiyonlar, Ty = t1,T, = t,, Ty = t4, Tg = tg trapez yaklagikliklar1 ve U; = uq, U, = u,, Uy = u, orta nokta yaklasikliklar: aynidir (ki Romberg’in son tablodaki ilk
stitunda trapez ve orta nokta yaklasikliklarini yazmas: biiyiik bir talihsizlik olmustur. Ciinkii bu yaklagikliklar kalan terimlerdi ve bunlar r kalanina goére gosterilmesi
gerekiyordu. Ornegin t; yerine r(t;), u; yerine r(u,) vb. gibi).

3. Hatalar. Tezin basindaki ve sonundaki bilgilere gore, tez Bay Sigmund Selberg tarafindan 14 Subat 1955 tarihinde Ortak Toplantida sunuldu (Fremlagt i Fellesmotet

14de februar 1955 av herr S. Selberg) ve Komisyon Baskani F. Bruns Bokhandel tarafindan 28 Nisan 1955’te Trondheim’daki Aktietrykkeriet’te (baski sirketi) basildi

(Trykt 28de april 1955 I kommisjon hos F. Bruns Bokhandel Aktietrykkeriet i Trondheim). Bu asamalarda teze digaridan herhangi bir miidahele edilmedigine gore, o
zaman tezdeki tiim hatalar Romberge aittir. Tezin ilk boliimiinde 1 hata diginda hig hata yokken 2 sayfaya (ki A3’te 1 sayfa. Bkz. S. 4) sikistirdig1 2. boliimiinde su
hatalar vardir: Asagidaki Tablo 2.1de gordiigiiniiz gibi bazi katsayilar ve z = 8hnx — 4h olmas: gereken degisken doniisiimlerden biri x = 8hn — 4hz seklinde yanlis
verilmisti. Isin kotiisii bu caligmayi agiklayan bilgiler yetersizdi ve baska bir yerde bulabilmek miimkiin degildi!

4. Birinci Cogul Sahis Kullanimi. Romberg tezinde kullandig1 yontemlerde (Ole Amble’in yontemi hari¢) “Metodumuz (unsere Methode)” diyerek 1. cogul sahis eki
kullanir. Eger durum ciddiyse o zaman bu yontemleri tek basina kesfetmedigini gosterir (ki ben de makalelerimde 1. ¢ogul sahis eki kullanirim ama bunu bilginin
dogrulugunu onaylatma anlaminda yaparim).

Simdi geriye donersem su sonuglarin ¢iktigini gorityorum: Her yerde aradigim Remberg’in tezini 23.12.2018de Prof. Byrnjulf Owrenden aldim ve o da 2011de
Romberg’in tezi hakkinda bir makale yazmasi nedeniyle bir meslektagindan almis. Dikkatinizi ¢ekerim, ayni yil yiiksek lisans tezi yazan Alexander Thomasoda
Romberg'in tezi yoktu (Bkz. “Boliim 1: Kalan Terimsiz Romberg Integrali Yontemi”, S. 1, Dipnot 1 ve 2). Olay da bu makaleden sonra basliyor zaten. 2018'de Romberg'in

tezinin sonundaki EK’teki ¢alismaya dikkat etmemistim ve her sey yolunda zannediyordum ama bu ilk makaleden sonra EK’teki yontemi anlamaya ¢alisinca bazi tuhaf

seylerin oldugunu fark ettim. Ilkin Romberg’in tezini 25.12.2018, 23:47:57de temize ¢ektikten sonra EK’teki caligmada 2 hata yapmigim: Ilki t; = % (fan + foan)

yazmam gerekirken h yerine k yazarak t; = 82—h (fax + f-41) yazmam ve ikincisi 4. sayfadaki yesil tablodaki trapez yaklagikliklarina ait kalanlarin ve bunlara Richardson

«

ekstrapolasyonunun uygulanmasiyla elde edilen ekstrapolasyonik yaklasikliklarindaki a, b, ¢ ve d katsayilar1 “- (eksi)” isaretli olmasi gerekirken, dalginlikla mevcut
olmayan katsayilardaki “— (tire)” isaretiyle karistirip bu isaretleri koymamamdir (Bkz. S. 36). Hadi ilkine kopyalama hatasi diyebiliriz ama ikinci hata yani
ekstrapolasyonik trapez yaklagikliklarindaki a, b, ¢ ve d katsayilarina “- (eksi)” isaretini koymamam yontemi anlamadigimi, sadece kopyalamaya calistigimi gosterir.
Ancak simdi yonteme baktigimda Romberg anlatmiyor sanki sabote ediyor gibiydi. Ciinkii onun 1 sayfada anlatmaya calistig1 seyi ben burada 26 sayfadir siirdiirdiim.
Neden? EK’teki yontemi agik bir sekilde ve tiim yonleriyle ele aldigim i¢in boyle oldu ama 20. sayfaya geldigimde kisa siireli bir sok gecirmedim degil. Anlasildig:

kadarryla Romberg bu ¢aligmayi ileride agmak ve onu degerlendirmek iizere tezin sonunda yer vermis, dolaysiyla sadece bulgularini ve sonuglarini yayinlamigti!

Nitekim bunun béyle oldugunu tezin sonundaki Ole Amble’in yonteminden elde edilen 2. tablo ya da turuncu tablonun hemen altindaki su agiklamalarda gorebilirsiniz:

“Qg’in 8 ondalik dogrulukla I = 1’e (ve Ole Amble’tn dis noktalardan olusan yaklasikliklar: icin 2. tablodaki Qg’in 10 basamak dogrulukla bile I = 1’e) karsilik geldigini

gorebiliriz. Hangi yontemi kullanacaginiz tamamen fy, 'nin nasil hesaplanabilecegine baghdir. Eger bulmalari kolaysa, daha ince bir bolme kullanmak daha iyidir. Sayisal
hesaplamalar: ¢ok fazla ¢alisma gerektiriyorsa, burada belirttigimiz gibi yiiksek yaklasimly bir yontem (2. Yontem) onerilir.

(Wir sehen, dass Qg mit I in 8, Qg sogar in 10 Dezimalen iibereinstimmt. Welche Methode man verwendet, hingt ganz davon ab, wie sich die Fy, berechnen lassen. Sind
sie leicht zu finden, teilt man besser feiner ein. Erfordert ihre numerische Berechnung viel Arbeit, dann empfiehlt sich eine Methode hoher Niherung, wie wir sie hier
angegeben haben).”

Buna ek olarak Romberg’in yesil tablonun altinda da su agiklamalarda bulunur:

“Ayrica u ve tyi izleyen yaklasimlarin degisen isaretlerini de (yani trapez ve orta nokta yaklasikliklarinin kalan terimlerinin zit isaretli olmasi) gorebiliriz.

Yontemimiz daha yiiksek mertebeden yaklasimlari basit bir sekilde saglar. Bununla birlikte, bazen bir aralik parcasindaki diisiik dereceli bir yaklasim diger aralik
parcasindaki yaklasim telafi edebilir. Bu durumda teoremlerimiz her bir aralik parcasi icin gegerlidir (ki Romberg’in bu sonuglari bir makinede (MADAS ATG20)
gozlemledigi anlagiliyor).

(Man erkennt auch das abwechselnde Vorzeichen der an u und an t sich anschliessenden Niherungen.

Unsere Methode liefert auf einfache Weise die Niherungen héherer Ordnung. Trotzdem kann gelegentlich eine Niherung niedriger Ordnung im einen Intervallteil das des
anderen Intervallteiles kompensiert. Unsere Sdtze gelten dann fiir jeden der einzelnen Intervallteile).”

Iste bu sartlar altinda geriye tek bir segenek kaliyordu. O da bu ¢alismadaki Romberg tarafindan verilen yontemi ¢dzmek. Her ne kadar rombergintegrali.org adli web

sitem bir kurumu temsil etmiyorsa da benim igin son derece kritik bir ¢aligmaydi ve makalenin bazi yerlerinde verdigim tarihler bu ¢alismanin kilometre taslarin
gosterir. Keske Romberg ilk boliimdeki yontemler i¢in mavi tablo ve turuncu tabloyu verdigi gibi EK’teki yontem igin de bir tablo verseydi, o zaman Tablo 2.2’deki (ilk

stitundaki) sonuglar1 goriir ve Romberg’in yukaridaki sozlerinden daha da emin olabilirdik. Fakat tiim olumsuzluklara ragmen Romberg’in tezini “Vereinfachte

numerische Integration (Basitlestirilmis Sayisal Integral), Det Konglige Norske Videnskabers Selskabs Forhandlinger, Bind 28, 1955, Nr. 7”de diizelttim (ki orijinal tez
icin linkteki dosyanin ilk sayfasindaki yesil baghiga tiklayiniz) ve bu tezdeki EK’ten énceki yontemi “Boliim 1: Kalan Terimsiz Romberg Integrali Yontemi”nde ve EK’teki

yontemi bu makalede “Béliim 2: Kalan Terimli Romberg Integrali Yontemi” bashg altinda verdim!

Derya PAMUKTULUM, 02.06.2025, 06:00.


https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/1/kalan_terimsiz_romberg_integrali_yontemi.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/ole_amble_metodu/ole_amble_algoritmasi.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/ole_amble_metodu/ole_amble_algoritmasi.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/genellestirilmis_ole_amble_algoritmasi/genellestirilmis_ole_amble_algoritmasi.pdf
https://rombergintegrali.org/pdf/1955_romberg_integration.pdf
https://www.ntnu.edu/imf/history
http://www.strindahistorielag.no/wiki/index.php?title=F._Bruns_Bokhandel
https://digitaltmuseum.no/011012908809/aktietrykkeriet-i-trondheim
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://www.ntnu.no/ojs/index.php/DKNVS_skrifter/article/view/1458/1307
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/1/kalan_terimsiz_romberg_integrali_yontemi.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/DKNVS_1955.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/DKNVS_1955.pdf
https://rombergintegrali.org/pdf/1955_romberg_integration.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/1/kalan_terimsiz_romberg_integrali_yontemi.pdf

I'§indekiler

70 T N 1
2.1.1. AritmetiK Ortalamalar ...ttt ssssessesssstsstesesstssessssssssesssasestssesstsstsssssssesssasestssesatsstebtsbesbesa st et e e s R e s bbb e b S b e b SR e s R e b0 s 2
2.1.2. INAITZEIME BABINILATL..cucvcurerreereeesesesesssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssoss 2

2.2. Trapez ve Orta Nokta Yaklasikliklarinin Kalan Terimleriyle Birlikte HeSaplari.......cococviviiuinuiriininniinininininiinitininiiisininisnisnsneiisssesesssissssssssssssseens 3
2.2.1. Kalan Terimlerin HeSaPlari ... iiiiiiiniiniiiiiniininsciissinssistssesestsssssatessssssestsssssssessssssessssssssssssassssstssssssssssssssessessssstsssessssstssssesssssssasessessssatsssessssstssssssssssosans 4
2.2.2. TabI0 2. 170 GENISIEHIIMEST 1.covuiiiriuiiiiiniiiiiiieiiiiiieinscet sttt st st s sas et s b s se st sase st s b s sat st s ae e st sab s ssestsrasessesasaatssbesstsntsssssssstsasestessssatestessssstsssssssestosans 5

2.3. Kalan Terimli Trapez ve Orta NOKta FOIMULLET......cccceviiruiiviiiiiiiiiiiiiiiiiieiiinnietnscststnsssestsese s st ssase st ssassatsssssss st sasssssstssasessssssnsssssssssstsssessssstssasesssssssassssessess 6
€T 131 T LTS U0 N 1 6
D 1 1N 1 T N 7

2.4. Kalan Terimli Trapez ve Orta Nokta Yaklagikliklarinin Integrallere GOre HeESaPIarL .........ceccvueeureesreeussssssussssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssessssssessssessess 8
I () 11 1 SN 9
7 (115 11 N 11

S T T ) 1 oS 13
2.5.1. MADAS Masaiistii Hesap MaKINESI ....ccccouveiuinriniiniiniiiiiiiniiiiiiiniiiiiisisisissssisssessssssssssssessessessessessssessssssssessessesssssesssssssssssssessessesssssessssssssssesessessessssnens 13

2.5.1.1.T,T,,T4,Tg ve Uy, Uy, Uy Yaklasikliklarinin MADAS ATG 20°de HeSaPlanimasl........c.ceeeeeeeeseessesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssessssessess 14
2.5.1.1.1.T,T,,T4, Tg Trapez ve U4, U,, U4 Orta Nokta Yaklasikliklarinin MADAS ATG 20’deki Hesaplari .........coccevceueeresunsensensinsensencscsscssesensessessessenns 14
2.5.1.1.2. K(T¢),K(T;),K(T4),K(Tg) ve K(U,), K(U,), K(U,) Kalan Terimlerinin MADAS ATG 20’deki Hesaplari.........cccececeevrerursccurrccurscsussesnsscsnenes 16

2.5.2. Norveg’in Tk Elektronik Bilgisayari: NUSSE .........ccceccseeuseusessssessssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssses 18
2.5.2.1. Ole Amble’in Algoritmasini 70 Y1l Sonra En Mitkemmel Hale Getirdim ve Gelistirdim!.........cccocvivuiniiniisnsnninininininininninininenencneneneee 18
2.5.3.T,T5, Ty, Tgve Uy, Uy, Uy, Ug YaKIaSIKIIKIArs HAKKINAQ ....cvveevereeeeressesessestesssessssssessssessessssessessssessessssesssssssesssssssesssssssssssessssessessssessessssssessssessesessessssesseses 18
1.T,T,, T4, Tgve Uy, U,, Uy, Ug Yaklagikliklarinin Taylor Serilerine AGIIMIATL .......c.cuecueereeureeessssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssassassasses 19
2.T{,T,, T, TgvelU,, U, U, Ug Yaklagikliklarina Richardson Ekstrapolasyonunun UYGUIANMASI .........c.e.eeueeeeressessssessssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssessssessess 19
2.5.4. STUPEE YAKINSAIMA ...cuviiriiiiiriiiiniiiiniisiiniisiesstistisatetssessststsssesstsssssstsstssssestsssssatssssssesstssssssesstsassestsssssstestsssssstsssesstsstsssssstsstssstesssssssstsstessesstsssessesstssssestessssssentessess 22
2.5.5. Romberg ve Pamuktulum: Kalan Terimlerin Serilerinde 2. Tiir Lineer E-ATA Ekstrapolasyonlarini YakalamakK........ccoceevinuisiisiisinsininincnisnenncnncsninnns 23
2.5.6. Kalan Terimli Trapez ve Orta Nokta Yaklagikliklarinin YaKinsaKIari.......cciiiiiinininniniininininininiincninisnenisssssesscsissscsissssesesssessssssssssssees 24
2.5.7. Romberg’in Richardson Ekstrapolasyonunu Kullanmasi HAKKINGA .......cuceviviiiniiiniiiniiiniiiiiiiiiicisiesssssissssssssssssssessssisssssssssssssesssssssssssssssanes 25
2.5.7.1. Trapez FOrmullerini ATASHIFITKEN c......cciviiiiiiiiiiiiiiiiiiiictntn bbb s s e bbb b e b e b s b e b e s b a b e b e b e b e b e b s anebnbes 26
2.5.7.2. TAKADE ALGOTItINASI ..uccuviuiiuiiriitiiiiiiiiiiiiiiiisesesetcn et b s b e s s b e b e b e b e b e e s E e e e RO RS b SRR e RO bR SRR SRS RS R SRR SRR SRR SRR O bR SRR e RS b e RS b e b e b e b e b e bbb b bes 26

DERYA Dijital olarak

imzalayan DERYA

PAMUKTULU pAMUKTULUM

Tarih: 2025.06.03
22:47:27 +03'00'



Boliim 2: Kalan Terimli Romberg Integrali Yontemi

20.04.2025, 12:57:40

2.1. Giris. Bu yeni yontem hakkinda Romberg, “EK (ANHANG): Kalan Terim Serisini Hesaplama (Zur Berechnung der Restglied-Reihen)” bashiginin altinda su agiklamay1
yapar: “Uzunlugu 8h olan n araliktan birini segiyoruz ve 0 koordinat noktasini (orijin) x = 8hn — 4hz (ki dogrusu z = 8hnx — 4h olacakti) ile araligin orta noktasina
doniistiiriiyoruz. 8h uzunlugundaki bu alt aralik iizerindeki I integralinin yaklasik degerlerini kiigiik harflerle ve F (x) = f(z) ile gosteriyoruz (ki F ile f ayni fonksiyonlar
oldugundan makalede sadece “f” ile gosterilecektir)”.

Bu agiklamadan sonra Romberg s6yle devam eder: f(z) fonksiyonunun z = 0 noktasindaki Taylor serisine agilimi (Maclaurin serisi) (bkz. (2.5.8.3))

@D f@ =) f™O)—
m=0

oldugundan
4h oo f(Zm) (0) ,
22) 1= _ !h f(z)dz = 8h ;Om. (4h)
ve

£@m(0)

@ (4h)?™m

8h N
(23) Ty = (an + far) = 8h ).
m=0

serilerine gore I'ya yakinsayan Ole Amble'in yontemindeki gibi ama K kalan teriminde zit isaretli T; trapez ve U; orta nokta yaklagikliklar1 (ki U; = 8hf;) mevcuttur:

(4_h)2m
(2m+1)!

(4_h)2m

@4) T, =T, —K(T) =T, ~8h ) fC™(0) D
m=1

2m),U, =U; + K(U,) = U; + 8h Z f(Zm)(O)
m=1

Bunlar bize asagidaki tablodaki (vesil tablo) katsayilara sahip formdaki serileri verir:
h? h* h® h®
(2.5) K =8h <f(2)(0)§a + f(4)(0)§b + f<6>(0)7c + f<8>(0)ad + )

Fakat bu tablodaki orta nokta yaklagikliklarina ait bazi katsayilar hatalidir:

(2.5) Formundaki K Kalanlarinin Katsayilar:

1 (UM 16 256 4096 65536
K(U;) 176 3648 63232
K(U,) 1 51 1541 36007
K(T,) 1024 24576 524288
K(T,) 384 10240 229376
K(T,) 104 3296 83072
1 1 1
K(T = — -
26 > 877 > 23532 >
4.176 — 256 1 4.3648 — 4096 2 4.63232 — 65536
— 3 = 1495 — 3 - 3498§ 3 = 62464
4.51-176 9 1 4.1541 — 3648 _ 838 2 4.36007 — 63232 26932
3 -3 3 3 3 _
4.384 — 1024 2 410240 — 24576 1 4.229376 — 524288
— 3 - 170 3 = 5461— 3 = 131072
4104 — 384 2 4.3296 — 10240 1 4.83072 — 229376
—— =10~ =981 = 34304
3 3 3 3 3
4.261— 104 2 4-.8771— 3296 1 4.235321—83072
2 _2 2 —71= 2 = 3686
3 3 3 3 3
L L 2 2 16.29932 — 62464 1
1695 — 1495 16.8385 — 3498 1 : _
15 15 3 1 :
16 103_ 1703 16 9811— 54611 2 16.34304 — 131072 4
K(R4) : 3 3 =0 : 3 3 = 682 — = 27852—=
5 15 3 1 :
£_10% = _ = 16.3686 — 34304 4
K(Rg) 16. 3 10 3 _ 0 16.71 3 981 3 _ 10% = 1644—
15 15 3 L >
2 2 4 4
K(Qg) 64.10§— 682§ N 64-.164-45— 27852§ N f
o3 =0 3 = 1228 z
Tablo 2.1. Bu tablodaki 0 olan yerler ve mevcut olmayan katsayilar orijinal tezdeki son tabloda “—” ile gosterilmistir. Tablodaki kirmizi renkli rakamlar 6liimciil hatayi, mavi renkli

rakamlar hesap sirasinda unutulan ama iyi bilinen rakami ve yesil renkli rakamlar hesap sonunda karistirilan rakamlar: gosterir.


https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.147827/page/n79/mode/2up?view=theater
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/pdf/1955_romberg_integration.pdf
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2.1.1. Aritmetik Ortalamalar. Genel olarak i = 0,1,2,3 i¢in

(2.6) Tzz =T, — K(Tzi), Uzi =U,i+ K(Uzi)

kalan terimli trapez ve orta nokta yaklagikliklarinda bulunan

T,i+U,

(2.7) T2i+1 = 2

kalan terimsiz yaklagikliklarinda aritmetik ortalama gegerli oldugu gibi (bkz. (2.9.2.5)’in altindaki bagintiya),

Tzi + U,

(2.8) TZL'+1 = 2

kalan terimli yaklagikliklarinda da aritmetik ortalama gegerlidir.
Buna gore 6rnegin i = 0 igin

Tl+U1_Tl_K(T1)+U1+K(U1)_T1+U1 K(T;) — K(Uy)
2 2 -2 2

TZ_K(TZ) =Tz =

aritmetik ortalama bagintisi gegerlidir ve T, = aritmetik ortalamasi gegerli oldugundan

K(Ty) — K(Uy)

K(T;) = 2

sonucu gegerli olur ve isleme i = 2,3 i¢in devam edilirse kalan terimler arasindaki aritmetik ortalama (ki aradaki eksi isareti trapez yaklagikliklarinin kalan
terimlerinden gelir) soyle ortaya ¢ikar:

K(Ty) — K(Uy) K(T;) — K(Up) K(Ty) — K(U,)

(2.9) K(T) = 5 JK(Ty) = > K(Tg) = z

10240-c

Iste bu esitliklerinden ikincisine gére K (T,)’nin ¢ katsayist ¢ = 10240 ve K (T,)’{in ¢ = 3296 oldugundan K (U, ) nin c katsayist = 3296 esitliginden 3649

degil c = 3648 olur. Bu, tablodaki 6liimciil hatay1 gosterir. Ciinkii tablodaki trapez ve orta nokta yaklagikliklarina ait K kalanlarindaki a, b, ¢ ve d katsayilar1 dogru
olmadan yontemi arastirmak nafile bir ¢caba olur. Tablodaki bu ve diger hatalar makale miisvedde kagittan daktiloya aktarilirken meydana gelmedi; miisvedde kagitta

da vardi. Anlasilan o ki, Romberg makaleyi daktiloya cektirirken bir dizi anlasmazlik yasamis. Ornegin I integrali makalede dogru bir sekilde yazilirken (ki 9 kez
yazilmistir) “EK (ANHANG) te “i” olarak yazilmustir (ki 4 kez yazilmistir) ve bu da konuya yabanci olanlarin kafasini karistirabilir!

2.1.2. Indirgeme Bagintilar1. Eger (2.9)’daki esitliklerdeki kalan terimlerde indirgeme yaparsak,

w —KWs) _K(Ty) - K(Uy) = 2K(Uy)

K(Ty) = 2 4

ve

K(T) — K(lil) = 2KW) _ k) _ K(T) ~ K(Uy) — 2K(U;) — 4K (Uy)

K(Tg) = 2 8
esitliklerinden (2.9)’daki ilk esitlikle birlikte
K(T;) — KU K(T,) — K(U;) —2K(U K(T;) — K(U;) — 2K(U,) — 4K (U.
@10y K = KT gy KD =KD “2KWs) ) KD~ K 2K (L) ~ 4K
yadai = 1,2,3 i¢in
i-1
K(U k)
(2.11) Zi_zk = K(Ty) — K(Ty)
k=0
bagintilar1 gegerli olur.
Eger bu son bagintiy1
i-1
K(U,i-«x
(2.12) Z%:K(m—x(y)
k=0

seklinde yazarsak (1.28) ya da (1.29)daki bagmntiya benzer. Ayrica tablodaki her K kalanindaki a, b, ¢ ve d katsayilarinda 32|K(T),16|K(T;) +
2K(T,),8|K(T,) + 2K(T,) + 4K (T,), 4|K(Ty) + 2K(T,) + 4K (T,) + 8K(Tg) ve 16|K(U,), 8|K(U,) + 2K(U;), 4|K (U;) + 2K (U,) + 4K (U,) olmasi bu katsayilar
arasindaki giiglii baglar1 gosterir!


https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.147827/page/n123/mode/2up?view=theater
https://rombergintegrali.org/pdf/1955_romberg_integration.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
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2.2. Trapez ve Orta Nokta Yaklagikliklarinin Kalan Terimleriyle Birlikte Hesaplar1. f(z) fonksiyonunun [—4h, 4h] araliginda tammh Ty = Ty — K(Ty), T, = T, — K(T,), Ty = T, — K(T,), Tg = Tg — K(Tg) trapez ve U; = U; + K(U,), U, =
U, + K(U,), U, = U, + K(U,) orta nokta yaklagikliklarin1 hesaplayabilmek i¢in su grafige ihtiyag vardir:

f(2) = sin(z)cos(z) + 3 _ G(hf.) D(4h,f,,)

T i(=2hif 51) $ e S e o >
A1. '._ ST TrES — " ? :Z ”/ 2 // |
U ¢ ———— - — = o A = = - oU | L | N I & -’ |

wog- 1L LT L L EREN. SNEARAREENNCTY D i SESEL \EREEEENnERREST. PAdimENS Yy

7”7 N -
¢ | | s = |l 2=-7 124
WAL - - Y* + ———————————— -~ +x
l Sé———d——-- = — < - - 4R o F(2h,fy) N

IK(-4hf ,,) ' | I(-h.f,) | ' | | | |
| I -4h | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | 2 | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | I | 15 | | | |
[ | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | 1 | | | i
[ | | | | | | |
[ [ | | | | | |
| | | | | | | |
| | | ! 0.5 ! | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
o o -0 o- o -0 o o -0
-4 - -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 b 2.5 3 3.5 4

C'(-4h,0) C'(-3h,0) B'(-2h/0) A'(-h)0) 0(0/0) A(h,0) B(2h,0) C(3h,0) G{4h0)

Sekil 2.1. Romberg T;, T, T,, Ty trapez ve U, U, U, orta nokta yaklasikliklarini hesaplayabilmek igin uzunlugu 8h = b — a olan n araliktan birini secti ve n = 1 igin segtigi araligin orta noktasini baslangig noktasi ve ug noktalarini (2.2)deki integralin sinirlarina gére —4h
ve 4h aldi1 (Bkz. “Trapez Yontemi (8 Esit Bolmeli)”).

Sekle gore ilkin trapezinin alani %. 8h oldugundan

8h
(213) T, = 7(f4h + fan)

seklinde yazabiliriz. Bu C'CDK trapezine yapilan bir ilk yaklagimi gosterir ve K (T;) kalan teriminin seriye acilimi (2.4)’teki ilk seri ya da (2.15)teki seridir. Ayni sekilde, eger O orta noktasini gz 6niine alirsak C'CVW dikdortgeninin alanindan
U; = 8hfy seklinde bir yaklagiklik daha gegerli olacaktir ve K (U;) kalan teriminin seriye agilimi (2.2) yani (2.4)’teki ya da (2.14)’teki gibidir!


https://www.geogebra.org/m/t45tmaqu
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2.2.1. Kalan Terimlerin Hesaplari. Sekil 2.1°e gore ilkin trapez ve orta nokta yaklasikliklarina ait kalan terimlerin nasil hesaplandiklarini yani bu kalan terimlere ait
serilerin nasil bulunduklarini gosterecegim.

Ananas Ekspress gibi!

Simdi K (T,), K(T,), K(Ty), K(Tg) trapez ve K(U,), K(U;), K(U,) orta nokta kalan terimlerinin hesaplarina gegmeden 6nce, Romberg ilk kalan terimlerin serilerini
s0yle seciyor: ilkin (2.2)'deki I'ya yakinsayan

( )Zm

(2.14) K(Uy):=8h Z FEmO) G

« »

serisini aliyor ve (2.3)teki Ty e, daha dogrusu kalan terimine ait seriden bunu ¢ikartarak (ki bu islemi kalan terimli trapez yaklasikliklarinin isaretlerini “-” aldigindan

ters sekilde yapar) su sonuca variyor:

® f(Zm)( ) . o (4h)2m B (2m) (4h )Zm B (2m) (4 h)Zm B
(2.15) maz:o G (4 BhZf () ShZf ™ (0) gy (2m) = ShZf (0) gy (2m) = K (T,

Fakat K (T, )’in seriye agilimu (2.3)’te verilmesine ragmen Romberg’in (2.4) veya (2.15)’i se¢mesi ilk basta kafa karigtiric1 gibi gelse de bunu Richardson ekstrapolasyonu
i¢in yapar. Ciinkii bunlar Tablo 2.1de goriildiigii tizere Richardson ekstrapolasyonunda sifirlamayi baglatan serilerdir!

Ikinci olarak Sekil 2.1'de [C'O]’nin orta noktas1 B' olup apsisi %"h = —2h ve bunun f(z) egrisindeki degeri I noktasindaki f_,, ve [0C]nin orta noktas1 Bdeki 42—h =2h
ve bunun da f(z) egrisindeki degeri Fdeki f,; olduklarindan her 2 bélgedeki ve dikdortgenlerinin alanlarinin toplami U, = 4hf_,, + 4hf,, =

8h )
> (f=2n + f2n) yani

8h
(2.16) U, = 7(f—2h + fan)
olarak elde edilir.

f

Simdi (2.1)e gore merkez fonksiyonunu seriye agar ve z yerine 2h alirsak

foan t fan

(2.17) —

n h? h* h® h®
= f(0) +f"(0) 3712 +f(4)(0)§.80 +f<6>(0)7.448 +f<8>(0)a.2304 +

serisini buluruz ve bunu (2.16)da yerine koyar ve (2.2)deki

_ fEMO) L am _ . n he he
(2.18) I =8h ,Zom' (4h)?>™ = 8hf(0) + 8h <f (0)5. 16 + f(4)(0)§. 256 + f(e)(O)ﬁAO% + f<8>(0)a. 65536 + )

serisinden bunu ¢ikartirsak
(2.19) K(U,) = 8h <f”(0) 4 +f(4)(0)— 176 +f(6)(0)— 3648 +f(8)(0)— 63232 + - )

elde ederiz ki bunun katsayilar1 Tablo 2.1deki gibidir (21.04.2025, 04:31).

Buna kargilik O orta noktasina gore ve trapezlerinin alanlarinin toplami T, = I 4Z+f° 4h + 222 f°+f4h Ah =— (f_4h + fun) + 4hfy = % +4 = %,
dolayisiyla
8h T, + U,
(220) T, = e (Ff—an + fan) + 4hfo = >

yaklagikliklig1 gecerli olur. Burada 2. esitlikte aritmetik ortalama gegerli oldugundan Romberg K (T,)’yi seriye agmak i¢in (2.9)daki ilk aritmetik ortalamay1 kullanir.

Buna gore (2.14) ve (2.15)’ten

CK(T)-KU) 1 NN T RPN X o (AP 2m— 1
KT =———= <8h2f(2 O G @m )_8hzf(2 'O G +1)v>_8h;1f(2 'O G2

oldugundan

(4h)?™  2m—1
m+ 1! 2

- h? h* h6 h8
(2.21) K(T,) = 8h Z @M (0) =8h <f”(0)§. 8+ f(4)(0)§. 384 + f<6>(0)7 10240 + f(s)(O)a.229376 + )
L ! ! ! !

serisi elde edilir.

Ugiincii olarak U, yaklagiklig1 Sekil 2.1°e gére C'B'UU, B'ORS, OBPQ ve BCLM dikdértgenlerinin alanlarinin toplami oldugundan yani

8h 8h
Uy = fo3n-2h + f_p.2h + fr. 2h + f3,. 2h = T(f—?,h + f3n) +T(f—h + fn)


https://www.hdfilmcehennemi.nl/pineapple-express-2/
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esitliklerinden

8h 8h
(2.22) Uy = e (f=an + fan) + T(f—h + fn)
elde edilir. Bu esitliklerde (2.1)’e gore

18
f—3h2 fan _ — £(0) _l_fu(o) 27 +f(4)(0)— 405 +f(6)(0)_ 5103 +f(8)(0)— 59049 + -
(2.23)

fh fn

= f(0) + f”(O) 3+ f(‘”(O) 5+ f(6>(0) 7+ f“”(O)— 9+-
serileri mevcuttur.

Eger bu serileri (2.22)'de yerine koyar ve (2.2) ya da (2.18)deki seriden bunu ¢ikartirsak
(2.24) K(U,) =8h <f”(0) 1 +f(4)(0)— 51 +f(6)(0)— 1541 +f(8>(0)— 36007 + - )

elde ederiz ki bunun katsayilar1 da Tablo 2.1deki gibi olur.

Diger taraftan T, yaklagiklig1 Sekil 1’e gore , , ve trapezlerinin alanlarinin toplami oldugundan
—an t 1= —ont + + 8h 8h 8h n U, U Ti+U; U
T4=f4h th-2h+f2h fo.2h+fo f2h-2h+f2h f4h-2h=_(f—4h+f4h)+_(f—2h+f2h)+_f0=_1+_2+_1= 1TV
(2.25) 2 2 2 2 8 4 4 4 2 4 2 2
' T, 4 U, T,+U,
2 2 2

dir. Burada yine son esitlikte aritmetik ortalama gecerli oldugundan (2.9)’daki 2. bagintida (2.19) ve (2.21)’i koyarsak

K(T,) - K(U,)

K(T,) = 2

1[8h <f”(0) 8+f(4>(0)— 384+f(6>(0)— 10240+f(8>(0)— 229376 + - ) 8h<f”(0) 4+f(4>(0)—.176

h6
+f<6>(0)7. 3648 + f<8>(0)a. 63232 + )] = 8h <f”(0) 8+ f<4>(0)— 384 + f<6>(0)— 10240 + f<8>(0)— 229376 + - )
esitliklerinden su seri ortaya ¢ikar:
(2.26) K(T,) = 8h <f”(0) 24 f<4>(0)— 104 +f(6>(0)— 3296 + f<8>(0)— 83072 + - )

Son olarak Tg yaklagikligi Sekil 2.1’e gére C'C'JK, C'B'J, B'A'll, A'OHI, OAGH, ABFG, BCEF ve CCDE trapezlerinin alanlarinin toplami oldugundan

_apt+ [- Y o o+ - _pt+ + + + + 8h 8h
p Lt fon  fontfon fot o fotfu St fo ot fo St 8R BR
2 2 2 2 2 2 2 2 16 8
8h 8h 8h L, U, U U T,+U, U, U, T, U, U, T,+U, U, T, U, T,+U,
gt )t gt it gh=gt gttty =g vty =yt T Tt T

dir ve son esitlikte yine aritmetik ortalama mevcut oldugundan (2.9)’daki 3. bagintida (2.24) ve (2.26)’y1 koyarsak

K(T) — K(Us) _

K(Ty) = =

! [8h <f”(0) 2 +f(4)(0)— 104 +f(6)(0)— 3296 +f(8)(0)— 83072 + - ) 8h <f”(0) 1 +f<4>(0)— 51
+f(6)(0)};—j. 1541 +f(8)(0)a.36007 + )] = 8h <f”(0) —+f<4>(0) 26— +f<6>(0)— 877 = +f<8>(0)— 23532; +- )
esitliklerinden su seri elde edilir:
(2.27) K(Tg) = 8h <f”(0)g —+f<4>(0) 26> +f<6>(0)— 877 = +f<8>(0)— 23532;+ )

2.2.2. Tablo 2.1’in Genisletilmesi

Eger diger kalan terimlerin hesaplari igin isleme devam edersek Ug igin $ekil 2.1'deki her bir alt aralik 2’ye boliinecek ve Ug yaklagikligi dikdortgenlerin alanlarinin
toplamindan yani

8h 8h 8h 8h
Us=f 7n.h+f sn.h+f 3n.h+f h.h+fh.h+f3h.h+f5h.h+f7h.h=—(f 7h+f7h)+—(f 5h+f5h)+—(f 3h+f3h)+—(f h+fh)
~z ~z ~z 2 2 z z z 8\'—z "7/ 8\ -3 "3/ 8\V-73 "3/ 8\V-3 '3

2

esitliklerinden

(2.28) Ug = %h(f_% + f72_h) + %(f_% + f52_h) + %(f_% + f%) + %(f_% + f%)

olarak elde edilecektir. Bu esitlikte su seriler mevcuttur:
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(f 7+ f7n 2 X 16

ZT = £(0) +f”(0)— 36— +f<4>(0)— 7soi+f<6>(0)— 128675—+f<8>(0)— 202668%+

f_sn+fsn h? h* 5 h® 63 233

ZT = £(0) +f"(0)— 18— +f(4)(0)— 195—+f(6)(0)— 1708—+f<8>(0)— 137325+
(229 |/ NEES h? 5 47 169

2 7 _ "00) = @ 2L r©) L 792l 4 r® )

> =f0)+f (0) 6 7+f (0) 25 =+ f (0) 79 2 +f (0) 230256
f_ﬁ + fh
2 2 " Lot 2o L1 r®
2=fF0)+f (0) +f (0)5!-16+f (0)7 +f ()

2 256

O halde bu serileri (2.28)’de yerlerine koyar ve (2.18)deki seriden elde edilen bunu ¢ikarirsak
h? 3 53 231
(2.30) K(Ug) =8h|f"(0)— TR +f(4>(0) 13—+f(6>(0)— 431—+f(8>(0)— 11377 ==+ -

seklinde Tablo 2.1de katsayilar1 verilmeyen yeni bir kalan terim elde ederiz!
Buna gore bir sonraki kalan terim (2.27) ve (2.30)’a gore

K(Tg) — K(Us)

K(Ti6) = 2

2
= 1[sh <f”(0)h —+f<4>(0) 26= +f<6>(0)— 8771 +f<8>(0)— 23532; +- ) —8h <f”(0)h—.1+f<4>(0)— 1313—6

+f(6)(0)— 4315—+f(8)(0)— 11377322 )] =8h<f”(0) —+f(‘”(0) 62—+f(6)(0)_ ZZZ%J“f(S)(O)_ 6077;;; )

oldugundan soyle olur:

512

h? 1 21 107
(2.31) K(Tye) = 8h<f”(0) i —+f<4>(0)— 6—+f<6>(0)— 222>

153
+ f(8>(0)— 6077 )

2.3. Kalan Terimli Trapez ve Orta Nokta Formiilleri. 2 farkli hesaplama yéntemi vardir. Ilki geleneksel (modern) ve ikincisi Romberg'in hesaplama geklidir.

1. Geleneksel Anlayis. Bu formiiller Sekil 2.1den elde edilebildigi gibi, j = 0,1,2, - i¢in (1.17) ve (1.19)da a = —4h ve 8h = b — a’y1 alirsak

2J 2J
T,  8h 8h foan + fan 8h 8h
(232) Ty =2t > f(=h+ @ = Dy ) Ty = 80 M2y, = 28 (< + 2k = D550

k=1 k=1

formiillerinden de dogrudan elde edilebilir. Buna gore ilk esitlikteki genel trapez formiiliinden j = 0 i¢in

0

Ty = Ty =24 2> f(—ah @k = Do) =2+ o f (~4ht @1 - D) = 24 D th b4k = 24 D (0) = 24 2

2 20+1 20+1 2
k=1
Jj = 1igin
B 2
T21 8h TZ h 8h Tz 8h

Ty =Ty =2+ kz-lf( —4h+ (2k - 1) 21+1) 2 TkZ £+ @ = D7) = 2+ L F(—4h+ 21 = D2) + f(=4h + (22 = D2h)]

= T2 BV PR+ 20) + Fth 6] = 2+ (F-2) + F @) = 24 o (oo + fan),
Jj = 2igin

2

T,»  8h T,  8h¥ 8hy T, 8h
Ty =T = 24> kZlf( 4h + (2k — 1) 22+1) PR (—h+ @k =D ) =2+ S IF(-4h+ @1 - D)+ f(~4h+ (22 = D)

+f(~4h+ (23 - Dh) + f(— 4h+(24—1)h)]—T—+%[f( 4h + h) + f(—4h + 3h) + f(—4h + 5h) + f(— 4h+7h)]=%+%(f(—3h)+f(—h)

4

+f(h) +f(BR)) = ) ?(f—3h + f3n) +§(f—h + fn)

vej = 3igin
3

T23 8h
= ‘o

Tie = Tysri = lf( 4h+(2k—1)23+1) 162 ( 4h+(2k—1)?—}61)=%+f—2[f(—4h+(2.1—1)§)+f(—4h+(2.2—1)§)

+f( 4h+ (23— 1) ) ( 4h+ (24— 1) )+f(—4h+(2.5—1)—)+f(—4h+(2.6—1)ﬁ)+f(—4h+(2.7—1)§)+f<—4h+(2.8—1)g)]

=%+?—Z[f( 4h + ) ( 4h + 3. ) ( 4h + 5. )+f< 4h +7. )+f< 4h +9. )+f< 4h + 11, )+f( 4h+13.g)++f(—4h+15.ﬁ>]

=3+l (D)) () Q) () (D) (D) =34 il )+ s )+ 26 ()

+3e(F )


https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/1/kalan_terimsiz_romberg_integrali_yontemi.pdf
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formiilleri elde edilirken ikinci esitlikteki genel orta nokta formiiliinden j = 0 i¢in

20

8h 8h 8h
Uy = Uy = Fz f( 4h + 2k — 1) 20+1) — 8hf (—4h + 21— 1)7) — 8hf(—4h + 4h) = 8hf(0) = 8hf),

k=1
Jj = ligin
21 2
8h 8h 8h\ 8h
Up= Uy = ?kzﬂ ( _4h+ 2k — 1) 21+1) 72 f (—4h +2k—1) T) = S If(=4h+ 2.1 = D2R) + f(~4h+ (2.2 = D2R)]
8h 8h 8h

= 5 [f(=4h+20) + f(=4h + 61)] = = (f (=2h) + f (2h)) = — (f-2n + fan),

Jj = 2icin

8h < 8h < 8hy 8h
Uy = Uy = ?Z ( 4h+ 2k — 1) 22+1) - z f (—4h + 2k — 1)—) = S IF(=4h+ 21— D) + f(=4h+ (22 = Dh) + f(~4h + (2.3 = DA)
k=1 k=1

+f(—4h + (2.4 — 1)h)] ——[f( 4h + h) + f(=4h + 3h) + f(—4h + 5h) + f(—4h + 7h)] —(f( 3h) + f(=h) + f(h) + f(3R))

= T(f—3h + f3n) + T(f—h + fn)

vej = 3igin

U8=U23=2—Zif(—4h+(2k 23+1)—8—hi (4h+(2k—1)%>=%h[f<—4h+(2.1—1);)+f(—4h+(2.2—1)§>+f<—4h+(2.3—1)g)

k=1 =1

8
+f(—4h+(2.4—1)ﬁ>+f< 4h+(25—1):)+f( 4h + (2.6 — 1) ) f(—4h+(2.7—1)g)+f(—4h+(2.8—1)ﬁ)]

[f( 4h+h)+f( 4h+3h)+f( h+5§)+f< 4h+7. ) f( 4h +9. ) f( 4h+11.ﬁ) (4h+13 ) <4h+15.g)]
_?[f(_T)+f(_52_h>+f<__)+f(_g)+f(§> )+ )= s )+ 5 (st ron) + 5 (7 1) + 5 (1)
formiilleri elde edilir.

Eger bu trapez ve orta nokta yaklasikliklarinin hepsini bir arada gormek istersek su tabloyu verebiliriz:

T1—8hf 2f4h
. _T1+8h
Tz
T, = (f2h+f2h)
T4
Ty =—+—(f 3h+f3h)+—(fh+fh)

(233) _T16_%+E1;6<f mtfn) + (. 5h+f5h>+%<f 3h+f3h)+f—2(f ntfn),

:Ul = 8hf,,
8h
U, = 7(f—2h + fan),
8h 8h
Uy = —(f—3h + f3n) +—(f—h + fu),
8h 8 8h 8h
.Us (f 7h+f7h>+§<f 5h+f5h> 8<f_3,2_h+f%)+?(f_%+f%>,

2. Romberg’in Anlayis1. Fakat Romberg bunlari (2.32)’ye gore degil (1.1)e gore su formiillerle hesapliyordu:

2/-1 2/-1

(234) T;1=8h ) fo,,Up =8k ) [
= Y k=0 242

Toplam iglerindeki fonksiyonlar (1.2)’ye gore f%k = f(—4h +%k. %) = f(—4h +%k.h) ve fi(k+ ) f( 4h + — (k + ) 88’1) f( 4h + = (k + ) h)

2]
seklinde tanimlidur.

Romberg’in 6rnegi yani j = 0,1,2,3 i¢in (1.5) bakiniz ya da agik bir sekilde ilk esitlikteki genel trapez formiiliinden j = 0 icin (ki tanim geregi f: = Loan +f4h ————+dir)

P—
_an T+
T, =Ty, =8h f£k=8h2f8k=8hfo=8h.f 4-h2 f4h,
20 -

k=0

j =1ig¢in


https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/1/kalan_terimsiz_romberg_integrali_yontemi.pdf
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21-1 1
+ 8h 8h T, 8h T, 8h T, 8h
T2—T21—8hk:0f% —BhZf4k=8h.fo f4=7f0+7f4=?1+7f(—4h+4h)=?1+7f(0)=?1+7f0,
Jj = 2icin
22-1 3
T,=Tp =80 fs —ShZfZR—Shf"”ZZf”fG O ot 1)+ o (ot ) = 24 L (F(—4h + 20) + F(~4h + 6m))
e
_ T
=T B 2my 4 £@m) = 24 S (an + fon)
ve j = 3 i¢in
23-1 7
Ty=Ts=8h) fs, —Bhka=8h.f°+f1+f2+f3;‘f“+f5+f6+f7—%(fo+fz+f4+f6>+—(fl+f3+f5+f7)—7“ [ (—4h+ b
k=0
T 8h 8h
+f(=4h +3h) + f(=4h + 5h) + f(~4h +Th)] = = [f( 3h) + f(=h) + f(1) + FB3I)] = 7‘* = Foan + fan) + = (Fon + fo)

formiilleri elde edilirken ikinci esitlikteki genel orta nokta formiiliinden j = 0 i¢in

201
U =Up=8h ) fsg 5 (esd) = ShZ forera = 8hfy = 8hf(—4h + 4h) = 8hf(0) = 8hf,,
k=0 2 =0
j =1ig¢in
21-1
8h 8h 8h
Uy = Uyt = 8h f8( —8h2f4k+2 = 8h. f2+f6—_(f(—4h+2h)+f(_4h+6h))=7(f(—2h)+f(2h))=7(f—2h + fon),
k=0
j = 2i¢in
= +fs+fs+f, 8h
U, = U, = 8h fs( = BhZkaH _gp it 7 fstfr_ - UF(=4h+ 1) + f(=4h + 3h) + f(=4h + 5h) + f(=4h + 7h)]
=0 2 *2)

8h 8h
= T[f(—3h) +f(=h)+f(W) +f(Bh)] = T(f—?,h + f3n) +T(f—h + fn)

vej = 3 igin

2-1 fitfatfs+frtfotfutfiz+fis g 1 3 c 7
Uy =Uz=8h ) fo, —8hka+l—8h2 R A 2=?[f(—4h+§h)+f<—4h+§h)+f(—4h+zh)+f(—4h+§h)

k=0

+f(-4h+-h)+f(-4h+—h)+f(-4h+2h)+f( s ) =g (-7) e (-3) 41 (-3) 1 (-9)+r @)+ (F) 41 )+ (F)

88h<f 7h+f7h>+%<f 5h+f5h>+%<f 3h+f3h>+%<f h+fh>

formiilleri elde edilir.

Bu formiillerin ilk yazim sekli Keplerden (1615) giintimiize kadar gelir (bkz. “Keplersche Fassregel (Kepler'in Fici Kurali)”. Bu kural (2.24)teki Snell algoritmasindan
kolaylikla elde edilir ama figinin hacmiyle ilk ilgilenen Kepler degildi. Ciinkii Johann-Hartman Beyer 1603’te CAPUT 28de bir sarap ficisinin hacmini hesaplamistu.

Bkz. “4.3. Johann-Hartman Beyerden Sok Edici Sonuclar”, S. 50) ve bu ylizden “Geleneksel Anlayis” dedim ve 2. yazim sekline diferansiyel analizorlerden kaynaklandig:

ve Romberg tarafindan kullanildig1 icin “Romberg’in Anlayis1” dedim (ki bu anlayigin biiyiik bir kiskanglikla 20. yy’in basinda Almanyadaki tiniversitelerde mevcut
oldugunu ama Nazi déneminden sonra her sey sifirlandig i¢in unutulup gittigini diisiinityorum. Bkz. “Boliim 1: Kalan Terimsiz Romberg Integrali Yontemi”).

2.4. Kalan Terimli Trapez ve Orta Nokta Yaklagikliklarinin Integrallere Gore Hesaplar

Genel olarak Vt € [a, b] araliginda taniml f(t) fonksiyonu i¢in t = (b — a)x + a degisken doniigiimiine gore

b 1
(2.35) I= ff(t)dt =(b—- a)Jf((b —a)x + a)dx
a 0

integraline indirgenebilir ve bu integralde b — a = 8hdir ve z = 8hx — 4h ikinci degisken doniisiimiine gore Romberg’in integrali elde edilir (28.04.2025, 20:16:38):

1 4h Wth 4h
(2.36) I=8h0ff(a+8hx)dx =_lhf<z+ > )dz =:_!hf(z)dz.

a+b

Burada hesaplarda kolaylik olmas: bakimindan f (Z + —) =: f(2) diyelim, ¢inki Vt € [a,b] i¢in f(t) = f (Z + aTer) olacak gekilde 3z € [—4h, 4h]dir. Fakat
Rombergbu gosterimin nedenini agiklamaz; sadece F (x) = f(z) yada f(t) = f(z) yazarak EK’teki ve 6ncesindeki (B6liim 1) her 2 fonksiyonun ayni oldugunu soyler!


https://mathepedia.de/Keplersche_Fassregel.html
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik4/rik4.pdf
https://archive.org/details/bub_gb_GNkM6nIK1oIC/page/n277/mode/2up
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1. Yontem. (2.36)’daki 2. integral i¢in hesaplanan (2.33)’teki z'ye gore tanimli yaklagikliklar: x = 42% degiskenine gore (2.36)’daki ilk integral ya da (2.35)’teki 2.
integral i¢in soyle hesaplariz:

Fantfn_ g )+ ()

f(0)+f(1)
T, = 8h. . h———=,

Tz_E _fo ﬂ _f(4h+0>_£ _f<)
B AN i"(f&’;;")w(‘”‘;;"))=%+%<fe>+f<%>>.
+3

T, T, 4h 3h 4
T8:_+ (f3h+f3h)+—(fh+fh)—_ —< +f

=%+%<f<é>+f<z>>+%(f<§>+f<5>) 2 Sh(f<;>+f<g>+f(g

T16=E+?6(f 7h+f7h) (f 5h+f5h) ( 3h+f3h) 8h(

A ) () <4h+?> LR E (R
BB+ (D) + () )+ () £ () + o () 4 ()
Rl 5959 i1 )+ )+ ) <—> /()

U, = 8hf, = 8hf, = 8hf (4h8;: 0) = 8hf (%)

" =82_h(f—2h P h =87h<f <4h8—hZh) +f<4h;l2h>> _ 82h (f (1> f( ))
4h — 3h +f<4h+3h> (f( 4h+h>

8h 8h
U4=TU—3h+f3h)+T(f—h+fh)= ((

=%"<f<%>+f<§>>+%h(f<§>+f<5>)ﬂ(fc +f§>)

U8=%( 72h+f7h)+%(f 5h+f5h)+8—f3h+f3h)+—( h+fh

(o)) 1 7). %)%(f«h-— SRR
(G (@) 5 () ) g(— ) o)+ ()

-G G+ ()4 )+ )+ 1 () )

Su halde bu yaklagikliklar1 toplu olarak soyle verebiliriz:

n_Shﬂm;fu)

n=2+ ()
=B 0)r ).
=g S () GG+ ()
o= oG+ () G+ () () () +r (39) +r 62)
ul-shf@»
%< B+r6)
R ) G)
(G G+ () ) G+ () +r () +r ()

(237)
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Bu yaklagikliklar (2.35)’teki 2. integral icin gegerlidir (Bkz. “Sayisal Integral Yontemleri: Integrallerin Etkin Hesaplanmasi Icin Yéntemler (Numerische Integration -

Verfahren zur effizienten Berechnung von Integralen)”. Bashginda “Diplomarbeit/Diploma Thesis” yazan bu tez Alexander Thomaso'nun 2018 tarihli Viyana
Universitesi’nin Fen Bilimleri Yiiksek Lisansi tezidir. Keske bu teze daha énceden ulagsaydim, ¢iinkii makalemi bitirip tam yeniden diizenleyecekken 06.05.2025,
11:05’te anilan linkten alip incelemeye basladim ve su sonuglarla karsilastim: 1) Thomaso 76. sayfada baslayan ve 77. sayfadaki tabloda Newton-Cotes formiillerini
verirken 4. satirdaki katsayilara sahip olan formiil i¢in soyle yazar: “n = 4 igcin bu Milne kurali olarak adlandirilir (nadiren Boole kurali olarak da adlandirilir) (Fiir
n = 4 spricht man von der Milne-Regel (selten auch Boole-Regel))”. Ama Romberg’in arastirmasina gore bu formiil Gauss’a aittir. Romberg bu formiilii tezin baginda
G' ile gosterir. Thomaso Romberg den habersiz degildir ¢iinkii 85. sayfada baslayan “8. Romberg Prosediirii (Romberg-Verfahren) nii verir ama 123. sayfada baglayan
“Bibliyografya (Literaturverzeichnis)”da Romberg'in tezi yok. Béylece Thomaso bu formiilii (agirlikl olarak Ingilizce) kaynaklarda gectigi gibi adlandirmak zorunda
kalmis ve bunu tez boyunca siirdiirmiistiir. Bu formiiliin nasil elde edildigini gormek icin 96. sayfadaki Ornek 2 (Beispiel 2)’ye bakiniz. 2) Thomaso 15. sayfadaki
2.26’daki tanimda T;, f (x) ile trapez yaklasikliginin Taylor serisini yazar ve 16. sayfadaki 2.29daki tanimda R, ;1 (x) seklinde kalan terimini ve bunun 17. sayfadaki
2.32deki taniminda da Lagrange seklini verir. Bakin hi¢ sakas1 yok, eger Romberg’in tezi Thomasonun elinde olsayd: (2.35)’teki 2. integral i¢in gegerli olan (2.37) ve

(2.39)daki formiilleri elde etmeye calisir, elde edemese bile ugrasirdi diye diisiiniiyorum. 3) Thomaso 88. sayfada baslayan Teorem 8.3’te (Satz 8.3) [ 01 g(x)dx integralini

w ifadesine dikkat ettiniz mi? Bu (2.37)’deki T, e karsilik gelir.

Thomaso 2 terimden olusan bu ifadeyi Bernoulli sayilarina gore nasil elde ettigini 88. sayfanin sonunda gosterir).

Euler-Maclaurin Toplam Formiili'ne gore yazar. Bu teoreme gore yazdig: integralin esitindeki

Bunlara karsilik gelen kalan terimler

( )Zm
(2m)
K(T,) = 8h z FE(0) Gy (2.
" h2m (2m - 1)2%7m
K(T2) = 8h Z fEm©) 2m+ 1) 2 ’

R2M (2m — 3)2%™ + (4m + 2)22m
Cm+ D! 4 ’

K(T,) = 8h Z £Gm(0)

h?2m  2m—=7)2" + (4m + 2)22" + (4m + 2)3°™ + 4m + 2
2m+ 1" 8 ’

K(Ty) = 8h Z £em(0)

h?™m  (2m —15)2°™ + (4m + 2)2*™ + (4m + 2)62™ + (4m + 2)2%™ + 2(2m + 1)(1 + 32™ + 52™m 4 72m)

K(Tys) = 8h Z £em(0)
m=1

(2.38) Cm+ 1) >Zm+a ,
(4_h)2m

m)

K(Uy) = 8h Z FEmO) G
2m

K(U,) = 8h Z FEMO) Gy 2 (2 — @m+ 1),

m h#m o @m+1DE™+1)
K(Us) = 8h 2 O G 2m+ 1! <42 B 2 )

2m

(43™+1 — (2m + 1)(1 + 32™ 4 52m 4 72M)),

K(Us) = 8h 2 fEm) (2m + 1)! 4m+1
m=1

4h+0
8h

olduklarindan f’nin ¢ift mertebeden tiirevleri z = 0’da tanimlidir, dolayisiyla (2.37)’deki yaklagikliklarin kalan terimlerinin x = = % degerine gore

1 2m
K(T,) = 8h Z £ (3) iy 2.
oy R (2m—1)24m
K(T2)=8h;1f(2 )(E>(2m+1)' 2
O o (1) RPT (2m—3)2%7 + (4m + 2)22™
K(T‘*):Shzf(z )<E)(2m+1)!' 4 ’

) h2m  2m=7)2" + (4m + 2)22" + (4m + 2)3°™ + 4m + 2
Cm+ D 8 ’

N| =

K(Tg) = 8h Z f<2m>(

K(Ti6) = 8h Z (2m) (1> RE (2m—15)2°7 + (4m + 2)2"7 + (4m + 2)6°™ + (4m + 2)2° + 2(2m + (1 +3°7 + 557 + 72
239 ) amr or 7t ,

K(U,) = 8h i Flem) (%) (4n)*™
m=1

Cm+ D

K(Uy) =8k ) fOm (E) G 2@~ @m + 1),
m=1
< o (1) R _@m+DE™+1)
K(U4)=8h;1f(2 )<E)(2m+1)'< 42m _ > )}
C 1
= em)(Z m+ m m m
K(Ug) = Sh;:lf 2 (2) @ 1), e (43™F1 — 2m + 1)(1 + 32™ + 52m 4 72m)),

olarak alinmasi gerekiyor!



https://services.phaidra.univie.ac.at/api/object/o:1342433/get
https://services.phaidra.univie.ac.at/api/object/o:1342433/get
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/DKNVS_1955.pdf
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2. Yontem. Eger I integralini (2.35)’teki ilk integraldeki gibi hesaplamak istersek ilkin (2.2)deki veya (2.36)daki 2. integralde ya da zde tanimli (2.33)’teki trapez ve orta
nokta yaklagikliklarini ve bunlarin (2.38)deki kalan terimlerini z = 8hx — 4h degisken doniisiimiine gore x’e ¢ikartarak (2.37) ve (2.39)daki gibi hesapliyoruz. Bu size
1. Yontem'i verir. Simdi X’e ¢ikarttigimiz (2.37) ve (2.39)’ut = (b — a)x + a = a + 8hx doniisiimiine gore t'ye ¢ikartiyoruz ve bdylece kalan terimleriyle birlikte trapez
ve orta nokta yaklagikliklarini (2.35)’teki ilk integraldeki gibi yazmis oluyoruz. Bu da size 2. Yonten'i verir.

Su halde (2.33)’te z'ye gore taniml yaklasikliklarda sirasiyla x = % vet = a + x.8h degisken doniisiimlerini yaparsak trapez ve orta nokta yaklasikliklar:

—4h +
foant fn  JanosnFfanean e e e L08Ry 4 flat18h)  f@+flatb-a)  f@+f(b)
T, = 8h. 2 = 8h. > = 8h. > = 8h. > = 8h. > = 8h.T,
T, T, 8h T, 8h T, 8h 1
=5 —f0 =S+ fanro =+ =1 =—+—f<a+—.8h),
) : 2 2
T2 8h T, 8h T, 8h T, 8h 1 3
Ty =2+ = (Fan + fon) = =+ = fancan + fanson =—+—<f1+f3)= +2 f(a+—.8h)+f(a+—.8h) ,
2 4 \J2ho2h 2 T3 4 4
T,

Tg _—+—(f 3h +f3h)+—(f—h + fn) =

h 8h
I T +2m)+f(ar gh))

“8h 2
?4 88h<f4h 3h+f4h+3h> 8h < f4h+h>_%+8_<f1 f%)+%(f%+fg>
—?+—<f1+f3+fs+f7)=—+—( (a+5.80)+r(a+z.00)+f(ar

T —T8+8h< + )+8h( + )+8h( + ) ( + )—T8+8h + + +
16 =g tg\Snt o) tqg\fsnt fon) + g\ fsnt fan fatin)=2 %16\ a2 ans22 |7 16\ Tan-3p S anasp
8h 8h 8h 8h
8h N +8h N _T8+8h< N ) 8h< N >+8 ( N >+8 ( 4 )
16 f4h3h f4h+2 1 f4h_% f4h+% =5 t1g f% fi_s f3 f13 16 f5 f11 6 f7 f9
8h 8h 8h 8h
T
——8+—(f1+f3 +fs+f7+fo+ f11+f13+f15>
2 16 16 16 16

16
—T8+8h ( + 8h) ( + 8h>+ ( +5 8h)+ ( +7 8h>+ ( +9 8h>+ ( +11 8h)+ ( +13 8h>+ ( +15 8h)
2 T1el /@ ACRETS ACRETS ACRETS ACRETS ACRETS ACRETS
' 1
Uy = 8hfy = 8hfy = 8hfanso = Bhf1 = 8hf (a +E.8h>,
8h 2

U, =8_h(f—2h+f2h) =8—<f4h8 2n +f4h4;12h> h(f%‘l‘f%) =82—h<f(a+%_8h)+f(a+%8h)>,

h

8h 8h 8h 8h
= D Fant fa) + o o+ fi) = <f4n s+ f4h+3h> += <f4n—h ' fw) =3 (it r) 43 (Fs47)

8h 8h 8h 8h

=%(f1+f;+f§+fz) =87h<f<a+%.8h)+f(a+g.8h)+f<a+g.8h)+f(a+g.8h)),

8h 8h 8h 8h
Ug = 5 (f 7h+f7h)+§(f 5h+f5h)+§(f 3h+f3h)+§(f h+fh>
_8h 8h 8h 8h _8h 8h
-8 f 4h—72—h+f4h+72—h +? f an- 5h+f4h+2 +? f4h—%+f4h+% +? f an- h+f4h+— _?<f1—16+f1—2>+?<f%+f%)
8h 8h —8h 8h B 8h —sn- et

8h 8h 8h
+—<f5+f11>+—<f7 f9> (f1+f3+f5+f7+f9+f11+f13+f15>

8 16 16 8 16 8 16 16

T%(f(ﬁ_gh) a2 o) o (a 2 an) o (o Zan) o (a2oan) o (o ) o () 1 o a2 ).

seklinde elde edilirler ve bunlar1 da toplu olarak soyle verebilirim:

YICRILO)
T, 8h 1
T2=?1+?f(a+§.8h),

T4=%+87‘h<f(a+%.8h)+f(a+%.8h)>,
T8=%+%(f(a+%.8h>+f<a+%.8h)+f<a+g.8h>+f<a+g.8h)>,
T16=%+%<f<a+1—16 8h>+f<a+% 8h)+f(a+% 8h>+f<a+1—76 8h)+f<a+% 8h)+f(a+E 8h)+f<a+£ 8h)+f(a+E 8h>>

16 16 16
(2.40)

1
U, = 8hf(a+§.8h),

U, —82h<f<a+% 8h>+f<a+% 8h>>

=5t (o goon) (s goom) e (o o) o a3 on)),

U8_88h(f(a+% )+ £ (0t 2.80) + (a2 8m) +  (aon) 4 (0 o) o £ ot o) o £ (a2 n) o (a2 gh)>
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Bunlara karsilik gelen kalan terimlerdeki f’nin ¢ift mertebeden tiirevleri (2.38)’e gore z = 0’da

(4_h)2m
K(T —BhZ em)_ "2 (om),
(T1) fo 2m+ 1! (2m)
K(T,) = 8h Z emy W 2m— 12
2 fo Cm+ 1D 2 ’
h?™m  (2m — 3)2*™ + (4m + 2)22™
_ (2m)
K(T.) = 8h 2 Cm+ D! 4 ’
K(T,) = 8h Z f(Zm) h?m (2m—=7)2%" 4+ (4m + 2)2%™ + (4m + 2)3%™ + 4m + 2
° 0 @m+ DY 8 ’
m=
K(T..) = 8k - @my PP (2m —15)2°™ 4 (4m + 2)2*™ + (4m + 2)62™ + (4m + 2)2°™ + 2(2m + 1)(1 + 3*™ +
(T1e) = fo Cm+ 1! 22m+4
(2.41) L !
(4h)2m
K(Uy) = 8h z (2m)
(W) = @m+ 1Y
K(U,) = 8h Z zm (2 Gma 2@ - @m+ )
(2m) 2m (Zm + 1)(32m + 1)
K(Us) = 8h 2 (Zm +1)! < 2 ’
Zm
K(Ug) = 8h 2 (2m) G DT (43™*+1 — (2m + 1)(1 + 32™ 4 52m 4 72m)),
tanimli olduklarindan z = 8hx — 4h’ye gore x = 42—;:0 = %Ve t =a+x.8h’yegoret =a+ %.Sh igin fo(f_zn) = fl(zm) = f@m (a + % 8h) fonksiyonuna gore
x’zte tanimli t'de tanumly
- 1 (4h)2m
K(T =8hz 2m) —.8h
( 1) 1f a+ 2 (2 + 1)' )
m=
- 1 2m (om — 1)24m
K(T) =8k Y ™ (a+.8h ,
(T2) 1f S Gmr O 2
m=

(m - 3)24M + (4m + 2)22M

2m

4 )

2m—=7)2" + (4m + 2)22" + (4m + 2)3°™ + 4m + 2

(42 9) G 1
e+ 780 o

KTy = 8 z o (q-+.2 1)
( )

K(Tg) = 8h Z @M (g 4+

2m+ 1)V 8 ’

242) 0 1f ¢ Cm+ SomTa ,
> 1 (4h)2m
_ @m(, L
KW =8h Y f@m (a+>.8h) o e
m=1
1
KW =8h Y fO (0t 5.80) s 22(227 = (2m + 1),
m=1
- 1 (2m + 1)(32™ + 1)
= (2m) _ 2m _
K(Uy) = 8h Z f (a *3 gh) 2m+ 1! < > :
m=1
1
SCOREIDWaS (a T2 gh) m+ 1)1 T (A7 = @m+ (A 4327 4 527 4 72,

elde edilir (06.05.2025, 01:35:40). Bunlar Romberg’in 70 yil 6nceki hesaplariyd: ve hi¢cbir kaynakta mevcut degildir!

Not 2.1 (Degismezlik Ozelligi). Romberg Sekil 2.1den goriildiigii iizere [a, b] araligin1 8 es parcaya bolerek trapez ve orta nokta yaklagikliklarini (2.40)’ta ve kalan
terimlerini (2.42)de vermisti. Ama bunlar1 araligin uzunlugu 8hn = b — a olmak iizere z = 8hnx — 4h degisken doniistimiinde n = 1 i¢in yapmist1. Ciinkii uzunlugu
8h olan n araliktan birini se¢mis ve n = 1 i¢in sectigi bu aralik z = 8hx — 4h’ye gore zde [—4h, 4h] ve ortasi noktasi z = 0 orijini (ki Romberge gore “0 koordinat
(apsis) noktas”), x’te [0,1] ve orta noktas1 x = % iken tde [a, b] ve orta noktas1 t = aTer’dir. Buna gore (2.36)’daki ikinci I = ffj:h f(z)dz integrali i¢in Sekil 2.1’deki
[—4h, 4h] araligindaki trapez ve orta nokta yaklagikliklari, toplu olarak verildigi, (2.33)’te ve kalan terimleri (2.14), (2.15), (2.19), (2.21), (2.24), (2.26), (2.27), (2.30) ve
fazladan (2.31)de ya da toplu olarak verildigi (2.38)de; (2.35)’teki ikinci ya da (2.36)daki ilk I = 8h fol f(a + 8hx)dx integrali i¢in [0,1] araligindaki trapez ve orta
nokta yaklasikliklar: (2.37)’te ve kalan terimleri (2.39)da verilirken (2.35)’teki ilk I = f; f(©)dt integrali icin t = (b — a)x + a degisken doniisimiine gore [a, b]
araligindaki trapez ve orta nokta yaklagikliklar: (2.40)’ta ve kalan terimleri (2.42)de verilmistir. Yani Romberg 3 farkl dik koordinat sistemi kullaniyor ve koordinat

sistemi gecislerinde kalan terimleriyle birlikte trapez ve orta nokta yaklasiklarinda degisken doniisiimler kullaniyor. Ama bu degisken doéniisiimleri yalnizca f
fonksiyonlar1 ve ¢ift mertebeden tiirevleri i¢in kullaniliyor.

Diger taraftan burada n yine 2’nin bir kuvveti, dolayisiyla 8n = 2%dir (bkz. “1.4. Romberg’in Diger Trapez ve Orta Nokta Yaklasikliklar:”) ve eger trapez ve orta nokta
yaklasikliklar1 igin (2.40)’ta ve kalan terimleri icin (2.42)'de 8hdeki 8 yerine 8n ve bunu da 2¢ alirsak bu formiiller degismez. Neden? Ciinkii 2°h = b — a'dur!



https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/1/kalan_terimsiz_romberg_integrali_yontemi.pdf
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2.5. Sonug. Romberg Integrali Yontemi'nde kalan terimsiz Ty, T,, Ty, Ty trapez ve Uy, Uy, U, orta nokta yaklagikliklarini 3. sayfadaki Romberg’in R = fo 5 C0S ( ) dx

integral 6rnegine uygularsak mavi tablodaki sonuglar elde edilirken Yontem 1 ve 2’ye gore kalan terimli Ty, T, T, Tg trapez ve U,, U,, U,, Ug orta nokta yaklagikliklarini
ayni ornege uygularsak su tablo elde edilir:

Kalan Terim

Aralik Uzunlugu

h8
T; = 0.9999999753
U, = 1.000000002

T, = 0.9999999889 S, = 0.9999999934
U, = 1.000000002 ¥, = 1.000000002

T, = 0.9999999957 S, = 0.9999999979 Rz= 0.99999999
U, = 1.000000002 ¥, = 1.00000006 W, = 1.000000001
Tg = 0.9999999987 S5 = 0,9999999997 Rg = 0.9999999998 Qg = 0.9999999998

Ug = 1.000000001 <= 1.0000000003 Wy = 1.0000000002 Xz = 1.000000008
Tablo 2.2. T;, T,, T,, Ts trapez ve U, U,, U,, Ug orta nokta yaklasikliklarinda 8h = 1 ve bu yaklagikliklarin kalan terimlerinde (2.5)’teki gibi 4 terim alindu.

Bu tablodaki sonuglar mavi tablodaki sonuglardan ¢ok daha iyidir, ¢iinkdi Tablo 1.1deki Ty, Ty, Ty, Tg trapez ve Uy, U,, U, orta nokta yaklagikliklar: kalan terimsiz olarak
hesaplanirken bu tablodaki Ty, T, Ty, Tg trapez ve U, U,, U,, Ug orta nokta yaklasikliklar1 Yontem 1 ya da 2’ye gore kalan terimli olarak hesaplanmustir (Bkz. “Havie, T.

Kuadratiir, Interpolasyon, Ekstrapolasyon ve Rasyonel Yaklasikliklar Hakkinda Romberg Semineri Tutanaklari (Ed., Proc. of Romberg Seminar on Quadrature,
Interpolation, Extrapolation and Rational Approximations), Trondheim, Norway, 1989”. Bu seminerde Trondheimdan Tore Hdvie “Remarks On Some Modified Romberg

Algorithms for Numerical Integration, 1986” makalesini gelistirdigi “Romberg Integrali ve Klasik Analizi (Romberg Integration and Classic Analysis)’nde Romberg
Integrali’ndeki trapez ve orta nokta yaklasikliklarin ve bunlara ait kesme hatalarinin Bernoulli sayilarina bagli olarak sunumunu yapti. Ozellikle Teorem 2'deki (14) ve
(15)’te T (h) trapez ve U(h) orta nokta yaklagikliklarini 1. ydntemdeki gibi [0,1] araligindaki integrallerinin alinmasi ve hemen ardindan verdigi kesme hatalarina ait

ispatlar1 son derece dikkat ¢ekicidirler). Burada her 2 yontemde T4, T,, Ty, Tg trapez ve Uy, U,, Uy, Ug orta nokta yaklasikliklarina ait sonuglarin ayni ¢tkmasinin nedeni,
(2.35)’teki her 2 integralin de ayn1 olmasidir. Buna gore Ty, T, Ty, Tg trapez ve Uy, U,, Uy, Ug orta nokta yaklasikliklar: icin (2.37) ve (2.40)’taki degerler ile bunlara ait
K(T,),K(T,),K(T,),K(Tg) ve K(Uq), K(U;y), K(Uy), K (Ug) kalan terimleri igin (2.39) ve (2.42)’deki degerler ayni olurlar, ¢iinki ¢akisirlar!

Hesaplara gecildiginde tablodaki sonuclar MADAS ATG20'den alinmugtir. Ciinkii kalan terimli Ty, Ty, Ty, Tg trapez ve Uy, U, Uy, Ug orta nokta yaklagikliklar1 2. yonteme
gore su sekilde elde edilmektedir:

(7 T, T m° il s 0.99999997526628118261
— — + — + —_ = 0. )]
Y74 96y2 15360\/7 6881280vV2 59454259202
T, = (1 +2) m° il s =~ 0.99999998887080343856,
27 8 384\/_ 40960\/_ 16515072v2  13589544960v2
T, = (1+V2+Va+202)n L 13m° 1037 6497 =~ 0.99999999565973231603,
* 16 1536v2 1966080\/_ 5284823040v2 24352464568320v2
1+vV2 + 4+2\/7+\/4+2\/2—\/7+\/4+2 242 |n
o N 3 5315 N 3977 94137°
87 32 61442 31457280v2 7516192768vV2 1246846185897984+2
=~ 0.99999999868368058831,
A m m° i m ~ 1.0000000024753256945,
(243) { ' 2v2 192\/_ 61440V2 41287680\/_ 47563407360v2
_ 4 + 227 3 1175 1977 2477°
U, = - + - =~ 1.0000000024486611935,
8 768vV2 9830402 880803840\/7 12176232284160V2
\/4+2\/2—\/7+\/4+2 2+V2 |n
7, = m + 17m* 1541n’ 3600777 =~ 1.0000000017076288605,
T 16 30722 5242880v2 169114337280\/_ 3117115464744960vV2
J4+2 /2— 2+\/§+J4+2,/2— 2—\/§+J4+2,/2+ 2—\/§+J4+2,/2+\/2 +2 |n
7. =
8 32
3 211m5 276371’ 2912743m°
~ 1.0000000006214415617.

12288\/_ 251658240vV2 10823317585920\/_ 797981558974709760v2

Buna gore Ty, Ty, Ty, Tg ve Uy, U,, Uy, Ug’in (ki Romberg bu yaklasikliklardan Ug’i hesaplamadi ¢iinkii mavi tabloda Ty, Ty, Ty, Tg trapez ve Uy, Uy, U, orta nokta
yaklagikliklarinin degerleri yer alirken Ug’in degeri bulunmaz) MADAS ATG 20de 10 basamakli olarak hesaplanabilmesi igin m = 3.141592653 (ki o saatte 1949da
ENIAC ile hesaplanan m’nin 2037 basamag; biliniyordu. Ayrica % = 3.141592920 islemi MADAS hesap makinesi serilerinde ¢ok iyi bilinen bir 6rnekti. Bu 6rnegin
bir MADAS hesap makinesinde nasil yapilacagini Tayvanli Huang Pengyu adli kullanicinin 6 Nisan 2017de ebaydan satin aldigit MADAS AZS 20’nin bir yonergesinde
gorebilirsiniz. O 1960’larda kullanilan MADAS AZS 20’yi neredeyse sifir ve kilavuzlari ve yonergeleriyle birlikte eksiksiz satin aldi. Bu kilavuzlardan biri 355'in 113%
bolimiiniin MADAS AZS 20de nasil yapilacagina iliskin yonergeydi. Bu islemin MADAS ATG 20de nasil yapildigini gorebilmek i¢in suraya bakiniz) ve Ty, T,, Ty, Tg

ve Uy, Uy, Uyteki V2 = 1.414213562 degerine ve i¢ ice gecmis karekokler nedeniyle karekok hesaplayici bir algoritmaya ihtiyag vardir. Ginkit MADAS ATG 20de
ve V tuslar1 yoktu, sadece 4 islem tuglar1 vardi!

2.5.1. MADAS Masaiistii Hesap Makinesi

“MADAS” ismi “Carpma, Otomatik Bélme, Toplama ve Cikarma (Multiplication, Automatic Division, Addition, & Subtraction)” kelimelerinin bas harflerinden
tiretilmistir. Bir elektrik motoruyla ¢alisan mekanik bir hesap makinesidir ve 4 standart islevi (¢ok fazla vinlama ve tikirt: ile. Bu sesler her ne kadar rahatsiz edici olsa
da bazilar1 sever ve o zaman makineyle biitiinlesmis olursunuz. Ornek vermek gerekirse “Hayatta en cok sevdigi ses, sigorta ofisimdeki police basan yazicidan cikan cirt

cirt sesi”) otomatik olarak yerine getirir.


https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/1/kalan_terimsiz_romberg_integrali_yontemi.pdf
https://www.nb.no/items/URN:NBN:no-nb_digibok_2017051148142?page=0
https://www.nb.no/items/URN:NBN:no-nb_digibok_2017051148142?page=0
https://www.nb.no/items/URN:NBN:no-nb_digibok_2017051148142?page=0
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/Tore%20Havie-Remarks%20On%20Some%20Modified%20Romberg%20Algorithms%20For%20Numerical%20Integration,%201986.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/Tore%20Havie-Remarks%20On%20Some%20Modified%20Romberg%20Algorithms%20For%20Numerical%20Integration,%201986.pdf
https://www.nb.no/items/URN:NBN:no-nb_digibok_2017051148142?page=69
https://www.nb.no/items/URN:NBN:no-nb_digibok_2017051148142?page=71
https://www.nb.no/items/URN:NBN:no-nb_digibok_2017051148142?page=73
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://www.wittenberg.edu/news/2013/03-14-pi
https://www.youtube.com/watch?v=dbihQrm6Akw#t=1m3s
https://www.youtube.com/watch?v=dbihQrm6Akw#t=1m3s
https://www.youtube.com/watch?v=FPk10kMzX8M#t=1m25s
https://www.youtube.com/watch?v=dbihQrm6Akw#t=12s
https://www.odatv.com/siyaset/en-sevdigi-ses-sustu-240269
https://www.odatv.com/siyaset/en-sevdigi-ses-sustu-240269
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Madas’in tasarimi 1950 civarinda yeni kalipli tuslar ve gri-yesil renk semasi ile giincellenmistir. Kasanin alt kismi yanlardan ve arkadan kapatilmis, boylece motor ve
elektrik aksami tamamen korunmustur. Mekanizmada sadece kiigiik degisiklikler yapilmistir.

1950’lerden kalma 20ATG modeli, ¢ok ayrintili bir “tripleks” saryo ile donatilmis tam otomatik bir masaiistii hesap makinesidir.

Tastyict, segici temizlemeli (ancak 10’luk aktarimi olmayan) ikinci bir sayag kaydi ve 20 basamakli ikinci bir akiimiilatér kaydi ekler. Ikinci akiimiilator i¢in 10'luk
tasima mekanizmasi tamamen saryo iginde yer alir ve tam genislikte bir eksantrik mili ve makinenin arkasindaki uzun bir “tambur diglisi” tarafindan tahrik edilir.
Ikinci akiimiilator, calisan toplamlari ve ara sonuglari biriktirmek i¢in dogrudan veya tamamlayict modda bagimsiz olarak devreye alinabilir veya devreden ¢ikarilabilir.
Kayut, sag iistteki bagparmak kolu araciligiyla manuel olarak temizlenir.

MADAS ATG 20 Modeli

Teknoloji: Kademeli tambur, A sinifi tam otomatik.
Fonksiyonlar: Otomatik ¢carpma, otomatik bolme, toplama ve ¢ikarma.
Rakamlar: 10 klavye, 2 X 10 sayag, 2 X 20 akiimiilator.

2 adet 20 haneli sonu¢ mekanizmasina (2 X 20 akiimiilatér) ve 2 adet 10
haneli dontis mekanizmasina (2 X 10 sayag) sahiptir. Yani girilen sayilar 10
basamaga kadar olabilirken ¢ikista 20 basamaga kadar sonug gosterilebilir.
Makine bir biitiin olarak toplam 80 rakam gosterir: Tastyicida 20 + 20 +
10 + 10, klavye kaydinda 10 ve ¢arpanda 10.

Hafiza: 30 kelime.

Romberg 1955’te makinenin hafizasi i¢cin maksimum kayit yaparak 30 kelime
tespit etti. Ama bu heniiz bilgisayar hafizasindaki “word (kelime)” anlaminda
degildi (Bkz. “Bit, Bayt ve Word Kavramlar1”. Bit en kiigiik hafiza birimi
olmak tizere 1 Bayt = 8 Bit ve 1 Word = 2 Bayt = 16 Bit'tir).

Resim 2.1. MADAS ATG 20 masaiistii hesap makinesi. MADAS ATG 20, AT 20 modeliile jhcan ve Makine Etkilesiminden Ortaya Cikan Bir Uriin: Romberg
ayn1 mekanik mithendislige sahiptir. Ancak yeni ve modern bir govdeye, gri renge ve kare
tuslara sahiptir. Bu goriiniim “B” serisine (BVG 20, BTG 20, BTZG 20 vb.) ait daha sonraki her
modelde olacaktir. AT 20 gibi, bu modele de ek bir kayit cihazi takilmistir. Bu, genellikle “Kayat
4 (Register IV)” olarak adlandirilan bir “Akiimiilatér Uriin Kaydi”dir. Sadece hemen sagindaki :
bir “bagparmak kolu” vasitasiyla temizlenebilir. Fujino, su kritik bilgileri verir (Bkz “Seiji Fujino: ‘Romberg Integralinin
Mucidi Werner Romberg ile Bir Roportaj Gergeklestirdin, 14.10.1996”):
“Sonrasinda profesdre Romberg Integrali'ni nasil buldugunu sordum. O dénem profesoriin kullandig: bilgisayar Isvigre mali ‘MADAS’ adinda (MADAS ATG20) bir hesap

makinesiymis ve hafizasi yalmzca 30 kelimeyi barindirabiliyormus. Bir seferinde sayisal integrali Simpson yontemiyle denediginde, kesin sonuca bir tiirlii ulasamarms. Bu

Integrali Yontemi

Bu konuda Romberg ile 14.10.1996da Heidelbergde roportaj yapan Seiji

sebeple Gauss-Legendre yontemiyle denemis, fakat bu sefer de katsayilar: depolarken hafiza doluvermis. Iste bu sartlar altinda ‘Romberg Integrali’ fikri aklina gelmis. Hem
kodlamasi kolay hem fazla hafiza gerektirmiyor hem de yakinsakligi bulmak kolay.”

Boyutlar: Genislik 240 MM x Derinlik 305 MM x Yiikseklik 230 MM, saryo genisligi 380 MM.
Agirhik: 17.2 KG.

Uretim Y1l ve Yeri: 1940-501er, Ziirih/ Isviqre.

Fiyat1: 1958’de Almanya’da 5825 Mark ve yil iginde ortalama 5330 Mark idi.

2.5.1.1. T{,T,,T4,Tg ve Uy, U,, U, Yaklasikliklarinin MADAS ATG 20’de Hesaplanmasi. Bu hesaplamalarda ilkin Romberg’in tezindeki mavi tablodaki ilk
stitundaki giris degerlerini veren trapez ve orta nokta yaklagikliklarinin (2.43)’e gore MADAS ATG 20’de nasil hesaplanmis oldugunu gosterecegim.

2.5.1.1.1.T,T,,T4,Tg Trapezve U, U,, U, Orta Nokta Yaklasikliklarinin MADAS ATG 20’deki Hesaplar:
Romberg ilkin Niimerik Analiz kitaplarindan birinden w = 3.141592653 degerini alarak MADAS ATG 20de

m  3.141592653
(244) Ty = =~ = 0785398163

2141592653 ~ 0.785398163254ir ve Romberg bunu MADAS ATG

20de gormesine ragmen (ki makineye maksimumda 10 basamakli sayilar girilebilirken sonuglar 20 basamaga kadar gosterilebiliyordu) 10 basamak olarak ald1!

sonucunu buldu ve bunu mavi tablodaki ilk siitundaki ilk satira yazdi. Fakat bu islemin sonucu

Romberg ikinci olarak yine ayni ya da benzer bir kitaptan V2 = 1.414213562 degerini aldi ve MADAS ATG 20de

T, mV/2 0.785398163 3.141592653 x 1.414213562
(2.4’5) TZ =—+ =

> g = > + 3 = 0.392699082 + 0.555360367 = 0.948059449

sonucunu buldu ve bunu da mavi tablodaki ilk siitundaki 3. satira yazdu.

Ty 4+2/2

16

4
Romberg tigtincii olarak T, = % + isleminde Newton-Raphson yontemine gore v 4 + 2v/2 =: x dersek f (x) = x: — 2x?% + 2 = 0 fonksiyonu igin



https://www.johnwolff.id.au/calculators/Egli/Egli.htm
https://en.wikipedia.org/wiki/Word_(computer_architecture)
https://fr.scribd.com/doc/105448402/bit-byte-word
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/fujino-romberg_roportaji.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/fujino-romberg_roportaji.pdf
https://treasures.scss.tcd.ie/hardware/TCD-SCSS-T.20121208.012/JohnWolff-Calculators-by-HansEgli-Zurich.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=FPk10kMzX8M#t=13s
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_method
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f(Xn) _ 3Xn4 - 8Xn2 -8
f,(xn) - 4'Xn3 —16x,

(246) Xp41=Xn —

iterasyonuyla yaklagimlarda bulundu. Bu iterasyonu ilk kez kullanan 13. yyda (1212'den 6nce) Serafettin EIl Tusi oldu ve Newton tiirev kavramindan habersiz olarak,
polinomlarda bir algoritma olarak kulland1. El Tusi'nin yontemi Avrupaya gegtikten sonra tek fark, bu iterasyonla elde edilen x kokiiniin basamaklarindaki rakamlarin
teker teker bulunmasi yerine her bir yaklasikligin oldugu gibi alinmasi ve bu yaklasikliklarin koke yakinsamasi sayesinde rakamlarin ortaya ¢ikarilmasi oldu (Bkz. “Babil
Algoritmasindan Modern Kok Algoritmalarima Dogru 4,000 Yillik Bir Yolculuk, 2008, “Newton Metodunun Tarihcesi”, S. 155-165. Newtonun ornekleri i¢in suraya

bakimz: “Sayisal Denklemlerin Etkin Coziimii (Numeralis Aquationum Affectarum Resolutio)”, S. 8-14.

Islam’in Altin Cagrnda, 6zellikle 9. ve 10. yiizyillarda, Arap matematigi Yunan matematigi (Arsimet, Oklit, Apollonius) ve Hint matematigi (Aryabhata, Brahmagupta)

tizerine inga edilirken Araplar, Yunan matematik kitaplarini Yunancadan Arapgaya gevirirlerken kendi atalarinin ¢aligmalarina baktiklarinin farkinda miydilar? Bir
Hadis-i Serifte “Ilim, miiminin yitik maldir, nerede bulursa alir!” denmesinin nedeni bu muydu acaba? Bana gére bu durum sadece Araplara has degil tiim Arap
cografyasi ve Iran i¢in gecerlidir. Saka gibi ama Israil bu konuda ¢ok gayretli!

Ayrica bu kitapta bir fonksiyonun koklerini her mertebeden veren algoritmalar1 “ATA M Algoritmalar: Ver. 3” verdim ve bunlarin sayisinin teoride sonsuz tane oldugunu
gosteren bir¢ok drnek verdim. Bu vesileyle simdiden herkesin 19 Mayis Atatiirk’s Anma ve Genglik ve Spor Bayramr'ni kutlarim. Burada tekrar hatirlatmak gerekirse
“M” algoritmanin mertebesini gosterir ve “ATA” Atatiirk’ii temsil ettiginden “ATA M” derken aslinda “ATAM” diyordum ve bu zorlu alanda bunu séyleyebilmek o kadar
kolay degildi).

Buna gore ilk yaklagikhigi 1 < v2 < 2 oldugundan 2 < V6 = V4 + 2.1 <4+ 2V2 <4 +22=+8<3 =:xy (yadav4 +2V2 =4+ 2 x 1414213562 =
V6.828427124 < 3 =:X,) secersek 2. yaklagiklig1 10 basamakta su sekilde elde ederiz:
3x0* — 8x,2 — 8 _ 3.3*-8.32-8 163

43
= = =2 = 2.716666667.
4x,43 — 16%, 4.33-163 60  “60

X1 =

Romberg bu degeri MADAS ATG 20’ye yazarak 3. yaklasiklik i¢in su degeri buldu:

_3' -8B, 330802
X2 = 4x,3 —16x, )

Ve bu degerle birlikte 4-6. yaklasikliklar i¢in su degerleri buldu:

3x,%* — 8x,2 -8 3x3* — 8x3%2 -8 3x,* —8x,2—8
= = 2.613241522,x, = = 2.613125944, x5 = " = 2.613125930.

Romberg bundan sonraki yaklagikliklar ayni sonuglar1 verdiginden, bu son degerle 3. trapez yaklagikligin degerini bularak mavi tablodaki ilk siitundaki 5. satira yazdi:

T, m/4+2V2 0.948059449 3.141592653 x 2.613125930
2A7) Ty=—+——r— = > + =

= 0.474029725 + 0.513086076 = 0.987115801.

- T[(\/4+2\/2—\/§+\/4+2 2+\/E> %8
Romberg trapez yaklagikliklarinda son olarak Tg = — + isleminde yine ayn1 yonteme gore ilkin ‘/4 + 22 £ V2 =:x dersek f(x) = i

2 32

x® + 5x* — 8x? + 2 = 0 fonksiyonu igin (ki \/ 4+2v2 =2 ve \/ 4 + 2+/2 + +/2’nin her ikisi birden bu denklemin kokiidiir)

f(xn)  7x,° —80x,° + 240x,* — 128x,,% — 32

2.48 =x, — =
(2:48) Xni1 = Xn =703 8%,7 — 96X,,° + 320x,% — 256x,

iterasyonuyla yaklasimlarda bulunur. Fakat J 4422 —2ve \/ 4 + 2+/2 + V2 degerlerine ilk yaklagimlar dogru bir sekilde belirlenmelidir. Ciinkii ilk yaklagikliklar

dogru sekilde segilmezlerse f(x) = 0 denkleminin diger kokleri s6z konusu olur ve bu iterasyonla hedeflediginiz bu koklerin yerine diger kokleri bulursunuz.

y
f'(x)
20
f(x)
X
° i ¢
-10 r °
-20 -

Sekil 2.2. Mathematicada hazirladigim f(x) ve f'(x)’in grafikleri. Siyah noktalar f(x) = 0 denkleminin koklerini ve kirmiz1 noktalar f'(x)’in ekstremum noktalarini gosterir. f'(x)
kokler arasinda isaret degistirdiginden kokler ile ekstremum noktalar: diiseyde hemen hemen hizalannmis gériiniirler.


https://en.wikipedia.org/wiki/Sharaf_al-Din_al-Tusi
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/newton_metodu.pdf
https://archive.org/details/bub_gb_-Sj8f2kAcOAC/page/n25/mode/2up?view=theater
https://archive.org/details/bub_gb_-Sj8f2kAcOAC/page/n25/mode/2up?view=theater
https://archive.org/details/bub_gb_-Sj8f2kAcOAC/page/n31/mode/2up?view=theater
https://tr.wikipedia.org/wiki/Orta_%C3%87a%C4%9F_%C4%B0slam_matemati%C4%9Fi#:%7E:text=%C4%B0slam'%C4%B1n%20Alt%C4%B1n%20%C3%87a%C4%9F%C4%B1'nda,%2C%20Brahmagupta)%20%C3%BCzerine%20in%C5%9Fa%20edilmi%C5%9Ftir.
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
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Su halde yukaridaki sekilde f'(x)’in kokler arasinda isaret degistirdigine dikkat etmeli ve ilk yaklasikhiklar icin f’(x)’in isaret degistirdigi ve /4 + 22 — V2 ve
4 + 2+/2 + /2 koklerinin yer aldigi araliklarda (ki her kok igin sekildeki egrilerin kesistigi noktalardan olusan ve iginde kok bulunan araliklar) birer deger almak
yeterli olacaktir. Buna gore 1< +v2 < 2 oldugundan V2 + 1 <2+ V2 <+v2 + 2 = 2 esitsizlikleri gecerli olur ki sekilde sondaki siyah noktayla gosterilen

,/4 + 24/2 + V2 kokii igin ilk yaklagikligi 2 < xo < V6 < V4 +2.1 < ‘f4 +2v2 4+ V2 < V4 + 2.2 = /8 < 3 =:x, segebilirken sondan bir 6nceki siyah noktayla
gosterilen |4 + 2/2 — /2 kokii igin 0 =v2 —2 <42 —+2 <+2 =1 =1 nedeniyle ilk yaklagikligi 2 = /4 + 2.0 <,/4+2 2-V2<V4+21=V6<3

esitsizliklerine gore x, = 2 alamay1z ¢iinkii (2.48)’deki iterasyonun paydast sifir olur, dolayisiyla xo = 2% almamuz yeterli olur. Bu deger sekildeki sondaki 2 kokiin

orta noktasina yakindir.
Simdi ilk baglangi¢ degerini xq = 3 alirsak 2. yaklagiklig1 (2.48)’e gore soyle elde ederiz:

_ 7X® — 80x,° + 240x,* — 128x,? —32  7.28 —80.2° + 240.2* —128.22 —32 5863 _ ) 1783
X TGy, 7 — 96xg5 + 320%,° — 256%,  8.27—96.25 +320.2% — 252 2040 2040

= 2.874019608.

7x,8-80%,°+240x,%-128x%,2%—
8%17-96%15+320x,3-256X;
7x38-80x3°+240x3%—128x3%— 7X45-80x,°+240x,*-128x,%-32 _ 2774079699 ve x. = 7x58—80x5°+240x%—128x5%—
8x37—96X35+320x33—-256X3 8x,7-96x,5+320x,3-256x, 6 8x57—96X55+320x53—-256Xs

buldu (ki diger yaklagikliklarin makinede xg = x; = xg = -+ = 2.774079691 seklinde aynen goriintiilendigine dikkat ediniz).

8_ 6 4_ 2_
32 ~ 2.802612961, x5 = 2 —20% +240% Z128% 732 . ) 777245984, x, =

8X,7—96X%,5+320X,3-256X,

Romberg bu degeri makineye yazarak sirasiyla x, =

°2 = 2.774124505, x5 = °2 = 2.774079691 degerlerini

Eger ikinci baslangi¢ degerini xy = 2 % alirsak 2. yaklagiklig1 (2.48)’e gore

1)8 1\° 1\* 1)2
7x0® — 80x,° + 240x,* — 128x,2 —32 7. (2 —) — 80. (2 —) +240. (2 —) —128. (2 —) —32 78617 10937
X, = = _\2 2 Z Z - - =~ 2323197340
8xo7 — 96X,° + 320x,3 — 256X, N 1\ TE 1 33840 33840
8.(25) —96.(25) +320.(23) —2525

7x,8-80%x,°+240x,*-128x%,2%—
8X17—96X15+320X13—256X1

7X,8-80x,°+240x,%—128%,2-32 _
8X27—96X25+320X23—256X2

32 ~ 2352326322, x5 =

seklinde elde eder ve bundan sonraki yaklasikliklarin degerlerini sirasiyla x, =

8_ 6 4_ 2_
2.35175136,x,4 = 7X3 SOXE‘ +§40X3 3128X3 32 ~ 2.351751205 olarak buluruz (ki diger yaklasikliklar makinede x, = X5 = X¢ = --+ = 2.351751205 seklinde boyle
8X3 —96X3 +320X3 —256X3

gorintilendigine dikkat ediniz).

Iste Romberg bu sonuglara gore 4. trapez yaklagikliginin degerini 10 basamakli olarak séyle elde etti:

0987115801 4 3.141592653.(2.351751205 + 2.774079691)

n<\/4+2\/2—\/7+\/4+2 2+\/7)
(249) ¢ _Ts =

2 32 2 32
= 0.493557901 + 0.503227271 = 0.996785172.

Bu sonug¢ mavi tablodaki ilk siitundaki 7. satirda yer alir.

Iste bu sonuglara gére Romberg orta nokta yaklagikliklarinin degerlerini tezinde verdigi T, = Ty + Uy, T, =T, + U,,Tg = T, + U, ya da (1.6)’daki aritmetik
ortalamalardan buldu:

U, = 2T, — Ty = 2 X 0.948059449 — 0.785398163 = 1.110720735,
(2.50) U, = 2T, — T, = 2 x 0.987115801 — 0.948059449 = 1.026172153,
U, =2Tg — T, = 2 x 0.996785172 — 0.987115801 = 1.006454543.

Bu sonuglar mavi tablodaki ilk stitundaki 2., 4. ve 6. satirlarda bulunur.

Ozetle Romberg mavi tablodaki ilk siitundaki trapez ve orta nokta yaklagikliklarinin 10 basamakli degerlerini bu gekilde buldu ve sonra bu degerlere Richardson
ekstrapolasyonunu iteratif (tekrarli) sekilde kullanarak diger stitunlardaki (2., 3. ve 4. siitunlar) degerleri elde etti.

Ikinci olarak (2.43)’teki kalan terimlerin hesaplar1 da soyle yapildi.
2.5.1.1.2. K(T¢),K(T,),K(T4),K(Tg) ve K(U1), K(U,), K(U,) Kalan Terimlerinin MADAS ATG 20’deki Hesaplar1

Oncelikle (2.43)’teki kalan terimleri MADAS ATG 20de hesaplanamaz ¢iinkii 10 basamag1 agan sayilar var. Bu nedenle Romberg bu kalan terimleri Tablo 2.1’ gore
(2.5) formunda hesapladi!

Buna gore Romberg (2.5) formundaki kalan terimleri MADAS ATG 20de hesaplayabilmek i¢cin R = folgcos (g x) dx integraline gore 8Bh =b—a=1—-0=1ve

T

2m 2m+1
flx) = gC 0s (g x) fonksiyonunun ¢ift mertebeden tiirevlerini f 2™ (x) = (—1)( 2 ) (E)

Cos (g x) olarak hesapladi ve (2.42)’ye gore a + % 8h=0+ % 1= %
i¢in f(Zm) (%) = (_1)(2;1) (§)2m+1 Cos (g%) = (-1)™ (g)zmﬂ Cos (%) _ (_1)m§(g)2m+1 oldugundan
asv o) - conF G

sonucunu buldu!


https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/1/kalan_terimsiz_romberg_integrali_yontemi.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
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banan 239 v 284 (12 (3 a7 () 50470 () e 10 ()250) =1 (10 @) 8w 0 ) 470 () s o )
f(Z)( )3'26 f(4)( )5'212 f(6)( )7'218 f(S)( )9' 72 oldugundan

1\ a 1 b 1 c 1 d
~ f@ (= @ (= OX = ® (=
(252) K =f (2) 3126 +f (2) 51212 +f (2) 71218 +f (2) 91224

kalan terimlerinde kulland1. Burada a, b, ¢ ve d katsayilar1 Tablo 2.1'de mevcuttur ve

)

2

V2 2141 V2 /m\3 1.414213562 /3.141592653\°
—(5) ( ) =~ . ( . ) = —2.740593560,

V2

1 m\22+1 2 5 1.414213562 /3.141592653\°
(4) —_ )= (— 2___ (= = —— =4 =
Fo(5) = 02 (3) ~(5) = () = 6762143563,
1 V2 m\23+1 V2 N7 1.414213562 /3.141592653\’
©(=)=(-1)°3—(= =——(=) =2- ( ) = —16.68492046
f (2) =1 2 (2) 2 (2) 2 2 ’
1 V2 mn24+1 V2 9 1.414213562 /3.141592653\°
®(=)=(-D*—(= =—(=) = ( ) = 41.16839109
f (2) (1) 2 (2) 2 (2) 2 2

dur (Bkz. v/a i¢in “ATA M Algoritmalar: Ver. 1” makalesine ve “n = 2,3,4 Icin Iterasyonlar” programina).

Su halde (2.52)deki a, b, ¢ ve d katsayilarini Tablo 2.1'den alirsak kalan terimleri MADAS ATG 20de s6yle hesaplamis oluruz:

oo (1) 32 (11024 o (1\24576 o1\ 524288
K(T) = f (E)ﬁ+f (2)5!212+f (Z) s TS (2) Sz = ~2.740593560 x 0083333333 + 6.762143563 x 0.002083333

—16.68492046 x 0.000018601 + 41.16839109 x 0.000000086 = —0.228382796 + 0.014087797 — 0.000310356 + 0.000003541
= —0.214601814,

_ (1 (1) 384 5 (1)10240 . (1\229376
K(Ty) = f ( )3'26 f ( )5!212 + (Z) it (2)W‘ —2.740593560 X 0.020833333 + 6.762143563 x 0.000781250

—16.68492046 x 0.000007750 + 41.16839109 x 0.000000038 = —0.057095698 + 0.005282925 — 0.000129308 + 0.000001564

= —0.051940517,
K(T,) = f® (1) +f@ (1) 104 +f© (1) 3296 +f® ( )83072 —2.740593560 x 0.005208333 + 6.762143563 x 0.000211589
= 3126 © 51212 2/ 71218 2/ 91224 = 7 ' ' '
—16.68492046 x 0.000002495 + 41.16839109 x 0.000000014 = —0.014273924 + 0.001430795 — 0.000041629 + 0.000000576
= —0.012884182,
(L w (1) 26 1 © M7 . (1 23532%
253) 1 K(Tg) = f (2) g6+ f ( )5' St S ( )7!218 +f (E) orgzi = ~2.740593560 x 0.001302083 + 6.762143563 X 0.000053914
—16.68492046 x 0.000000664 + 41.16839109 x 0.000000004 = —0.003568481 + 0.000364577 — 0.000011082 + 0.000000159
= —0.003214827,
kU = f@ (D28 L rw (1) 226 | 0 (1) 2096 | ) (1)65536
Df (2) TR ( )5! St (2) iR (2) org2¢ = 2740593560 X 0.041666667 + 6.762143563 x 0.000520833

—16.68492046 x 0.000003101 + 41.16839109 x 0.000000011 = —0.114191398 + 0.003521950 — 0.000051727 + 0.000000443

= —0.110720732,

KUy = f® ( ) +f® ( ) 176 +f© (1) 3048 L f® (1) 03232 5740593560 x 0010416667 +6.762143563 x 0.000358073
2= 3126 51212 2/ 71218 2/ grgz4 = ™ ' ' '

—16.68492046 x 0.000002761 + 41.16839109 x 0.000000010 = —0.028547850 + 0.002421341 — 0.000046069 + 0.000000428

= —0.02617215,
_ (1 w (1) 51 o (1)1541 o 1)36007
K(U,) = f ( )3' st S ( )5' Szt f (2) st (5) oIzt = —2740593560 X 0.002604167 + 6.762143563 x 0.000103760

—16.68492046 x 0.000001166 + 41.16839109 x 0.000000006 = —0.007136962 + 0.000701638 — 0.000019461 + 0.000000243
= —0.006454542.

Iste bu sonuglara gore trapez ve orta nokta yaklasikliklarini kalan terimleriyle birlikte MADAS ATG 20'de su sekilde hesaplamig oluruz:

(T, =T, — K(T,) = 0.785398163 + 0.214601814 = 0.999999977,

T, =T, — K(T,) = 0.948059449 + 0.051940517 = 0.999999966,

T, =T, — K(T,) = 0.987115801 + 0.012884182 = 0.999999883,
(2.54) { Ty =Ty — K(Tg) = 0.996785172 + 0.003214827(= 0.999999999) = 1,
U, = U, — K(U,) = 1.110720735 — 0.110720732 = 1.000000003,

U, = U, — K(U,) = 1.026172153 — 0.02617215 = 1.000000003,

U, = U, — K(U,) = 1.006454543 — 0.006454542 = 1.000000001.

Bu sonuglardan goriildiigii iizere MADAS ATG 20de en fazla 10 basamakli sayilar girilebilir ve 20 basamakli sonuglar alinabilirken Romberg T;,T,, T, T ve
U,,U,,U,, Ug’in kalan terimlerindeki serileri 4 terimle sinirladig1 igin 10 basamak yeterli goriilmiistiir (Bkz. MADAS AZS 20. Huang Pengyu, bu makinede
3,331,133,311 ile 88,888,888 sayilarini garparak 29,610,073,872,594,548,168 sonucu buldu. Fakat bu islemin sonucu 296,100,735,794,548,168dir). Ciinkii Romberg’in
amaci mavi tablodaki Qg = 1.000000008 son degerini Ty, T,, Ty, Tg ve U, U,, U, yaklagikliklariyla elde etmekti ve bunu Tgde basarirken Uy, U, ve U, te yakalamustir.
Fakat bu sonuglari (2.44), (2.45), (2.47), (2.49), (2.50) ve (2.53)’teki hesaplamalarimdan gordiigiiniiz tizere her bir terimde ve MADAS ATG’ye gore her bir terimdeki
carpanlarda Mathematicada ve Windows hesap makinesinde 10 basamak elde etmek icin ¢ok zamanimi alirken Romberg’in bu hesaplar: giinlerce yapmis ve bu arada

makinenin vinlamalar1 ve tikirtilar1 yiiziinden kafasinin sigmis oldugunu tahmin etmek zor olmaz. Ornegin Romberg kalan terimleri (2.53)’te gérdiigiiniiz gibi (2.5)

3 5 7
formuna gore hesaplarken katsayilar1 Tablo 2.1'den aliyordu ama bu kalan terimlerdeki f’nin ¢ift mertebeden tiirevlerini t = %’de hesaplarken (g) , (g) ) (g) ortaya

gikiyor ve bunlart MADAS ATG 20de hesaplayabilmek i¢in %’yi kuvvetleri kadar kendisiyle carpmak ve sonra elde edilen bu ¢arpimlar: \/; ile carpmak gerekiyordu.



https://rombergintegrali.org/ata_m_algoritmalari/v1/ATA_M_Ver.1.pdf
https://rombergintegrali.org/programs/kba/ata-m-algoritmalari/ver1/n-2-3-4-icin-iterasyonlar.html
https://rombergintegrali.org/programs/kba/ata-m-algoritmalari/ver1/n-2-3-4-icin-iterasyonlar.html
https://www.youtube.com/watch?v=dbihQrm6Akw
https://www.youtube.com/watch?v=dbihQrm6Akw#t=3m10s
https://rombergintegrali.org/kronoloji/riy/2/basitlestirilmis_sayisal_integral.pdf
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Ayrica Romberg’in bu hesaplar1 yaparken oniinde bir siirti miisvedde kagidinin olmasi ve her bir islemin sonuglarini bu kagitlara yaziyor olmas: gerekiyordu. Sirf bu
islemler bile Romberg’i cok yormus ve zamanini almis olmali. Buna gore (2.53)’in hemen tizerinde gosterdigim bu hesaplar bu kadar zaman aliyorsa varin gerisini siz
diisiiniin. Ozetle (2.54)’teki sonuglar Romberg'in giinleri almig olmali ve aym sonuglara her ne kadar Mathematica ve Windows hesap makinesiyle ulastiysam da
1955’teki gibi hareket etmek beni de yordu. Tablo 2.2'deki ilk siitundaki giris degerlerini ise MADAS ATG 20de degil Mathematicada elde ettim!

Bu arada Romberg’in matematiksel kodlama ve programlamasinda bulundugu NUSSEYyi de yakindan taniyalim.
2.5.2. Norveg’in Ilk Elektronik Bilgisayari: NUSSE

1948'de geng bilim adami1 Henry Viervoll, ABDdeki arastirma gezisinden sonra modern bilgisayarlarin gelistirildigini Oslo Universitesine bildirdi. Norveg’in ilk
bilgisayarinin gelistirilmesine onciilitk etmek tizere 1949da Norve¢ Kraliyet Bilimsel ve Endiistriyel Arastirma Konseyinde (NTNF) bir Matematiksel Makineler
Komitesi kuruldu. Yapimindan Thomas Hysing sorumluydu. Ilk énce bir ZUSE makinesi planladilar, ancak profesér D. R. Hartree Cambridgeden, biitce dahilinde,
APEX Cyi olusturan Andrew D. Booth’un bilesenlerine dayali bir elektronik bilgisayar alabileceklerini kesfetti. Giris/¢ikis cihazlarinin yapimi, NTNFnin 1 yil 6nce
kurdugu (SI) Norveg Merkez Endiistri Enstitiisi'nde gergeklestirildi. Stratejideki bu kayma ile zaman gizelgesini 1 yil kadar (1954) uzattilar. Bilgisayara “NUSSE” adin1
verdiler. 1953-54’te Ole Amble ve Tor Evjen, Trondheimdan Werner Romberg ile birlikte NUSSE’nin matematiksel kodlamasini ve programlamasini gerceklestirdiler
(Bkz. “Programlar” Web sitemdeki Romberg Integrali Yontemi'ne ait tiim programlari bu meniiye aldim ve bu programlarin nasil kullanilacagini 6grenmek icin
“Programlarin Kullanimi™na bakiniz). Diger kullanicilar icin, 1952de NTNF, tiniversite tesislerinde ve Kjellerde FFIde subeleri olan bir organizasyon olarak saf ve
uygulamali aragtirmalar i¢in Norveg Bilgi Islem Merkezini (Norsk Regnesentral (NR)) kurdu. NRnin elinde cesitli delikli kart ekipmanlari, UiO'daki diferansiyel analiz
cihazi (ki buna “Diferansiyel Analiz6r” denir) ve daha sonra NUSSE ve DIANA vardi. 1954’tin baglarinda, NRnin Oslodaki tesislerinde yeni bir tablo olusturucu,
reprodiiktor, harmanlayici ve siralayict kuruldu. Ticari bir bilgi islem merkezi haline gelmesi ancak 1959-60’ta oldu.

1952’ye Bir Gonderme!

NUSSEnin ilk kez 1952'de Blindern Universitesinde (simdi Oslo Universitesi) kuruldu ve ilk kez 1 Ocak 1954’te ¢calistirildi. Amble, Hysing ve Evjen adli arastirmacilar
NUSSEYi ¢alistirdiklarinda hepsi sevingten havalara uguyordu (Bkz. “NUSSE, 1954”. Soldan saga Ole Amble, Thomas Hysing, Tor Evjen (ve sagdaki kisiyi
¢tkartamadim) ve sirt1 doniik giilen Kjell Kveimdir. Onlar orada NUSSE’ye karsi NIM oyununu oynuyorlardi. Linkteki resmin altindaki “2K8KJW3” kodlu resmin
renkli halini “4. Piobert-Parmentier Metodunun Qya Genisletilmesi” adli makalemin kapaginda ve Resim 4.2'de gorebilirsiniz (ki bu resmi alamyden degil Norsk Teknisk
Museumdaki “NTM C 25425” kodlu resim olarak almis ve en mitkemmel sekilde renklendirmistim. Ama simdi kiymete bindi (ki 2021de bulmak kolay degildi) ve
alamy'de satiga sunulmus). Yine ayni yerden aldigim Resim 4.3’te siyah-beyaz bir fotograf ve iizerinde “NUSSE, 1952” yazis1 vardir (Bkz. “NUSSE”). Iste o fotograf

NUSSE’nin Blindern Universitesine getirildigi tarihi gosterir ve bunun anisina oraya konuldu!
2.5.2.1. Ole Amble’in Algoritmasini 70 Y1l Sonra En Miikemmel Hale Getirdim ve Gelistirdim!

Bu sirada Romberg ile birlikte ¢alisan Ole Amble, “A Set of Formulas for Numerical Integration, DKNVS, BD. 25, 1952 NR. 10, 517.61” adl1 tezini yayimladi. Romberg'in
tezinde [2] no’lu kaynakga olarak gegen bu tezi NTNUnun profesorlerinden Brynjulf Owren'e 2 kez e-posta gonderdim ve 03.10.2021, 04:48'de gonderdigim 2. e-

postada 3 makalemin linklerini de vermistim (Bkz. “Nihayet Ole Amble’in tezini bulduk!”. Owren 1, 2 ve 3. maddelerdeki makalelerimi Ingilizceye cevirmemi istedi ama

tek calistigimi ve firsatimin olmadigimi bilmiyordu!
Bu makalelerden son ikisi Ole Amble’in algoritmasiyla ilgiliydi:

2. Ole Amble'in Algoritmasi, 01.02.2019 (Bu tarih Romberg'in tezini Owren'den aldiktan (23.12.2018, 09:11) sonra 40. giinii gosterir),

3. Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi, 31.08.2021, 06:23:28.

Fakat Ole Amble’in tezini bana gonderen Owren degil 11.10.2021, 15:28'de Sven Strém oldu). Ole Amble’in tezini aldiktan sonra su makaleyi yazdim:

4. Piobert-Parmentier Metodunun Q’ya Genisletilmesi, 12.07.2022, 21:03:53.

Bu makalede 3 metot verdim ve Metot 1'de Ole Amble’in algoritmasina gore Piobert-Parmentier Metodunu Q iizerine genisletirken (ki W. F. Sheppard’in 14.06.1900
tarihli “Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277" tezine gére Ole Amble’in algoritmasi Sheppard’inkinden tiiretilmis ve o da 19. yydaki

Parmentier kuralindan tiiretmistir (Bkz. “III. Miscellaneous Formulas (I11. Cesitli Formiiller)”, S. 267-272). Arastirmalarim sonucu bu algoritmayla ilk ugrasanin Piobert

oldugunu buldum) Ole Amblein tezindeki orta nokta yaklasikliklarina ait degerlerin hatali olarak verilmis olduklarini gordiim (Bkz. S. 1, Tablo 4.1. Trapez
yaklagikliklarinin degerlerini 20.10.2021, 06:45:20de dogrularken hemen ardindan orta nokta yaklagiklarinin degerlerini gérmeme ragmen, tim ¢oziim yollarin
tilkettikten sonra 22.10.2021, 05:07:46da ayn1 sonuglarin gegerli olduguna karar verdim. Yani hata Tablo 4.1’in son stitunundaki kirmizi rakamlarla gosterdigim Ole
Amblen verilerindeydi).

Sonra Ole Amble’in algoritmasini asagidaki ¢caliymalarimda goreceginiz tizere en mitkemmel forma soktum ve gelistirdim:

4.1. Metot 1 (Ole Amble'a Gore Piobert-Parmentier Metodunun Q Uzerine Genisletilmesi):

4.1.1. Ole Amble Metodu-1952,

4.1.2. Ole Amble1in Yaklasikliklarinin Hizlandirilmasi-2021,

4.1.3. Ole Amblein Yaklasikliklarinin Tam Yakinsamasi-2021,

4.2. Metot 2 (Ole Amble Metodu'nun Tiirevleri)-2021.

2.5.3.T{,T,, T4, TgveU,,U,, Uy, Ug Yaklasikliklar1 Hakkinda

Romberg tablodaki bu sonuglardan goriildiigii {izere Ty, T,, Ty, Tg trapez yaklasikliklarina kalan terimlerini ekleyerek T, T,,T,, Tg ve Uy, Uy, Uy, Ug orta nokta
yaklagikliklarina da kalan terimlerini ekleyerek Uy, U,, Uy, Ug yaklasikliklariyla yakinsakligi daha iyi ve yeni yaklagikliklar onerir ama Tablo 2.1’de goriildiigii iizere bu
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Boliim 2: Kalan Terimli Romberg Integrali Yontemi
yeni yaklagikliklardaki kalan terimlerin katsayilarini Richardson ekstrapolasyonuna gore diizenlemesine ragmen Tablo 2.2’de gordiigiiniiz gibi bu ekstrapolasyon
etkisiz eleman gibi hi¢bir katki yapmaz. Ciinkii tablodaki ilk stitundaki giris degerlerinin yakinsaklik hizi kalan terimlere gore belirlenmesine ve sonraki siitunlarda
Richardson ekstrapolasyonu uygulanmasina ragmen fazladan bir basamak elde edilememistir ya da solcularin jargonuna gore bir “art1 deger” kazanilamamustir. Oysa
Tablo 1.1'de bunun tam tersi olmustu ve istediginiz kadar uygulama yapin bu sonug hi¢ degismeyecektir!

Peki bu sonug neden ortaya ¢ikti?

Bu sonucu asagida birbirine bagl olarak 2 baslikta soyle agiklayabilirim.

1.T,,T,, Ty, TgveU,,U,, Uy, Ug Yaklagikliklarinin Taylor Serilerine Agilimlari. Bunun igin 8h = b — a = hy =: h dersek (2.40)taki U; ve (2.42)'deki K (U; )’e gore

h 2m
055) U1 U, + K(Ul) = hf (a + h) + hlef(Zm) (a + h)% f(a)h +%f’(a)h2 +%fn(a)h3 +%f(3)(a)h4 +%f(4)(a)h5 +%f(5)(a)h6 n
| (m) F &
(fm+(f))r hm fo m!(a)t’”dt=ff<t+a>dt=ff(t)dt=1
o m=0 0 e

(ki Romberg bunu ve asagidakini orijinalde i = u; + r(uq) vei = t; + r(t,) ile gosterir ama bunlar1 diizelttim. Bkz. S. 4) ve (2.40)’taki T ve (2.42)deki K(T; ) gore

- E 2m o ﬁ 2m
T, =T, —K(T) = h.w—h;j@m) <a+g)%(2m) = h.f(b o) erf(a th _h,Zlf(zm) <a+g)%(2m)

= l(f(a) + f(b)h +1(f'(a) — f'(b))h% + i(Zf”(a) + 3f”(b))h3 + i(f(fﬂ(a) - 2f<3>(b)) h* + L(2f<4>(a) +5F®D (b)) h° + -

(m) ) (p (m) ) (p
—{m+(1)), W = @) + 2 Z( DA VE —{m+(1)), AR (@) + Zf ® iy
=0 m=0

(2.56)

h
=ff(t+a)dt—1hf(a)+ﬁf(b—h)=ff(t)dt—lhf(a)+1hf(b—(b—a))=I—lhf(a)+1hf(a)=l
. 2 2 J 2 2 2 2

sonuglar1 gecerli olur (ki bu sonu¢ yukaridaki Ananas Ekspress’in nedenini agiklar), dolayistyla U, Uy, Ug’in Taylor serileri (2.55)teki ve T, Ty, Tg’in Taylor serileri
(2.56)daki gibi olduklarindan (ki bu islemleri Mathematicada yapmak size zaman kazandirir) her ikisinden de (2.35)’teki I integrali benzer sekillerde elde edilirler.

2. T,,T, Ty Tg ve Uy, U, U, Ug Yaklasikliklarina Richardson Ekstrapolasyonunun Uygulanmasi. ilkin Tablo 2.2°deki ilk siitundaki kalan terimli trapez
yaklagiklilarina (2.50)’deki Richardson ekstrapolasyonunu k = 1 igin uygularsak su sonug gegerli olur:

AT, =Ty 4T —K(Tp) = (L —KT) 4T, =Ty 4KT) —KTD) _ ([, fD@ iy’  fO@ hy° fO@ hy* | fOa)
(257) ——= 3 =~ 3 3 ‘(H 1531 (E) 1531 (Z) +"'>_< 153! (E) 1531 (Z)

Burada sz konusu olan (2.56)’daki I = U, dir ve Ty, T,, Ty, Tg, -+ yaklasiklarinin kalan terimlerin serilerinde kag tane terim alirsaniz I'ya o kadar hizla yakinsarsiniz.

Yani Romberg Tablo 2.1’de her bir kalan terimin serisinde (katsayilar1 a, b, ¢ ve d olan) 4 tane terim aldig1 i¢in (2.42)’deki K(Ty), K(T,), K(T,), K(Tg), -+ kalan
4T, —Ty ile 4K (T,)—K(Ty)

terimlerin serilerinde 4 terim i¢in m = 4 alirsaniz son terimlerde h?**2 = h10 ¢ikar ve bu yiizden ilk ekstrapolasyonik yaklagikliklardaki

_ _ (4) 5 (5) 6 _ _
4T, T, —] = 4Tg—T, == ¥ (a) (E) +f (a) (Q) F e ve 4K (T,)—K(Ty) — 4K (T,)—K(T,) —
3 3 153! \2 153! \2 3 3

4T,-T,

yakinsaklik hizi 12—0 =5 olarak goriiniir. Bunun igin -1 =

- ) 5 45 6
w == fls—(;) (g) + fls—(;) (g) + --- yakinsamalarinin gergeklestigine dikkat ediniz ve bunlarin farki size I'y1 verir ama bu m = oo’da gegerli olur. Tablo

4T, —Ty 4Ty-T, 4Tg-T,
3 7 3 7 3/’
T1,T,, Ty, Tg, -+ yaklagiklarinin yakinsaklik hiziyla ayni olur: h8. Iste bu sonu¢ Romberg tarafindan Tablo 2.2’deki ilk siitundaki kalan terimli trapez yaklasikliklarryla

2.2’de ise (2.57)’deki islemin sonucu I ve bu da (2.55)’teki sonugla ayni oldugundan -+ ekstrapolasyonik yaklagiklarinin yakinsaklik hizi
daha bagtan belirlenmistir, dolayistyla Tablo 2.2’yi yapmanin bir anlami olmaz. Yani Romberg diyor ki, “mavi tablodaki Qg = 1.000000008 son degerini Richardson
ekstrapolasyonunu devre disi birakarak T, T,, Ty, Tg yaklasiklarinda daha bastan elde ettim”. Fakat yine de Tablo 2.2’ye bakarsak 10 basamakli Ty, T,, T, Tg’in son 3 ya
da 2 basamag yanlis iken S, ve S,’tin son 2 basamagi ve Sg’in son basamag1 hatali goriiliir ki, bu durumda k = 1 i¢in uygulanan ekstrapolasyonun katkisi yadsinamaz!

Not 2.2. (2.50)’deki Richardson ekstrapolasyonunu Ty, T, Ty, Tg yaklagikliklarina k = 1,2,3,4 i¢in uygularken (2.40)taki T;’in Taylor serisine agihminda T; =

h. W’yi kullaniyoruz. Ciinkii T, Ty, Tg yaklasikliklarindaki fonksiyonlar ve K (Ty), K(T5), K(T,), K(Tg) kalan terimlerine ait seriler a ve h cinsindendirler.

Ikinci olarak Tablo 2.2°deki 2. siitundaki ekstrapolasyonik trapez yaklagiklilarina (2.50)’deki Richardson ekstrapolasyonunu k = 2 i¢in uygularsak su sonug elde edilir:

16T, 4L -T | M= K1)~ (- K(Tp)) 4(To = K(Ty) = (11 — K(T) E (AT =Ty 4T, =Ty
3 3 _ 3 3 _ 3
4K(T,) — K(T; 4K(T,) — K(T
16 ( 4)3 ( 2) _ ( 2)3 ( 1) L f(6)( )( )7 N 31f(7)(a) (h>8 N f(6)(a) <h)7 N 31f(7)(a) (h>8 N _,

15 21.6! \2 21.6! \2 21.6! \2 21.6! \2 o
162T4=T2_4T2-T1 16478—74_474—72 f(é)(a) 7 31f(7)(a) N 164K(T4)—K(T2) 4K (T2)-K(T1) 164K(T8)—K(T4—) 4K(T4)-K(T3)
s 3 _y=""3 3 .= 3 a) 3 3 = 3 3 = =

Burada 15 I'= 15 I="="1a (2) ot (2) + Ve 15 15 -
O (r\7  31fD(a) ()8 . 7 16212 22—

— (—) +—=— (—) + --- olduklarindan bu 2. ekstrapolasyonik yaklagikliklarin yakinsaklik hizi h” olarak goriiniir ama ——=2———2—"in yakinsaklik hiz1 hala
216! \2 216! \2 15

Romberg'in secimine gére h®dir. Buna gore Tablo 2.2’deki 10 basamakli R,’iin son 2 basamaginin ve Rg’in son basamaginin hatali oldugu goriiliir ki, bir dnceki
siitundaki 5, ve $,’(in son 2 basamaginin ve Sg’in son basamaginin hatali olmasi nedeniyle k = 2’de ekstrapolasyondan hicbir katki elde edilemedigi sonucu gikar.
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Boliim 2: Kalan Terimli Romberg Integrali Yontemi

Ugiincii olarak Tablo 2.2°deki 3. siitundaki ekstrapolasyonik trapez yaklagikhilarina (2.50)’deki Richardson ekstrapolasyonunu k = 3 i¢in uygularsak su sonug elde

edilir:
164T8—T4_4T4—T2 16474—T2_4T2—Tl
64 3 3 _ 3 3
15 15
63
1Ml —K(T) = (Ta —K(T)  4Ta—K(TW) = (T, —K(T) | A(Ta—K(T) = (T, —K(Ty)) 4Tz = K(Tp) — (T — K(T1)
3 3 _ 3 3
_ o 15 15
(2.59) = 63
16 e =Ty AT, =Ty [ AT =T, 4T, T, 162K(Te) = K(Ty) _ 4K(Ty) —K(T) AK(Ty) — K(T5) _ 4K(T3) — K(Ty)
64 3 3 _ 3 3 64 3 3 _ 3 3
_ 15 15 _ 15 15
63 63
(4] ®(a) (h)g i ©)(a) (h>1° N f®(a) (h)9 i ©)(a) <h>1° R
B 3150.31\4/  1575.3!\4 3150.3!1\4/  1575.3!\4 o
1U4T8—T4 4T4—To 1U4T4—T2 4T»-Tq 1U4K(T8)—K(T4,) 4K(T4)—K(T3) 1U4K(T4)—K(T2) 4K(T)—-K(T1)
64 3 3 3 3 @@\  FO@) (n\10 64 3 3 3 3 @@ (n\°
15 15 — — eees T/ —_— —_— cee 15 15 o= eeses — —
Burada 63 ['== 350 (4) + 57531 (4) tove 63 T 7 31503! (4)
1 478—?4 47‘4—?2 1 474—?2 47"2—?1

@ (r)1° . 64— — 9 8 1
553l (Z) + -+ olduklarindan bu 3. ekstrapolasyonik yaklagikliklarin yakinsaklik hizi = tinkiiyle h” olarak ayni ama gercekte h®’dir.

Bu, ayn1 zamanda Romberg'in segimine gore I'nin yakinsaklik hizidir. Bu durumda Tablo 2.2’nin son siitunundaki 10 ondalikli Qg’in son basamag1 “8” olarak hatali da
olsa k = 3’te ekstrapolasyondan maksimum katk: elde edilmistir!

Diger taraftan orta nokta yaklagikliklarina Richardson ekstrapolasyonu ayni sekilde uygularsak su sonuglar ortaya ¢ikar: Ilk siitundaki kalan terimli orta nokta
yaklagiklilarina (2.50)’deki Richardson ekstrapolasyonunu k = 1 igin uygularsak su sonug gegerli olur:

40, - U, _ 4(U; + K(Up) — (Uy + K(Uy) _ 4U, — Uy L 4K W) — KUy _ <1 7P (@) (ﬁ)s 7@ (E)G B )

(2.60) 3 3 3 6! \2 6! \2
L (Y@ (h)5 A (h)6 L)
6! 2 6! 2 o
i7.—ij i, —i iJo—1i7 (4) 5 () 6 _ _ _ (4) 5
Burada 2020, — 1= 4Us=Uz _ I = 4Us=Us === 7 (a) (ﬁ) _7f¥(a) (E) e ve 4K(U2)-K(U1) _ 4K(Ua)-KWUz) _ 4KUg)=K(Us) _  _ U—@(E)
3 3 6! 2 6! 2 3 3 3 6! 2
7 (@)

6
o (g) + -+ olduklarindan bu ilk orta noktali ekstrapolasyonik yaklagikliklarin ve kalan terimlerinin yakinsaklik hizi h® olarak goriiniir ama Romberg'in segimine

gore Tablo 2.2’deki U;, U,, U,, Ug yaklagikliklarinin yakinsaklik hizi A%’ dir. Eger Tablo 2.2’yi yakindan incelersek 10 basamakli U, U,, U,, Ug’in son basamaklar1 hatal
goriiliirken V, ile V,’iin de son basamaklarinin ayni sekilde oldugu gériiliir. Bu siitunda Vg’i 10 ondalikli olarak yazmamin nedeni, Vg’in 10 basamakli bir hesap
makinesinde “1” olarak goriilecegidir. Ornegin bu sonug Romberg’in kullandigt MADAS ATG20'de boyle goriiniir. Demek ki ekstrapolasyon k = 1’de katki yapmus!

Ikinci olarak Tablo 2.2’deki 2. siitundaki ekstrapolasyonik orta nokta yaklagiklilarina (2.50)’deki Richardson ekstrapolasyonunu k = 2 i¢in uygularsak su sonug elde

edilir:
164(74 -0, 40,-T, 164(U4 +K(Us) = (U2 +K(Up)  4(Uz + K(U2)) — (U + K(Uy)) 164Us Uy _ 4U, — Uy
3 3 _ 3 3 _ 3 3
' 4K(U,) — K(U,) 4K(U,) —K(U
164K WUs) — K(Up) _ 4K(WUp) — K(U) 31f©(a) ;b\ 31fD(a) (h\® 31f©(a) ;b\ 31fD(a) /h\®
| () ) ) () el )

15 12.8! \2 248 \2 12.8! \2 2481 \2 '
16204=02_405-0, 16208=0s_4U04-Up 317O (@) (7 31£D(a) ()8 161K WUa)-KUp) 4KWUz)-KWU1) | 4K(Ug)-K(Us) 4K(U4)=K(Uz)
-3 3 @ J=_—"3 3 _J—=..=_— — — - — e 3 3 — 3 3 e

Burada 15 I'= 15 [=:= 12.8! (2) 24.8! (2) ve 15 T - T
- + - + -+ olduklarindan bu 2. ekstrapolasyoni aKlasiKliklarin yakKinsakii 171 olara orunur ama ———— 111 yakKinsakll 171
) ) Iduklarindan bu 2. ekstrapolasyonik yaklasikliklarin yakinsaklik hizi h7 olarak g yakinsaklik h
12.8! 2 24.8! 2 15

hala Romberg'in secimine gore h®dir. Bu durumda Tablo 2.2’deki 10 ondalikli W, bir énceki siitundaki ¥V, ve ondan 6nceki siitundaki Ug ile ayniyken W ayni satirdaki

ve bir 6nceki siitundaki Vg den biraz daha iyidir. Yani k = 2 i¢in ekstrapolasyon biraz da olsa katki yapmus!

Ugiincii olarak Tablo 2.2’deki 3. siitundaki ekstrapolasyonik orta nokta yaklagiklilarina (2.50)’deki Richardson ekstrapolasyonunu k = 3 i¢in uygularsak su sonug elde
edilir:

40, -0, 40,-1T, 40,-0, 40,-0,

16 16
3 3 _ 3 3
64 15 15 _
63
16 4(Ug + K(Ug)) = (Us + K(U4))  4(Us + K(Us)) — (U + K(Up)) 16 4(Uy +K(WUL)) = (U2 + K(U3))  4(U; + K(Up)) — (U + K(U))
3 3 _ 3 3
_ 64 15 15
(2.62) = 63
4Ug — U, _4U, - U, 4Us — U, 40U, - Uy 4K(Ug) — KU, _ 4KWU,) — K(U) 4K(Uy) —KU,) _ 4KU,) — K(Uy)
16— 3 16— 3 16 3 3 16 3 3
64 - 64 -
_ 15 15 + 15 15
63 63

254f® (@) rh\° 508 (a) rh\*° 254f®(a) rh\° 508 (a) rh\*°
=<"W(z) ‘W(Z) "")*(W(z) +W(z) +"'>=’-
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AK(WUg)-K(Us) 4K(U4)-K(Uz)

1 1

1

4Ug—-Uyg 4Us-Up 1 4Uy-Uy 4Up-Uq 4K(U4g)-K(U3) 4K(U2)-K(U1)
>3 3 > 3 3 > 3 3

4 4 3 3
Burada & = = == _M(a)g _ M(E)m e = = _
63 5.8 \4 5.8 \4 63
4U8—ﬁ4 4U4—ﬁ2 4ﬁ4—l72 4ﬁ2—l71
—254f(3)(a) m’ —508f(9)(a) AT i 641U : 15 : — 15 — 9
=1a] (Z) 5l (Z) + -+ olduklarindan bu 3. ekstrapolasyonik yaklasikliklarin yakinsaklik hizi = tinkiiyle h” olarak ayni

ama gercekte h®dir. Bu, yine Romberg'in segimine gére I'nin yakinsaklik hizidir ve Tablo 2.2’nin son siitunundaki 10 ondalikli Xg'in (ki Romberg bunu vermez ama
kodlama sistemine gore bu yaklasiklikliga “X” diyecekti) son basamagi “2” olarak hatali da olsa k = 3’te ekstrapolasyondan maksimum katki elde edilmistir!

Ozetle K(Ty), K(T,), K(T,), K(Tg) ve K(U;), K(U,), K(U,), K(Ug) kalan terimlerinin Tablo 2.1den gériildiigii iizere Richardson ekstrapolasyonuna gére yazildiklarini
biliyoruz ve bu kalan terimler Ty, T,, Ty, Tg trapez ve Uy, U,, Uy, Ug orta nokta yaklagikliklarina eklendiklerinde Ty, Ty, Ty, Tg ve Uy, Us, Uy, Ug yaklagikliklar elde edilir
ki bu son yaklagiklardan elde edilen sonuglar1 Tablo 2.2°de goriiyoruz. Yani Romberg trapez ve orta nokta yaklasiklarinin kalan terimlerini Richardson
ekstrapolasyonuna gore yazmak ve onlari trapez ve orta nokta yaklasiklarina ekleyerek elde ettigi Ty, T, Ty, Tg ve Uy, U,, Uy, Ug yaklasikliklarini zaten ekstrapolasyonik
yaklasikliklar olarak elde etmistir, dolayisiyla bu ekstrapolasyonik yaklasikliklar: tekrar Richardson ekstrapolasyonuna sokmak bir sey kazandirmaz. Bu sonug

Ty, Ty, Ty, Tg ve Uy, U,, U, Ug yaklasikliklarinin Tablo 2.2'de goriildiigii {izere tablosunun yapilmasini anlamsiz kilar, ¢iinkii bunlar zaten kendinden ekstrapolasyonlu

yaklagikliklardir. Prof. Dr. Tore Hdvie keske 8-10 Aralik 1988’de Trondheim Universitesi'nde diizenlenen “Romberg Semineri’nde (ki bu seminerdeki makaleler 16
Mayis 1989’da Romberg’in 80. dogum giinii i¢in Tore Hdvie tarafindan bir kitapta topland: ve yayinlandi) makalesine 2. Yontem’i de alip sunumunu yapsaymis. Clinki
Romberg asagida goriildigii gibi tezinde bu yonteme sik sik atif yapiyordu ama bana nasip oldu!

70 Yil Sonra Romberg’in Sozii Gergeklesti ve Tezi Diizeltildi! (70 Jahre spiter erfiillt
sich Rombergs Versprechen und seine These wird korrigiert!)

Isbu makaleyle Romberg’in asagidaki sozlerini (tezin sonundaki yesil tablonun
altindaki sozler) 70 yil sonra yerine getirmis bulunuyorum:

“Ayrica u ve tyi izleyen yaklasimlarin degisen isaretlerini de (yani trapez ve orta nokta
yaklasikliklarinin kalan terimlerinin zit isaretli olmasi) gorebiliriz.

Yontemimiz daha yiiksek mertebeden yaklasimlar: basit bir sekilde saglar. Bununla
birlikte, bazen bir arabk parcasindaki diisiik dereceli bir yaklasim diger aralik
pargasindaki yaklasumi telafi edebilir. Bu durumda teoremlerimiz her bir aralik parcas
icin gegerlidir (ki Romberg’in bu sonuglar: bir makinede (MADAS ATG20) gozlemledigi
anlagiliyor).

(Man erkennt auch das abwechselnde Vorzeichen der an u und an t sich anschliessenden
Niherungen.

Unsere Methode liefert auf einfache Weise die Niherungen hoherer Ordnung. Trotzdem
kann gelegentlich eine Niherung niedriger Ordnung im einen Intervallteil das des anderen
Intervallteiles kompensiert. Unsere Sitze gelten dann fiir jeden der einzelnen
Intervallteile).”

Ayrica “Basitlestirilmis Sayisal Integral” tezindeki tiim hatalar1 diizelttim ve

kaynakgalara (ve ilgili tim yerlere) link vererek ilk kez igin dijital ortama aktardim.
Romberg Tezinde Sik S1ik EK’teki Yonteme Atifta Bulunur!

Romberg, tezinin sonunda Ole Amble’in yonteminden elde edilen 2. tablo ya da

“Vereinfachte numerische Integration” adli

Resim 2.2. Werner Rombergin

turuncu tablonun hemen altinda su aciklamalarda bulunur: “Qg’in 8 ondalik
dogrulukla I = 1’e (ve Ole Amblein dis noktalardan olusan yaklasikliklar: igin 2.
tablodaki Qg’in 10 basamak dogrulukla bile I = 1’e) karsilik geldigini gorebiliriz. Hangi
yontemi kullanacaginiz tamamen fi’nin nasil hesaplanabilecegine baglhdir. Eger
bulmalar: kolaysa, daha ince bir bolme kullanmak daha iyidir. Sayisal hesaplamalar:
ok fazla ¢alisma gerektiriyorsa, burada belirttigimiz gibi yiiksek yaklasimli bir yontem
(2. Yontem) onerilir.

(Wir sehen, dass Qg mit I in 8, Qg sogar in 10 Dezimalen iibereinstimmt. Welche
Methode man verwendet, hingt ganz davon ab, wie sich die Fj, berechnen lassen. Sind
sie leicht zu finden, teilt man besser feiner ein. Erfordert ihre numerische Berechnung
viel Arbeit, dann empfiehlt sich eine Methode hoher Niherung, wie wir sie hier
angegeben haben).”

Romberg’in burada “Yiiksek Yaklasimli Bir Yontem (eine Methode hoher
Niherung)” dedigi sey, ANHANG (EK)”teki yani buradaki 2. yontemdir ve bu
yontemi ilk kez bu makalede gordiigiintiz gibi tamamen desifre ettim ve sonug
Romberg’in soyledigi gibi ¢ikti!

Bununla birlikte 2. sayfada daha sonra adiyla anilan yontemi anlatirken 2. yonteme 2
yerde daha gonderme yapar:

makaleyle amaci, standart bir sayisal integral yontemi olan trapez kuralinin
yakinsama hizin1 artirmakti. Lewis Fry Richardson 1927'de simdi “Richardson
Ekstrapolasyonu” olarak adlandirilan yontemin 6zel bir durumunu ortaya koydugu
i¢in bu amaca sahip ilk kisi o degildi. Ancak, burada s6z konusu olan temel fikirler
bundan ¢ok daha eskiye dayanmaktadir; zira Christiaan Huygens 1654'te “De
Circuli Magnitudine Inventa” adli eserinde m’yi hesaplarken bu ekstrapolasyonun ilk

iterasyonunu kullandi ve Takabe mnin bir asimptotik formiiliinde bu
ekstrapolasyonu kullanarak 41 ondaligini buldu (Bkz. “Tetsujutsu Sankei (1722)%).
Bu sonugla Richardson ekstrapolasyonu Seki Kowa'nin 6grencisi Katahiro Takebe
tarafindan 1710’dan 6nce, muhtemelen 1695’ten 6nce kesfedildi. Bu son gelismeyi
sunun i¢in verdim: Romberg bu ekstrapolasyonu (1.7)-(1.10)’da Takabe gibi
kullanirken Richardson ekstrapolasyonunu kullandig: ileri siiriilerek tezine golge
diisiirmeye calistilar ve bunu hala yapryorlar. Fakat Tokyo Universitesi'nden Dog.
Dr. Naoki Osada 18.3.2012°de 70. dogum giinii i¢in Claude Brezinski’ye adadig:
“Yakinsakligr Hizlandirma Yontemlerinin Erken Tarihi” makalesinde bu durumu
ifsa edince emperyalistler iyot gibi ortada kaldilar!

Simdi su yolu kullaniyorlar: “Yeniden kesfedildi (rediscovered)”. Seki Kowanin
algoritmasimi 1926’da kesfeden Aitken ve Takabe'nin algoritmasini 1927°de
kesfeden Richardson igin bu kelimeyi kullantyorlar. Tabii yerseniz. Bu sonug Ingiliz
matematikgilerinin Antik Yunan matematikgilerinden bir farki olmadigini gosterir.
Bu arada uygarlik Avrupa kiiltiiriine yon veren Yunan ve Roma ile degil Simer,
Babil ve Misr ile baslar (Bkz. “Greko-Romen”).

“Bu yontemin avantaji, her yeni 2’ye bolmenin yalnizca yeni fonksiyon degerlerinin ortalama degerini gerektirmesi ve bunun b — a ile ¢carpilmasidir; bu yeni U, T, S, R, Q
ve U, V, W dizilerinin her birinin bir terim genisletilmesine izin verir. Kalan terimler h?, h*, h®, h® oldugundan, bu basitce giderek daha yiiksek mertebeden yaklasimlarla
sonuglanir.
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Yukaridaki G'* yaklasimi (2. Gauss formiilii. Romberg bu formiildeki katsayilart ilk sayfadaki tabloda verir. Fakat G ile gosterdigi ilk Gauss formiilii tiim kaynaklarda
Milne kurali (Milne’s rule. Bkz. S. 1, Newton-Cotes formiillerinden 4. formiil) ve Boole kuralr (Boole’s rule. Bkz. S. 4, (4.7)) olarak geger. Ancak Romberg bu formiilii ilk kez
Gaussda gordiigii icin 6yle demis ve bu, kronolojik siralamaya gore dogrudur. Bkz. Gauss i¢in “Bu Paskalya formiilii bir matematik sansasyonuydu (Diese Osterformel war

eine Mathe-Sensation)”), Uy teki Fye esit agirliklar verdigimizden bizim Q vb. yaklasimimiza dahil edilmemistir.

Fnin a < x < b seklinde bir Taylor serisi olarak genisletilebilecegini varsayiyoruz; o zaman tiim yaklasimlarin kalanlari kolayca hesaplanabilir. Bunlar 8h uzunlugundaki
bir alt aralik icin yazilirsa, T ve Unun kalan terimlerindeki en diisiik h-kuvveti terimlerinin ters isarete sahip oldugu goriilebilir (Bkz. “EK”). Asagida hdeki en diisiik
mertebeden terimin kalan teriminin daha yiiksek h kuvvetlerine gore baskin oldugunu varsayarsak, I, T ve U arasinda, T, ve Uy, T, ve Uy, Ty ve U, arasinda yaklasik olarak

ortasinda yer alacaktir. Aymi durum Sy, Vy; S4, Vas Ry, Wy ciftleriicin de gegerlidir. Sy = S, + V,, Sg = Sy + V4, Rg = Ry + W), oldugundan, beklenilen I-yaklasim degerleri
zaten S ve Rmizde bulunmaktadir ve yontemimizin (') son hesaplanan degerinden daha dogru degildir. Dolayisiyla, yukaridaki her biri 23 = 8 parcaya béliinme ile,
yukaridaki Qg, Uy, Uy, Uy ’ten hesaplanabilen I'va en dogru yaklasimdir; tekrar yariya indirmekle en iyi sonucu Py g vs. verecektir.

(Der Vorteil dieser Methode beruht darauf, dass jedes neue Halbieren nur den Mittelwert der neuen Funktionenswerte erfordert, multipliziert mit b — a, dieses neue U
erlaubt, die Folgen der T, S, R, Q und U, V, W je um ein Glied zu verlidngern. Da die Restglieder prop. h?, h*, h®, h® sind, ergeben sich so einfach Niherungen immer hoherer
Ordnung.

Die oben angefiihrte Niherung G ist nicht in unseren Niherung Q usw. enthalten, da wir die F in U, mit gleichen Gewichten versehen.

Wir setzen voraus, dass F sich in a < x < b in eine Taylor-Reihe entwickeln ldsst; dann kann man die Restglieder aller Niherungen leicht berechnen. Schreibt man diese fiir
ein Teilintervall der Linge 8h auf, so zeigt sich, dass das Glied der niedrigsten h-Potenz im Restgliede von T und U entgegensetztes Vorzeichen hat (Siehe Anhang). Nehmen
wir im Folgenden an, dass das Glied niedrigster Ordnung in h gegeniiber den hoheren h-Potenzen im Restgliede iiberwiegt, dann wird I zwischen T und U liegen, und zwar
etwa in der Mitte zwischen Ty und Uy, T, und Uy, Ty und U,. Dasselbe zeigen die Zahlenpaare Sy, Vy; Sy, Vs Ry, Wy Danun Sy = Sy + V5, Sg = Sy + Vo, Rg = R, + W,
sind die durch die Einschliessung zu erwartenden I-Niherungswerte schon in unseren S und R enthalten, und nicht genauer als der zuletzt berechnete Wert unserer Methode
(). So ist bei obiger Teilung, in je 23 = 8 Teile, obiges Qg die genaueste Niherung an I, die sich aus den Uy, U,, U, berechnen lisst; nochmaliges Halbieren gibe als bestes
ein Pig u.s.w.)”

Burada (') ile gosterilen ey, 2. sayfanin sonundaki dipnottur ve “(") Ancak ekteki sonug boliimiine bakiniz (Siehe aber die Schlussbemerkung im Anhang)” demektir. Ama
Romberg’in ¢okga zikrettigi bu yontemi (2. Yontem) tezinde adeta sabote eder gibi vermis olmas: affedilir bir davranis degildir. Ciinkii bu yontem Romberg’in tezinde
A3 formatinda 1 sayfada (bkz. 3. sayfa sonu ile 4. sayfa. Orijinalde sayfa boyutlar1 nedeniyle 2 sayfa. Bkz. S. 35-36) verilirken hem bazi bilgiler yanlis verilmistir hem de
yontemi agiklamasi gereken bilgiler yetersiz verilmistir.

2.5.4. Siiper Yakinsama

Bu yakinsama kalan terimli trapez ve orta nokta yaklagikliklarinin en etkin oldugu su durumda gergeklesir: ¢ — 0 iken t = cx degisken doniisiimiine gore

c 1
(263) I=| f(t)dt =c | f(cx)dx
[roo=]

integrallerindeki Ty, T,, Ty, Tg trapez ve Uy, U,, U, Ug orta nokta yaklagikliklarinin yakinsaklik hizlari en yiiksek olur. Bu integrallerden ikincisinde 1. yontem kullanilir
ve bu yaklagikliklara ait formiiller (2.37) ve (2.39)dan t = cx degisken doniisiimiine gore elde edilirler. Bu nedenle bu formiilleri burada vermeye gerek duymuyorum
ama bu formiillere esdeger formiilleri asagida ilk integral icin verecegim.

ilk integralde 2. yonteme gore Ty, T, Ty, Tg ve Uy, Uy, Uy, Ugdeki Ty, Ty, T3, T, ve Uy, Uy, Us, Uy, icin (2.40)’taki degerler kullanilir ve bu yaklasikliklarda t = a + x. 8h
degisken doniisiimiine gérea = 0 ve 8h = b — a = ¢ — 0 = c olduklarindan t = cx gegerli olur. O halde (2.37)’de t = cx degisken doniisiimiinii yaparsak trapez ve
orta nokta yaklasikliklarini

I = f(0)+f(c)

1—C.—2 B
T

)

B (10 I e N R R o R G )

(
)+ rGe)+r GO+ ()1 (0) +r () + 1 (5 1 (55)

seklinde elde ederken, bunlara karsilik gelen (2.38)’deki K(T;), K(T,), K(T,), K(Tg) ve K(Uy),K(U,),K(U,), K(Ug) kalan terimlerindeki f’nin ¢ift mertebeden

. . , 4h+0 _ 1 , . . )
tirevleri z = 0’da tanimlidir, dolayisiyla x = 8—;: =_ve buradandat = % de alirsak kalan terimler serilere soyle agilirlar:
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2.5.5. Romberg ve Pamuktulum: Kalan Terimlerin Serilerinde 2. Tiir Lineer E-ATA Ekstrapolasyonlarin1 Yakalamak. Beethoven, kiigiik yegeni Karl'1 piyanonun

bagina oturttuktan sonra “ilk konserimi senin yasindayken (9) vermistim” dedi (Bkz. “Oliimsiiz Sevgili”). Buna gére eger Romberg’in Tablo 2.1’ini Beethoven’un yasindaki
gibi biiyiitiirsek bu ekstrapolasyonlari yakalayabilmek miimkiin olur. Ornegin Tablo 1.2'de kullandigim ekstrapolasyonu bulabilmek i¢in su tabloyu yapmaniz gerekir:

Indisleri 4/ olan Trapez ve Orta Nokta Yaklasikliklarinin (2.5) Formundaki K Kalanlarinin Katsayilart

K(Uy) 16 256 4096 65536
K(U,) 1 51 1541 36007
1 83 4021 44775
KU - 93 4021 e
16 3756 1107596 3013 5ce36
— 1 13651 16710325 3308974823
ot 256 65536 16777216 4294967296
K(T,) 32 1024 24576 524288
K(T,) B 104 3296 83072
1 21 107 153
K(T - ke 7 e
8 632 222978 07715
1 3413 521899 24750489
K(Tg4) — — —_—
12 8192 524288 33554432
o 16116 1651256 _ 1 16.1541 4096 _ . 2 1636007 65536 _,, 2
K(Vlﬁ) 16'E_ 1 —0 163m— 51 _ l 16110m — 1541 _ ﬁ 16.3013m— 36007 _ 4 2637
15 IRG 48 = 768 15 _ 20480
13651 . 83 1671032 4021 3308974823 4477
UMD %756 T6_, '%65536 32m6_ 7 1667777216~ 1102006 _ 200177  161913594967306 ~ 391355536 _ , 862901837
15 15 12288 15 3145728 15 1342177280
NN 162-32_ 16104 — 1024 _ 2 16329624576 _ 1 1683072 ~524288 _ . 3
: T o — 167 - > 153 - °
k(1) [ 16633 - 104 1 162229553296 23 166077535 - 83072 51
15 15 6 ol 24 o - 160
1 1 3413 21 21899 107 24750489 153
[N 6125 8_, 168192 %32_ 1 16.13 52288 ~ 222128 _ 7151 16.383 33554432 — 9977515 _ , 1749811
15 15 1536 15 98304 15 10485760
7 1 497 2 2637 2
K(W]ﬁ) 256.m—37§= 0 25615m— 1370§= l 256814—m— 34—038§= ﬂ
25 200155° 497 862901637 2637
KWy 256-13288 38 _ 2563745728 ~ 1768 _ 31 2563 1342177280 — 5 1*720480 _ 2435507
255 255 12288 255 5242880
1.2 23 1 51 3
) 2565-425 2561777~ 18773 2 256944155~ 536575 _ 3
255 255 3 255 - 5
7151 23 1749811 1
K(Rea) 2561536 "6 _ 25698308 1724 _ 1 2564 10485760 — 244160 _ 19661
255 255 384 255 40960
31 1 2435507 67
K(Xes) 409617788~ 103 _ 40965742880 — %8350 _ 512039
4095 4095 1048320
1 2 19661 3
K(QG4—) 4096.m - 10§ _0 4096m — 737§ _ E
4095 4095 5

Tablo 2.3. Bu kalanlarin katsayilarina (2.51)’deki ekstrapolasyon uygulandiginda “0” elde edilir ve bunlar ilk 3 siitundaki a, b ve c katsayilaridir.
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Bu tabloyu alabildiginize uzatabilir yani genel olarak j = 0,1,2,---,n i¢in K(Ty), K(T}), K(Ty¢),*+, K(T4n) ve K(Uy), K(Uy), K(Uyg), *+, K(Uyn) kalan terimlerinin
katsayilarindan olusan tabloyu elde edebilir ve boylece (2.39)daki 2. Tiir Lineer E-ATA Ekstrapolasyonu'ndan m = 2 igin elde edilen (2.51)deki ekstrapolasyon bu
katsayilara uygulandiginda ilk n siitundaki degerlerin sifirlandig1 goriirsiiniiz. Bunun boyle oldugunu Romberg 1955’te Tablo 2.1’de indisleri 2/ olan trapez ve orta
nokta yaklasikliklarinin K (Ty), K(T,), K(T,), -+, K(Tyn) ve K(Uy), K(Uy), K(Uy), -+, K(U,n) kalan terimlerinin katsayilar1 i¢in yaptigindan (2.39)daki 2. Tiir Lineer
E-ATA Ekstrapolasyonu'ndan m = 1 i¢in elde edilen (2.50)deki ekstrapolasyonu ya da Richardson ekstrapolasyonunu kullanmis oldu. Bu durum genelde Tablo 2.1'deki
indisleri 2/™ olan trapez ve orta nokta yaklasikliklarimn K(Ty), K(Tym), K(Ty2m), +, K (Tynm) ve K(Uy), K(Uym),K(U,y2m), ++, K(Uynm) kalan terimlerinin
katsayilarina (2.39)daki 2. Tiir Lineer E-ATA Ekstrapolasyonu uygulandiginda tablodaki ilk n stitundaki degerlerin sifirlanmasi igin de gegerlidir.

Peki Romberg bu sekilde tablolamalar yoluyla (2.39)daki genel ekstrapolasyonu gorebilir miydi?

Bunun ne kadar zorlu bir ugras oldugunu Tablo 2.3’ten acik bir sekilde goriiyorsunuz. Bu nedenle Romberg’in (2.39)daki genel ekstrapolasyonu gorebilmesi i¢cin hem
biiyiik tablolarla galismasi (ki bu durumda akil almaz biiyiiklitkte sayilar karsiniza ¢ikacaktir) hem de Tablo 2.1de oldugu gibi ilk n siitundaki degerleri sifirlayan
ekstrapolasyonlar1 gormesi gerekiyordu. Bunu Tablo 2.1 ve 2.3’teki ilk stitundaki a katsayilarinda yapabilmek kolay iken b, ¢, d ve diger katsayilarda yapabilmek o kadar
kolay degildir. Bunun igin i¢inde bulundugunuz kabin disina ¢ikip yepyeni bir bakis agisiyla bakmaniz gerekir. Fakat Romberg eski gelenege bagh kaldigindan (2.39)daki
genel ekstrapolasyonu gormesi miimkiin degildi. Gormesine de gerek yoktu ¢iinkii (2.39)daki genel ekstrapolasyonu 14.05.2003’te kesfetmistim. Bu, Romberg’in
05.02.2003ii oliimiinden sonra 98. giinii gosteriyordu. O sirada ‘“Arsimet’in Metodu M.V adli ¢alismamdaki diizgiin ¢okgen algoritmalarinin yakinsaklik hizini
artirabilmek icin Snellius’tan (1621) Richardson’a (1927) kadar tiim algoritmalara bakarak bir ¢6ziim iiretmeye calistyordum (bkz. “1. Nesil Arktanjant Fonksiyonu Ile
I1 Sayisinin Hesabi, Ver. 3”. Daha fazla bilgi icin RIK 4’teki “2.2. E-ATA 1 Algoritmalari'ndan Transferler”, S. 30-31'e bakiniz), dolayistyla Romberg'in 6ldiigiinden haberim
yoktu. Yani Romberg’in 6ldiigiinii o sirada degil “Romberg Integrali Projesi’ne basladigimda, 2016’min sonlarinda dgrendim. Ayni sekilde 1. Tiir Lineer E-ATA
Ekstrapolasyonunu ve (2.39)daki 2. Tiir Lineer E-ATA Ekstrapolasyonunu 2016da degil 2017de farkina vardim. Ciinkii her 2 ekstrapolasyonu “Romberg Metodu” adli
dosyamdaki 23.01.2017, 07:50:22'de tarihli “3.5. Temel (Richardson) Ekstrapolasyona Yeni Bir Bakis” baslikli ¢aligmamda vermeme ragmen 2003’teki “E-ATA 1
Algoritmalari” adli galigmamdaki yéntemi unutmustum ve bu yéntemi ¢ozmeden (ki yéntemde g-Pochammer ve g-binom sayilar1 vardi) elde ettigim 26 algoritmanin
(ekstrapolasyonlar) nasil kullanildiklarini anlamam miimkiin degildi. Bunun i¢in bana yaz gibi genis bir ¢aliyma zamani lazimdi ama 19.02.2017'de kesfettigim ytiksek
mertebeden ekstrapolasyonlar s6z konusu olunca (bkz. “2.4.1. p’-inci Mertebeden Ekstrapolasyonlar”, S. 40-42) hemen ardindan (26.05.2017, 19:03) bu lineer
ekstrapolasyonlar1 genel bir form {izerinde arastirmaya basladim ve yeniden ortaya ¢ikarttim. S6z konusu bu 2 farkli formdaki ekstrapolasyonlar1 23.01.2017, 07:50:22'de

de ¢ikartmistim ama genel formdan ¢ikartmak daha kolaydi ve nihayet 2018 yazinda da bu lineer ekstrapolasyon ciftini en genel halde yazip ispatladim. Bu bakimdan
Lewis Fry Richardson gibi hareket ettigim agiktir, ¢linkii Richardson 1910da teorik olarak temellendigi ekstrapolasyonu (ki burasi arastirilmaya muhtag bir konudur)
1927de esash bir sekilde ortaya koyarken ben de 2003’teki 2 farkli formdaki lineer ekstrapolasyon iftini en genel formda 2018de 2. kez verdim. Bu ekstrapolasyonlar1
2003’te iteratif diizgiin ¢okgen algoritmalari i¢in kullanirken 2017'den beri Romberg Integrali Yontemi i¢in kullanmaya bagladim (ki 30. sayfadaki Alinti1 2.1de
gordugiiniiz gibi 2003’te E-ATA 1 Algoritmalarrnin, dolayisiyla bu ekstrapolasyon iftinin sayisal (niimerik) integraller i¢in de kullanilabilecegini belirtmistim). Ama
en efsane kesfim burada gergeklesti diyebilirim. Ciinkii Romberg Tablo 2.1’ biraz biiyiitse ve Tablo 2.3t bulsa (ki bu biraz “halamin biyig1 olsa” gibi seye dontstii)
(2.51)deki ekstrapolasyonu kesfetmesi miimkiin olabilirmis. Bana gére bu beklenmedik kesfin (ki bu kesif ya da ortaya ¢ikan durum benim i¢in gecerli degil ¢tinkii bu
durumun bagtan beri farkindaydim) Romberge yapilan haksizliklarinin bir sonucu olarak ortaya ¢iktigini diisiinityorum (Bkz. “Seiji Fujino: Romberg Integralinin Mucidi

Dr. Werner Romberg ile Bir Roportaj Gergeklestirdim”). Demek ki Romberg'in bir alacag1 varmis ama bu bugiine kadar bir tiirli ortaya ¢ikamamus!

2.5.6. Kalan Terimli Trapez ve Orta Nokta Yaklasikliklarinin Yakinsaklari

Oncelikle kalan terimli trapez ve orta nokta yaklagikliklarinin yakinsaklik hizina gegmeden énce Tablo 1.2’nin son siitunundaki Qg ve X¢4'e paralel su sonuglari
verebilirim:

Artan Siral1 Yaklasik Degerler Tablosu

Aralik Uzunlugu B2 Kalan Terim 18
64h T, = 0.78539816339744830961 ... T;l = 1.0000000001175161049 ...
U; = 1.1107207345395915617 ...  U; = 0.99999999999020220227 ...
L6h T, = 0.98711580097277541227 ... 7} = 1.0000000000220462587 ...
U, = 1.006454542799563932 ... U, = 0.99999999999222161417 ...

Ti6 = 0.99919668048507229329 ... T4 = 1.0000000000019327934 ...

U, = 1.0004017081549652956 ...  U;5 = 0.99999999999905422551 ...

Tes = 0.99994980009210122621 ... Ty, = 1.00000000000012403814 ...

Ugs = 1.0000251001429512867 ...  Ugy = 0.99999999999993806404 ...

Tablo 2.4. Bu yeni tablodaki aralik uzunlugu 64h = 1’dir ve Ty, Ty, Ty, Te4 trapez ve Uy, Uy, Uy, Ugy orta nokta yaklagikliklarinin yakinsaklik hizi h? iken kalan terimli Ty, Ty, Ty6, Tes

4h

trapez ve U, U,, Uy, Ug, orta nokta yaklagikliklarinin yakinsaklik hizi Tablo 1.2’nin son siitunundaki gibi h®dir.

Bu tabloda T, T, Ty, Tes trapez ve U, Uy, Uy, Ugs orta nokta yaklasikliklarimin kalan terimlerine ait serilerden 5 terim alinmustir ve Ty, Ty, Ty, Tos trapez ve
U;,U,,Ugg,Ug, orta nokta yaklagikliklarinin  (2.51)’deki  ekstrapolasyona gére maksimum vyakinsaklik hizi  O(h?3%2) = O(h®) iken bunlara ait
K(Ty),K(T,), K(Tyg), K(Tes) ve K(Uy), K(Uy), K(Uyg), K (Ugy) kalan terimlerin yakinsaklik hizi 5 terim igin O (h?>*2) = 0(h'?) oldugundan j = 0,1,2,3 icin '7"4,- =

Ty = K(T,) = 0(T,)) = 0 (T, — K(T,)) = 0(T,)) = 0 (K(T,))) = 0(h®) — 0(h'?) = 0(h®) ve aym sekilde U, =U,; +K(U,) = 0(0,) =0 (U, +
K (U 4 ,)) = O(U 4 j) +0 (K (U 4 ,)) = 0(h®) + 0(h'?) = 0(h®) oldugundan toplam ya da farkin yakinsaklik hiz1 bu yakinsaklik hizlarinin minimuma esit olur!

Bu sonug kabaca teorik olarak dogrudur ¢iinkii Romberg (2.39)’dan m = 1 i¢in elde edilen ekstrapolasyona ya da Richardson ekstrapolasyonuna gore Tablo 2.1°de (ya
da yesil tablo) ve ben de m = 2 igin elde edilen ekstrapolasyona ya da (2.51)’deki ekstrapolasyona gore Tablo 2.3’te kalan terimlerin (tablolardaki 0 olan yerlerdeki)
yakinsaklik hizlarini gosterdik. Fakat bu yakinsaklik hizlarinin nasil elde edildigini en agik sekilde ele almakta fayda var: Ilkin Romberg Tablo 2.1’de K (V,), K(V,) ve
K(S,),K(S4),K(Sg)’in a katsayilarini sifirlarken bunlarin Richardson ekstrapolasyonundaki yakinsaklik hizlar sirasiyla ki, h3 ve h¢, hi, h3 demektir; K(W,) ve
K(R,), K (Rg)’in b katsayilarini sifirlarken bunlarin Richardson ekstrapolasyonundaki yakinsaklik hizlar1 da sirasiyla h$ ve h§, h$ ve son olarak K (Qg)’in c katsayisini
stfirlarken Richardson ekstrapolasyonundaki yakinsaklik hiz1 h8 olur. Tablo 2.3’te ise K (V,), K(Vig), K (Vo) ve K(S4), K (S16), K(Se4)’lin a katsayilar1 sifirlanirken
(2.51)’deki ekstrapolasyondaki yakinsaklik hizlar1 sirasiyla hg, h%, hi, ve he, h3, hd; K(Wie), K(Wes) ve K(R16), K(Rgs)iin b katsayilari sifirlanirken (2.51)’deki
ekstrapolasyondaki yakinsaklik hizlar1 sirastyla hS, h§ ve he, hS ve son olarak K (Xg4) ve K (Qg4)’iin ¢ katsayilari sifirlanirken (2.51)’deki ekstrapolasyondaki yakinsaklik

hizlari sirastyla h§ ve h8’dir. Eger bu yakinsaklik hizlarindaki indisleri g6z éniine almazsak her 2 tablodan elde edilen karsilikli elemanlarin ayn1 yakinsaklik hizlarinda
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oldugunu soyleyebiliriz. Ancak (2.39)’dan m = 1 igin elde edilen ekstrapolasyon ya da Richardson ekstrapolasyonu ile 1 < m i¢in elde edilen diger ekstrapolasyonlar
arasindaki fark da burada yatiyor. Ciinkii m bitytidiikge h’nin tabani bityiiyor ve bu da dnceki ekstrapolasyonlara yakinsaklik hizinda fark atmasina neden oluyor!

Ayrica Tablo 2.4’teki 2. siitundaki kalan terimli Ty, Ty, Ty, T4 trapez ve Uy, Uy, Usg, Ugs orta nokta yaklagikliklarinin yakinsaklik hizlarini gésteren su tablolar:
verebilirim: (2.51)’deki ekstrapolasyon Ty, Ty, Ty, T, Tg, Ty trapez yaklasikliklarina uygulandiginda

Kalan Terim

Aralik Uzunlugu 5

W W Bz hjes ST his

ATy = —0.214602

AT, = —0.0128842 AS, = 0.000563643

AT, = —0.00080332 AS, = 2.07245x 1075 AR, = —1.29787 x 1077

ATg = —0.0000501999  AS¢ = 8.0659 x 1077 ARg = —2.97308 x 10711 AQq = 1.95591 x 1012

ATy = —3.13746 X 1076 ASg = 3.15002 X 10711 ARg = —7.23052 x 10™15  AQg = 2.7985x 10717 APy = —1.85987 x 1018

ATy = —1.96091 x 1077 AS;y = 1.23046 X 10713 AR,y = —1.76484 x 10718 AQ,, = 4.25354 X 10722 AP, = —1.66293 x 1072* AQ,;, = 1.10778 x 10725
Tablo 2.5. hy = 1024h = 1ve I = 1 i¢in trapez yaklagikliklarinin mutlak hatas1 AT,; = T,; — I ve (2.51)’deki ekstrapolasyona gore ekstrapolasyonik trapez yaklagiklarinin mutlak

hatalar1 k = 1i¢in AS,; = S,; — I, k = 2igin AR,; = Ry; — I, k = 31i¢in AQ,; = Q,; — I, k = 4 igin AP,; = P,; — I ve k = 5 i¢in AOy = 049 — ['dir.

ve Uy, Uy, Uy, Ug, Ug, Uy orta nokta yaklasikliklarina uygulandiginda

Kalan Teri
Aralik Uzunlugu alan Terim

hj2+1 hij+1 h2j+2 h2j+3 h}}(}+4 h‘lt?+5
AU, = 0.110721
AU, = 0.00645454 AV, = —0.000496537
AU, = 0.000401708 AV, = —1.81415x 1076 AW, = 1.25934 x 107
AUg = 0.0000251001  AVg = —7.05785x 107° AWy = 2.88046 x 1011 AX, = —1.9414 x 10712
AUg = 1.56873 X 1076 AVg = —2.75627 X 10711 AWy = 7.00461 X 10715 AXg = —2.7767 x 10717 AYg = 1.85462 x 10718
AU;o = 9.80457 x 1078 AV, = —1.07665 x 10713 AW, = 1.70969 x 10718 AX;; = —4.22031 x 10722 AY;, = 1.65969 x 10™2* AZ;, = —1.10727 x 10725
Tablo 2.6. hy = 1024h = 1ve I = 1 i¢in orta nokta yaklagikliklarinin mutlak hatas1 AU,; = U,; — I ve (2.51)’deki ekstrapolasyona gore ekstrapolasyonik orta nokta yaklagiklarinin

mutlak hatalar1 k = 1igin AV,; = V,; — I, k = 2 i¢in AW,; = W,; — I, k = 3i¢in AX;; = Xp; — I, k = 4 igin AY,; = Y,; — [ ve k = 5 igin AZy = Z;o — I'dir.

sonuglar1 gegerli olur. Burada j = 0,1,2,3,4,5i¢in T, ;: = T,2j ve U, j: = U,2; ve (2.51)’deki ekstrapolasyondan elde edilen sonuglar Romberg’in kodlama sistemine gore
adlandirilmigtir. Ciinkii Romberg tezindeki mavi tablo ve turuncu tabloda Alman alfabesine gore “A, B, C, D, E,F, G, H,, ], K, L, M, N, O, P, Q, R, 5, T, U, V, W, X,
Y, Z” harflerinden trapez i¢in T’yi (ki Almancada “Trapez” denilmektedir) ve orta nokta i¢in U’yu (ki Almancada “Mittelpunkregel (orta nokta kurali)” denir ve bunun

U ile bir ilgisi yoktur. Romberg bunu alfabetik siralamaya gore T°den sonra U olarak ald1) segti ve bu tablolardaki Richardson ekstrapolasyonundan elde edilen 2., 3. ve
4. stitunlardaki sonuglara ekstrapolasyonik trapez yaklagikliklara T’den geriye ve ekstrapolasyonik orta nokta yaklagikliklara U’dan ileriye dogru harfleri atadu.
Dolayistyla Tablo 2.2, 2.3, 2.4 ve 2.5’teki ekstrapolasyonik trapez ve orta nokta yaklasikliklarin isimlendirilmesi bu kodlama sisteminden gelir.

Fujino, Romberg’in Norveg'teyken telaffuzda zorlandigini sdyler (Bkz “Seiji Fujino: ‘Romberg Integralinin Mucidi Werner Romberg ile Bir Réportaj Gerceklestirding,

14.10.1996”): “Norvegte sakin bir yasam siirmeye baslamadan once oradan oraya siiriiklenirken yasadigi zorluklar: sordugumda, yabanci dil (ozellikle telaffuz)
konusunda zorlandigini séyledi. Ornegin bir seferinde konustugu kisinin “Kegel (Almanca’da koni veya gayrimesru ¢ocuk)” ve “Hegel (Alman bir filozof)” kelimelerini
ayirt edememesi sebebiyle yanlis anlasildigindan bahsetti.”. Bu konuda Almanlarin ne disiindigiinii ¢ok merak ediyorum. Ciinkii Rombergin bu makalede
yayimladigim ¢aligmasinin ellerinde olmadigini adim gibi biliyorum ama konuya en azindan insani yonden yaklasirsak, Romberg’in dedigi gibi Almanca ile Norvegce
arasindaki geciskenliklerde bu tiir azizlikler oluyor mu? Mesala Japon asilli M. Giindiiz Ikeda adli matematik¢imiz, Hamburg'da Hasse'nin yanindan ayrilirken
kendisine Ozden Celik (ki kendisinden Projektif Geometri ve Cebirsel Geometri derslerini almistim) tarafindan verilen mektup zarfinin {izerinde “Cahit Arf” adini
goriince “Kahit Arf” seklinde teleffuz etmisti (Bkz. “Benim Goziimle Matematikci Cahit Arf ‘Genclik Riiyasi™, S. 16 (PDF de 8).

Yukaridaki her 2 tablodaki kirmizi iiggenlerin tepe noktalarindaki elemanlar Tablo 2.4’teki 2. siitundaki Ty, Ty, Ty, Tes trapez ve Uy, U,, Usg, Ugs orta nokta

yaklagikliklariyla hemen hemen aym yakinsakhiktadirlar ve bu yakinsaklik hizi h® iken Tablo 2.5 ve 2.6’da h;®'dir. Ozetle her 2 tablodaki kalan terimlerdeki katsayilari
(2.42)’ye gore m tane alirsaniz her 2 ekstrapolasyondan elde edilen yakinsaklik hizi h?™*2 olur (Bkz. “Romberg’s method”. Metotta (Method) Richardson

ekstrapolasyonunun yakinsaklik hiz1 0 (hZ™*2) yazar ama aslinda bu tam olarak O <h121’f£2)’dir).
2

Bu makalede son olarak Romberg’in gozii arkada kalmasin diye konunun uzmanlari tarafindan iyi bilinen ve RIK 3 adli makalemin 22. sayfasindaki 12. dipnotta
degindigim ama simdiye kadar hi¢bir makalede bu kadar genis (en genis) a¢iklamalarin bulunmadig tezdeki su konuyu tiim yonleriyle inceleyecegim.

2.5.7. Romberg’in Richardson Ekstrapolasyonunu Kullanmas1 Hakkinda
Romberg tezinde T trapez ve U orta nokta yaklagikliklarini verdikten sonra bu yaklasiliklarin yakinsaklik hizlarini artirabilmek icin Richardson ekstrapolasyonunu
uygular ve elde ettigi yaklasiklikliklara, Tablo 2.6'nin altinda anlattigim gibi, trapez yaklasiklarinda S, R, Q ve orta nokta yaklasikliklarinda V, W, (X) der ve 2 yerde

(basinda ve ortasinda) [1] no’lu su kaynakgay1 gosterir:

[1] z.B. L. COLLATZ: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen, S. 6, Gl. (1.7) Springer-Verlag 1951.

Bu kaynakga tezin sonunda gecer (ki orijinalde [1] no’lu kaynakgaya bakiniz) ve basinda “z.B.: Zum Beispiel (Ornek)” yazar. Bu, Almancada “Ornek”in kisaltilmig

seklidir ve tezdeki 3. sayfada agikga belirtilir: “Ornek olarak, araligi N = 1, 8h = 1 igin 8 esit par¢aya bélerek I = folgcos (g x) dx = 1 integralini hesaplayalim (Als

02
olarak arkadas1 Collatz'in kitabini se¢mis (Bkz. “Romberg Semineri”. Bu seminerde Lothar Collatz “Diferansiyel Denklemlere Rasyonel ve Logaritmik Yaklasimin Bazi

Beispeil berechen wir [ = | Y2 cos (g x) dx = 1 indem wir das Intevall in 8 gleiche Teile teilen, N = 1, 8h = 1).”. Yani Romberg bunu bir¢ok kaynakta gérmiis ve 6rnek

Uygulamalar: (Some Applications of Rational and Logarithmic Approximation to Differential Equations)”ve “Diizlemin Cift Periyodik Dosemeleri ve Esitlenmesi (Double-
Periodic Tilings and Equitiling of The Plane)” baglikli 2 makalenin sunumunu yaptr).

Simdi eger yukaridaki kitabin linkini tiklarsaniz, Romberg, trapez yaklagiklarinda S, R, Q ve orta nokta yaklasikliklarinda V, W, (X) algoritmalarini bu kitabin 6.
sayfasinin (ki “L. COLLATZ: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen, S. 6, GI. (1.7) Springer-Verlag 1955” 2. baskisinda 50. sayfa. Bkz. RIK 3, S. 22, Dipnot
12. O sirada 1951 baskisin1 bulamamis ve 1 Ocak 1955 baskisini satin almak zorunda kalmistim. Ama simdi 1951 baskisint www.zlibrary.to’da buldum ve hemen

kiitiiphaneme ekledim) (1.7)’sinde gecen
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Boliim 2: Kalan Terimli Romberg Integrali Yontemi

Yn — Von

(2.66) y(§) = yan —Zp =7

algoritmasindan tiirettigini soyler (ki Claude Brezinski, “Ekstrapolasyon Metotlarinda Birkac Oncii (Some pioneers of extrapolation methods)” adli makalesinde

Richardson ekstrapolasyonunun tarihgesini anlatirken 31. sayfada soyle der: “Romberg makalesinde Lothar Collatz’in (Arnsberg, Westfalia, 1910 - Varna, 1990) 1951
tarihli kitabina atifta bulunmaktadir (In his paper, Romberg refers to the book of Lothar Collatz (Arnsberg, Westfalia, 1910 - Varna, 1990) of 1951).”). Fakat bu heniiz
integral igin trapez ve orta nokta yaklagiklarina uygulanabilir formda degildir, ¢iinkii Collatz'in “I. Farkli Artislara Sahip 2 Yaklasikligin Karsilastirilmas: (Vergleich

zweier Niherungen mit verschiedener Schrittweite)”nda dedigi gibi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinde kullanilmaktadir (Bkz. “Numerical Methods”, S.

186, Remark 4. A¢iklama (Remark) 4 “Ekstrapolasyon prosediirii (Romberg integrali igin sayisal integralde agiklandig gibi) adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in de
kullanilabilir. Bu prosediirii Euler yontemi igin gosterecegiz. Adim uzunlugu h ile elde edilen sayisal degerleri yg (h) ile gosterelim. Euler’in yontemi 1. mertebeden, yani
hata ifadesi su sekilde verilir (Extrapolation procedure (as described in numerical integration for Romberg integration) can also be used for the solution of the ordinary
differential equations. We illustrate this procedure for Euler’s method. Denote the numerical values obtained with step length h by yg (h). Euler’s method is of first order,
that is, the error expression is given by)” ifadeleriyle baslar ve (4.28)’den (4.34)’e kadar devam eder).

Romberg (2.66)’daki algoritmay1 niimerik diferansiyel denklemden niimerik integrale uyarlarken 2 yerine 4 ald1 ve elde ettigi algoritmay1 Jacques Frederic Saigey gibi
iteratif sekilde degil trapez yaklagiklarinda S, R, Q ve orta nokta yaklagikliklarinda V, W, (X) olarak kulland: (Bkz. RIK 4, S. 25, (2.1)).

2.5.7.1. Trapez Formiillerini Arastirirken

Romberg bu yeni harfli yaklasikliklar sayesinde elde ettigi algoritmalar1 (formiilleri) 6nceki trapez formiilleriyle karsilastird: ve S algoritmasinin (ki Richardson
ekstrapolasyonunda R(n,1)) Simpson’un 1/3 kurali oldugunu gordii (Bkz. 2. sayfanin bas1): “S’nin Simpson S formiiliine (Simpson 1/3 kurali) gore tam olarak yaklasiklig:
temsil ettigi fark edilmemis goriiniiyor (Man scheint nicht bemerkt zu haben, dass die S genau die Niherung nach der Simpson Formel S darstellen)”. Yani daha o saate
kadar bunu kimse gérememis ve iste Romberg bunu bildiriyordu!

Bunun hemen altinda R, ve Rg algoritmalarinin (ki Richardson ekstrapolasyonunda R(n,2)) G ya da 1. Gauss formiiliine karsilik geldigini gordii (ki simdi kaynaklarda

bu kural “Boole kurali” ya da “Milne kurali” gecer ama Romberg’in arastirmasina gore bunlar dogru degil. Ciinkii Romberg “Gorevimiz Tehlike 4: Hayalet
Protokolii’ndeki gibi Trondheim’dayken bu formiiliin ilk kez Gauss tarafindan verilmis oldugunu gordii ve ona “G1” dedi): “R, ve Rg, G (1. Gauss formiilii) agirlik
faktorleri kullanilms olsaydi ortaya ¢ikacak olan I'ya tam olarak yaklasir. R ve W kalan terim olarak h®’ya sahiptir, bu nedenle olusturmaya devam ediyoruz (R, und
Rg sind genau die Niherung an 1, die sich bei Verwendung der Gewichtsfaktoren G* ergeben hdtten. R und W haben ein Restglied prop. h®, daher bilden wir weiter)”.

Sonraki ekstrapolasyonik yaklagikliklar ya da bunlara karsilik gelen algoritmalar Newton-Cotes formiillerinden farklidir. Ozellikle Romberg algoritmalari
(ekstrapolasyonlar1) Boole’'un kuralini ¢ok kiiciik sekillerde genisleterek, agirliklar1 Boole’'un kuralindakine benzer oranlara dontstiiriir. Buna karsilik, daha ileri
Newton-Cotes formiilleri giderek farklilasan agirliklar iiretir ve sonunda biiyiik pozitif ve negatif agirliklara yol agar. Bu, Romberg integrali daha kararli iken, biiyiik

dereceli interpolasyon polinomlu Newton-Cotes formiillerinin birgok integral i¢in yakinsamada nasil basarisiz oldugunun gostergesidir.
2.5.7.2. Takabe Algoritmas1

v G

Tokyo Universitesi'nden Dog. Dr. Naoki Osada 18.3.2012’de Claude Brezinski'nin 70. dogum giiniine ithaf ettigi “Yakinsakligr Hizlandirma Yéntemlerinin Erken

Tarihi” adli makalesinde (ki 2011 baskisina da bakabilirsiniz) Lewis Fry Richardson’a ithaf edilen Romberg’in kullandig: ekstrapolasyonun ilk kez Japon matematik¢i
Katahiro Takabe tarafindan 1710’dan 6nce, muhtemelen 1695’ten dnce kesfedildigini duyurdu. Ciinkii Ustat Claude Brezinski, Naoki Osada’nin bildirdigine gore,

» «

“Aitken 67 Islemi”nin Usta Seki Kowa’dan geldigini kesfetmisti ama bu son gelismeyi bilmiyordu (Bkz. “Extrapolation Method: Theory and Practice”, “Extrapolation

and Rational Approximation”).

Simdi Naoki Osada’nin bildirdigine gore “Richardson Ekstraspolasyonu” olarak bilinen ekstrapolasyon Seki Kowa’'nin 6grencisi Katahiro Takebe tarafindan 1710’dan
once, muhtemelen 1695’ten 6nce kesfedilmistir (Bkz. “Tetsujutsu Sankei (1722)”, “2.1. Richardson Ekstrapolasyonu”, S. 25). Ayni sey en biiyiik Japon matematikgisi

Seki Kowa'nin da basina geldi. O da 2™-genle gemberin gevresini dlgerken “Aitken §# Islemi” olarak bilinen ekstrapolasyonla s;5 = 3.1415926487769856708, 516 =
3.1415926523865913571 ve 517 = 3.1415926532889927759 degerlerini bulmustu (Bkz. “Katsuyo Sampo (1712)”. Bu konuda 8-10. sayfalarindaki “5.3. Takakazu
Seki”den gerekli bilgileri alabilirsiniz). Iste Seki Kowanin o6grencisi Katahiro Takabe burada devreye giriyor ve Seki Kowa'nin algoritmasini Richardson

ekstrapolasyonuna gevirerek m'nin 41 ondaligini hesapliyor (Bkz. “6.2. Katahiro Takabe”, S. 218-220).

Bu konuda RIK 3’{in 21-22. sayfalarinda “2018 Tiirk-Japon Dostlugu Icin Katkilarim”da séziine ettigim Takabe'nin algoritmasini onayladigima iliskin su ¢alismami
verebilirim: “Takabe’nin Algoritmas:”, Romberg Integrali 2016-2019, 27.06.2019, 04:14:19, S. 75-80.

Buna gore “Richardson ekstrapolasyonu” olarak anilan (ki Richardson’dan onceki Saigey ve Sheppard’1 saymiyorum bile) ekstrapolasyonu ilk kesfedenin Katahiro
Takabe oldugu anlasilmaktadir. Ingiliz matematikgi Lewis Fry Richardson bu ekstrapolasyonu 1927°de kesfetmisti ama Naoki Osada’ya gore Takabe bunu 1695’ten

once kesfetmistir. Burada akla su gelebilir: Richardson bu ekstrapolasyonu Sheppard'in “Some quadrature formulas, Proc. London Math. Soc., 32, 1900, pp. 258-277"
adli tezinden tiiretmis olabilir. Ciinkii Sheppard (2.50)’deki ekstrapolasyonu k = 1,2,3 i¢in biliyordu (bkz. “Genellestirilmis Ole Amble Algoritmas:”, “Keske...”, S. 15)
ve bunlar (2.1)’de goriildiigii gibi Saigey tarafindan 1856 ve 1859’da verilmigti (Bkz. RIK 4, (2.1), S. 25). O zaman Richardson’daki bu sigramayi yani (2.1)’deki
algoritmalarin iteratif olarak verilmesini Romberg’de oldugu gibi mi agiklayacagiz? Eger Richardson (2.50)’deki ekstrapolasyonu tek seferde verseydi buna inanirdim

ama 1910’da temellendirmeye ¢alistig1 bu ekstrapolasyonu 1927’de tekrar ele alarak (2.49)’da gordiigiiniiz gibi formunu degistirmesi kotii seyleri ¢agristirir. Clinki
ayni seyleri Antik Yunan matematikgileri de yapiyordu!

Anladiniz siz onu. Ozetle Takabe'nin (2.50)’deki ekstrapolasyon hakkindaki ¢alismasi Naoki Osada’nin “6.2. Katahiro Takabe”de bildirdigine gore ve daha agik gekliyle
anlattigim “Takabe’nin Algoritmasi“nda goraldugii tizere glintimiizdeki gibi agiktir. Ayni sekilde Alexander Aiken’nin 1926’da kesfettigi algoritma ya da ekstrapolasyon

da Seki Kowa’ya aittir!

Burada bir noktanin altini ¢izmek gerekiyor: Alexander Thomaso 2018 tarihli “Sayisal Integral Yontemleri: Integrallerin Etkin Hesaplanmas: Icin Yéntemler

(Numerische Integration — Verfahren zur effizienten Berechnung von Integralen)” baglikli yiiksek lisans tezinde Richardson ekstrapolasyonunun adini hi¢ anmaz; bunun

yerine “Romberg-Ekstrapolasyon (Romberg-Extrapolation)” yazar. Demek ki Thomaso bu gercegi bir yerlerden 6grenmis ama Romberg’in tezinin elinde olmamasi 1.
Gauss formiiliiniin (G') Milne kurali veya Boole kurali oldugunu zannetmesine yol agmstur!
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